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Introducao

O assunto desta dissertacao foi inspirado pela reforma recente dos programas de
Matemsética no Ensino Secundério, que passaram a incluir capitulos adicionais
com contelddo que é frequentemente designado por “Matemdtica aplicada a re-
alidade”. Deles selecciondmos o tema “Partilhas” por envolver uso relevante de
andlise e se adaptar com sucesso & sequéncia de conhecimentos em Matematica
previstos para o 3°Ciclo do Ensino Basico.

Neste 4mbito, que é vasto, houve que fazer escolhas. Para isso, tragdmos um
percurso que nos conduzisse ao Teorema de Borsuk-Ulam sobre a bissseccao si-
multinea no espago, por um plano, de trés objectos com volume positivo. Por
comparagcao, detivemo-nos pelo caminho em estratégias de divisdo de um s6 ob-
jecto por mais do que dois interessados de modo que cada um fique satisfeito com
a porc¢ao que lhe caiba.

O primeiro capitulo trata precisamente da partilha de um bolo homogéneo
por n pessoas, n. > 2, que podem ter modos distintos de avaliar as fracgoes do
bolo, cumprindo-se certo objectivo na divisdo. Alguns argumentos desta secgao
nao sao elementares ou por nao serem construtivos, ou porque a divisao do bolo
pode nao ser executdavel com uma faca usual ou ainda por se utilizar o Axioma
da Escolha. Mas, globalmente, o contetido deste capitulo é aplicacao interessante
e acessfvel de Algebra de Matrizes e Probabilidades.

O segundo capitulo é dedicado ao Teorema de Borsuk-Ulam. Em termos sim-
ples, trata-se de bissectar com uma faca uma sanduiche com trés camadas (pao,
queijo e fiambre, por exemplo) de modo que cada porgao fique com metade de
cada um destes trés constituintes. A demonstracdo que aqui apresentamos é con-
sequéncia de uma generalizacao do Teorema do Valor Intermédio (de fungoes reais
continuas de varidvel real) para aplicagoes continuas e anti-simétricas definidas
numa circunferéncia ou numa esfera. Da wversdo no plano do argumento
explicitado neste capiftulo foi elaborada uma rotina usando o programa de geome-
tria dindmica The Geometer’s Sketchpad, que exibe bem o cardcter geométrico da
bisseccao simultdnea com uma recta de dois objectos um R2. Os detalhes desta
rotina estao explicados no 3°Apéndice e contaram com a orientacao do Professor
Doutor Arala Chaves, da Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto.

O Teorema de Borsuk-Ulam admite um enunciado mais geral: em R”,
n € N, é possivel bissectar simultaneamente, com um hiperplano, n objectos com
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medida exterior de Lebesgue finita. Esta generalizagao, de cardcter muito menos
elementar que o enunciado do Capitulo 2, esta detalhada em [S,T].

Este texto segue de perto as referéncias [H], [D,S] e [C,S]. A bibliografia contém
ainda sugestoes de leitura complementar.



Capitulo 1

Divisao de um bolo por n pessoas

1.1 Introducao

Neste capitulo analisaremos vérios algoritmos de partilha de um objecto por al-
guns (pelo menos dois) interessados de modo que cada pessoa julgue receber o
que considera ser uma parte justa. Naturalmente a avaliagcio de cada par-
ticipante na divisao sobre uma frac¢ao do objecto é subjectiva, mas terd de ser
formuldvel matematicamente. Estas avaliagoes podem diferir umas das outras,
dai a necessidade de um procedimento imparcial e eficaz de divisao.

Para prosseguirmos teremos de ditar algumas regras acerca do bolo, da faca
e dos participantes.

1. a) O bolo é homogéneo e dele pode retirar-se uma fracgéo exacta.

b) O bolo inteiro vale o mesmo para todos, um, e a auséncia de bolo vale
ZEro.

¢) Um pedago de bolo cortado em fatias vale o mesmo que quando estava
inteiro, isto é, nao é razodvel que se diga: “Aquele pedago nao é suficiente,
mas se 0 cortar a meio ja é!”.

d) Se a um pedaco retirarmos um bocado, todos tém que concordar que
este representa uma fracgio de bolo menor que o pedago inicial.

e) Uma vez dividido em fatias o que sobra se se retirar alguma ou algumas
fatias, pode ser reunido num novo bolo (propriedade que um bolo real, que
se esfarela, nao verifica).

2. A faca é também matemadtica e consegue cortar o bolo em tantos pedagos
quantos se queira e de uma forma exacta, ainda que as fatias possam nao
ter um formato canénico.

3. Cada participante pode medir as fracgoes do bolo de forma diferente, mas
& necessdrio que seja razoavel: que tenha opiniao sobre cada fatia; que
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alguma lhe agrade; que o valor que atribui a cada fatia nao se altere se ela
for subdividida.

No que se segue a divisao do bolo deverd cumprir o objectivo de satisfazer
os n participantes na divisao de acordo com certo critério, que serd descrito em
cada seccao.

1.2 Objectivo: Obter pelo menos + do bolo
Pretende-se dividir um bolo entre n participantes (n > 2) de forma que cada
participante acredite que obteve pelo menos % do bolo, de acordo com a sua
maneira de medir.

1.2.1 1° Processo: Generalizagao de “Um corta, outro escolhe!”

(A) n=2

Vejamos como se processa a divisao no caso de n ser igual a 2. Escolhe-
-se aleatoriamente uma pessoa para cortar o bolo a meio; & outra pessoa resta-
lhe escolher uma das duas fatias em que ficou dividido o bolo. Como a pessoa
que corta é a 1ltima a escolher, ou melhor, fica com a fatia néo escolhida pelo
outro participante, é conveniente para ela que corte o bolo exactamente ao meio,
segundo o seu modo de medir, pois qualquer um dos pedacos pode vir a ser o
seu. Como ji foi referido, tanto o bolo como a faca que usamos o permitem.

Quem corta produz duas fatias cada uma das quais vale, para si, exactamente
metade do bolo (supomos que é possivel fazer um tal corte); e portanto qualquer
um dos pedacos satisfaz o cortador. Por outro lado, o outro participante ou é da
mesma opinido do cortador, sendo-lhe indiferente qualquer uma das fatias e, neste
caso, qualquer que seja a distribuicdo ambos ficam satisfeitos; ou, pelo contririo,
vé uma das fatias menor que metade do bolo e a outra, claro, maior que metade
(a razoabilidade que descrevemos anteriormente nao permite ver um bolo cortado
em duas fatias ambas menores que metade do bolo). Neste caso, serd de esperar
que escolha a maior fatia, achando portanto que recebe mais do que metade do
bolo. O cortador, como cortou exactamente a meio fica satisfeito com a fatia que
sobra, cumprindo-se assim o objevtivo proposto

Este processo é mais vantajoso para quem escolhe do que para quem corta,
uma vez que quem escolhe tem a oportunidade de receber uma fatia que, a seus
olhos, representa mais de metade do bolo; quem corta assegura para si exac-
tamente metade do bolo. Para que o processo seja justo, quem corta deve ser
seleccionado & sorte.
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B)n=3

l(ilst)udemos agora o caso de n = 3, ou seja, como dividir um bolo por 3 pessoas
de forma a que todos achem que receberam pelo menos % do bolo.

Sejam Py, P, e P3 os trés participantes pelos quais se ird dividir o bolo. Um
deles, digamos P;, é escolhido aleatoriamente para cortar o bolo em 3 fatias, F3,
F; e F3, onde cada uma representa para si exactamente % do bolo, pois sabe que
nao é ele a escolher e pode ficar com qualquer uma delas. Para se proceder &
distribuicdo das 3 fatias pelos 3 participantes, cada um deles opina sobre cada
uma das fatias, atribuindo-lhe valor 1 no caso de a fatia em questao representar,
segundo ele, pelo menos —;— do bolo, e valor 0, se pelo contrério, a fatia representa
menos que % do bolo. Coleccionemos as opinioes dos 3 participantes, ordenando-
-0s numa matriz 3x 3. A primeira linha da matriz, correspondente ao participante
Py, s6 contém 1/s3. Além disso, cada um dos outros dois participantes considera
pelo menos uma das fatias maior ou igual a % do bolo, logo em cada linha existe
pelo menos uma entrada igual a 1 (se todas as fatias representassem menos que
%, o bolo todo valeria menos que 1, o que nao é considerado razodvel).

1 11
Por exemplo, a matriz | 1 0 0 | pode descrever a situacao e, neste caso,
110
a lnica forma de distribuir os 3 pedagos de modo a satisfazer simultaneamente
0s 3 participantes é dar a fatia F} a P, Fy a P; e a fatia F3 a Py.

i O T |
Seamatrizé [ 1 1 0 | h4 duas distribuigcoes possiveis: F| a Py, Fy a P;
1 10

efsaPioul)abPs FhaP,eFyaP,.

1 11
Mas a matriz pode também ser | 0 1 0 |. De que forma podemos nés
010
agora proceder a distribui¢ao? Neste caso, a distribuicao destas trés fatias pelas
trés pessoas nao é possivel, porque tanto I%» como P consideram que apenas uma
fatia lhes agrada e a mesma, F5. O que fazer? Atribuimos a fatia F} ao cortador
P, porque ela nao agrada nem a P, nem a P3. Aos olhos do cortador qualquer uma
das fatias vale % do bolo, portanto F) satisfi-lo. Como esse pedago é rejeitado
tanto por P, como por F3, para ambos vale menos que %, portanto as outras
duas fatias, F, U F3, representam conjuntamente, para ambos os participantes,
P, e P;, mais do que % do bolo. Assim o que hd a fazer é reagrupar estas duas
fatias, F» e Fj, e fazer uma nova divisao e distribuicdo entre os participantes
P, e P;3. Tal pode ser feito usando o processo “Um corta, outro escolhe” que,
como j& se mostrou, permite distribuir o novo bolo de forma a satisfazer os dois
participantes.
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Este procedimento exige que o novo bolo possa ser construido depois de re-
tirada uma fatia e dividido segunda vez. E este o aspecto ndo imediato deste
processo. E de todas as matrizes de opinides 3 x 3 quais as que precisam de
tratamento andlogo? Serd que este é o exemplo mais complicado? E que outros
casos tém o mesmo grau de dificuldade?

Ora, por construcgao, a 1.%linha de todas as matrizes de opinides sé tem en-
tradas iguais a 1, uma vez que ao participante que cortou agradam-lhe todas
as fatias, ndo trazendo, portanto, problemas & divisao. Consideremos os outros
dois participantes. N6s temos problemas a distribuir as fatias se e s6 se a am-
bos agradar apenas uma das fatias e a mesma para ambos. De facto, se, pelo
contrario, a um deles agradar pelo menos duas fatias, entao a distribuicdo pode
ser feita dando ao participante mais exigente a que escolheu, depois ao 2.°mais
exigente damos a outra fatia que lhe agrada e ao 1.°a que sobra. Assim a divisao
é mais complicada para as matrizes 3 x 3 tais que em cada uma das duas ltimas
linhas s6 aparece um 1 (tem que aparecer algum 1) e ambos na mesma coluna.
Mas quantas sao estas matrizes? Uma vez que a 1.% linha destas matrizes tem
as entradas todas iguais a 1, na 1.® linha nao temos escolhas a fazer. Nas outras
duas linhas s6 somos obrigados a colocar pelo menos um 1, isto &, das 8 possibili-
dades de colocar 0/s e 1/s em cada linha, nomeadamente (111, 101, 110, 011, 100,
010, 001, 000), s6 temos de excluir 000. Quantas destas matrizes com entradas
0 oul, tétm na 2.* e 3.* linhas s6 um 1 e ambos na mesma coluna? Ora h& 3
maneiras de colocar dois 1/s alinhados na mesma coluna, pois para tal basta-nos
escolher a coluna em que vao aparecer os dois 1/s.e temos apenas 3 colunas, é
essa exactamente a maneira de as escolher. Essas matrizes sao exactamente:

1 11 1
1 00 1
1 00 1

OO
o o=
oo -

1
1. 1]
1

S D -

Logo hé 7 x 7 matrizes de opinides possiveis, em 46 das quais podemos escolher
uma entrada igual a 1 em cada linha de modo a nao repetir a coluna onde se
escolhe. O que fornece uma maneira de distribuir as fatias: a escolha de 3 entradas
iguais a 1 tais que nao ha duas na mesma linha ou coluna corresponde a distribuir
a cada uma das 3 pessoas uma fatia que lhes agrada.

No caso das outras 3, com muitos /s, comecamos por dar ao 1° participante
uma fatia que aos olhos dos outros dois participantes vale menos de um terco;
logo eliminada essa fatia o que sobra vale, para esses dois participantes, mais do
que % do bolo; reunindo estas duas fatias num novo bolo, a divisao é possivel pela
estratégia “Um corta, outro escolhe!”.

Repare-se que procurdmos na matriz um conjunto de 3 entradas iguais a 1,
das quais nenhum par estd na mesma linha ou coluna: se existir, cada entrada 1
corresponde a uma fatia atribuida a um participante que fica satisfeito com ela.
Um tal conjunto de trés entradas designa-se por diagonal generalizada. E este
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procedimento que iremos generalizar nas matrizes nxn de (/s e 1/s que descrevem
as opinides de n participantes acerca de n fatias em que um deles cortou o bolo.

(C) n>3J3

Fixemos n natural maior do que 3. Tal como anteriormente, um dos par-
ticipantes, digamos P, corta o bolo em n fatias tais que, a seus olhos, cada uma
representa % do bolo. Deste modo, qualquer destas fatias o satisfaz. Os outros
participantes dao as suas opinides sobre as fatias, recolhendo-se essas opinioes
numa matriz n X n de entradas 0 ou 1.

Suponhamos, por inducao, que para k < n a divisao é possivel de modo que
cada participante receba o que considera ser % do bolo. No caso de encontrarmos
uma diagonal generalizada da matriz de opinices s6 com 1/s, a distribuicao &
imediata. Se, pelo contrdrio, uma tal diagonal nao existir, deduzimos que a
matriz tem muitos zeros e podemos argumentar, a partir de uma submatriz de
(s como no caso das 3 matrizes apresentadas em [1| para n = 3. A existéncia de
uma tal submatriz de (s é o que afirma o teorema seguinte:

Teorema 1 (Frobenius-Kénig) Uma matriz (n x n) com entradas iguais a 0
ou a 1 ndao tem uma diagonal generalizada s6 de 1’s se e 36 se essa matriz contém
uma submatrizr x s de O/s comr+s=n+1.

Uma demonstracao pode ser lida em [L,W]| e uma cépia encontra-se no 2°
Apéndice.

Uma submatriz 7 x s de 0’s é um bloco rectangular de 0’s com r linhas e s
colunas. Por exemplo, na matriz 5 x 5

1111 1
100 (00
M=|100 |00
001 [0 o0
001100

temos uma submatriz 4 x 2 de 0’s formada pelas quatro tltimas linhas das 4% e
5% colunas.

J4 vimos que qualquer diagonal generalizada da matriz de opinices com todas
as entradas iguais a 1 corresponde a um modo aceitdvel de distribuicao dos n
pedacos de bolo. As dificuldades surgem s6 se todas as diagonais generalizadas
contiverem um zero. Neste caso, o Teorema de Frobenius-Konig garante a
existéncia de uma submatriz r x s de 0’s com r + s = n + 1. Comecemos por
seleccionar uma destas submatrizes que tenha r mdximo (existe, uma vez que r
¢ um ndmero natural entre 1 e n, logo tem finitas possibilidades); designemo-la
por M. Uma vez que a 1° linha s6 contém entradas iguais a 1, a submatriz a que
nos referimos tem r linhas com 7 < n, ouseja, r <n — 1.
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Suponhamos que essa submatriz M tem exactamente r = n — 1 linhas. Sendo
r+s=n+l,emtios=n+l—-r=n+l-n-1)=n+l-n+1=2
Assim, rectiquetando as fatias de bolo se necessdrio, a matriz pode ficar com a
configuracao seguinte:

o O =
o O =
o e =

00 % .-+ =«
onde * € {0,1}. Ora, como todos os participantes, excepto o cortador, acham
que o 1° pedago vale menos que % do bolo, entao para eles o resto do bolo, isto
é, 0 bolo menos o 1° pedago, é maior que o bolo menos % do bolo, ou seja, maior

que "T'l do bolo. Por hipétese de inducao, estes n — 1 participantes podem agora
reconstruir o bolo e dividir entre si as n — 1 fatias que sobraram, garantindo que
n—1

cada um recebe pelo menos —2= = 1 do bolo.

No caso de o valor méximo de r ser estritamente menor que n—1, reordenamos
os participantes e as fatias se necessdrio para reescrever a matriz de forma a
colocar a submatriz r x s de (/s no canto inferior esquerdo (ocupando as primeiras
s colunas e as tltimas r linhas), como se pode ver no esquema abaixo:

PP, GO |
[k oee A] e
0 - 0] - =

Uma vez que r +s =n+1, ou seja, r +s— 1 = n, o nimero de linhas acima das
desta submatriz é s — 1. Reparemos que s — 1 > 2, pois, como r < n — 1, temos
s=n+l—-r>n+l—-(n—1)=n+1-n+1=2 Assima matriz tem o
seguinte aspecto:

11 - 1 1 - i

A * ok *
00 - 0 0 *
00 --- 00 % -+ %

onde A tem s — 2 linhas, logo pelo menos uma linha.
Note-se que esta matriz indica que, para os r 1ltimos participantes, cada uma
das s — 1 primeiras fatias vale menos de %; ou seja, em conjunto, mMenos que
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(s—1)x % = 3—;1 do bolo. Portanto, se aos s — 1 primeiros participantes as s — 1
primeiras fatias agradarem, os restantes r participantes ficam satisfeitos, uma vez
que para eles sobrou mais do que

s—1 n—s+1 r
n n Tn
str=n+l&r=n+l—s

1 —

do bolo, isto &, mais do que = = % para cada um deles. Mas para isso € necessirio

que a submatriz B = A L ) constituida pelas s — 1 primeiras linhas e

. IR

s — 1 primeiras colunas contenha uma diagonal generalizada sé com entradas
iguais a 1.

Suponhamos que existe uma submatriz C de B s6 com entradas iguais a 0,
de dimensoes p x q, p,q € N. Combinando esta submatriz C com a submatriz
M, obtemos uma nova submatriz D de 0/s, de dimensoes (r +p) x g. Ora
(r+p)+q < n+1, pois, se (r+p) +¢ > n+ 1, entao podemos retirar da
juncdo das matrizes M e C uma submatriz de 0’s de dimensdes (r +p) X ¢/,
onde ¢ < g é tal que (r + p) + ¢ = n+ 1, e tem maior nimero de linhas que a
submatriz M, contrariando a maximalidade de r. Assimp+qg<n+1—r=s.
Em particular, concluimos que a matriz B, de dimensoes (s — 1) x (s — 1), nao
contém uma submatriz de 0’s de dimensdes p X ¢ tais que p+q = (s —1) + 1.
Podemos portanto concluir, pelo Teorema de Frobenius-Konig, que existe em B
uma diagonal generalizada constituida somente por 1/s, ou seja, existe uma forma
de distribuir as s — 1 primeiras fatias pelos s — 1 primeiros participantes de forma
a satisfazer todos.

1.2.2 2° Processo: “A faca move-se e corta”

O processo descrito anteriormente tem a desvantagem de precisarmos de reunir
sistematicamente as opinioes de todos os participantes sobre todas as fatias do
bolo (0 que, se n é grande, é pelo menos moroso) e, uma vez que utiliza indugao,
exigir que se reconstrua o bolo, o que & pouco natural.

Na pritica podemos seguir outro procedimento que embora nao generalize o
método “Um corta, outro escolhe”, tem a vantagem de produzir fatias elementares
e de modo mais expedito que o anterior.

Para visualizar melhor o processamento deste método, podemos imaginar que
o bolo é um paralelepipedo rectdngulo. Comegamos por pousar a faca sob um
dos lados do bordo do bolo; de seguida fazemo-la deslizar suave e uniformemente
ao longo da sua superficie do bolo, paralelamente a esse lado. Quando algum
dos participantes acha que a faca atravessou % do bolo pede que a faca pare; é
cortada uma fatia desde o lado em que o movimento da faca se iniciou, e esse
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bocado é-lhe atribuido. No caso de duas pessoas terem a mesma opiniao, escolhe-
-se aleatoriamente o candidato a quem se deve atribuir essa fatia.

Como nenhum outro participante pediu que a faca parasse antes, todos eles
acreditam que a fatia nao vale mais do que %, logo o que sobrou &, a seus olhos,
pelo menos 1 — % = "T‘l do bolo. A faca recomega a cortar e s6 piara quando uma
outra pessoa assim o sugerir. Essa nova fatia serd atribuida a esse participante.
Novamente, os restantes n — 2 participantes perderam a oportunidade de parar
a faca antes, logo necessariamente todos concordam que o que sobrou vale pelo
menos "T‘z Deste modo a divisao é feita de forma a que cada um receba pelo
menos + do bolo.

E claro que se alguém guloso tentar obter mais do que 1—11 adiando o momento
de parar a faca, corre o risco de que alguém pega antes para a faca parar, e
portanto de ficar com uma fatia que a seus olhos tem valor inferior a %

Repare-se que este modo construtivo de dividir o bolo nao recorre a nenhu-
ma matemstica sofisticada (indugdo), sendo bastante mais realista, uma vez que
nao & necessario nenhum reagrupamento nem novo corte, que poderia esfarelar
um qualquer bolo real. Além disso, as fatias produzidas tém formato elemen-
tar e como neste processo s6 é cortada uma fatia de cada vez, evita-se que os

participantes opinem sobre muitas fatias.

1.3 Objectivo: Obter exactamente % do bolo

As duas formas de dividir um bolo descritas atrds nao impedem que algum par-
ticipante possa dizer: “Desculpe, eu consegui pelo menos % do bolo, mas o pedaco
dele & maior que o meu”. Para evitar esta queixa pretende-se dividir o bolo entre
n participantes (n > 2) de forma que cada participante acredite que todos os
participantes obtiveram exactamente i do bolo, de acordo com o seu modo de
medir.

Uma vez que o bolo seja cortado em n fatias, cada individuo pode, apesar
de achar que uma certa fatia o satisfaz (vale pelo menos ﬁ), compard-la com
as outras. Ainda que duas ou mais lhe agradem, atribuindo a ambas valor 1,
ele pode associar a cada fatia um peso distinto, correspondente a proporc¢ao do
bolo que essa fatia representa aos seus olhos. As opinides mais detalhadas, nao
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apenas 0 ou 1, de cada participante podem ser de novo ordenadas numa matriz
de entradas reais m,; entre 0 e 1, onde m;; é a fracgdo do bolo que o e
participante acha que a %™ fatia representa. O conjunto de todas as fatias, o
bolo todo, representa 1. Cada linha da matriz representa as opinioes de um dos
participantes sobre todas as fatias; assim, 0 significa nenhuma fatia, e no total,
tém que somar 1, porque a uniao das fatias € o bolo todo. Cada coluna representa
as opinides diversas de todos os participantes sobre uma mesma fatia.

Deste modo, toda a divisao de um bolo em n pedagos produz uma matriz n xn
com entradas entre 0 e 1. O conjunto de tais matrizes, que ocorrem considerando
todas as opinides sobre todas as parti¢oes possiveis em n bocados, serd denotado
por . Note-se que de acordo com o que foi referido acima, em (2 s6 estao matrizes
de entradas nao negativas e tais que em cada linha a soma das entradas é 1.

O teorema seguinte afirma que 2 é um conjunto convexo.

Teorema 2 (Lyapunov) Se M, M,, ..., My, sdo matrizes n X n de e Ay,
A2, ..., Ax 840 mimeros reais ndo negativos tais que Ay + Ao+ ... + Ap = 1, entdo
a matriz MMy + XMy + ... + A My, também estd em €.

E facil verificar que, se My, My, ..., M € Q e Ay, Agy ...y A € [0,1] com
M +Ae+ ..+ A = 1, entao a matriz M = Ay M+ A2 Mo+ ...+ A My, é uma matriz
com todas as entradas nao negativas e cujo somatério de cada uma das linhas é
igual a 1. De facto, na entrada (%, j) da matriz M estd o real Alm;-l,j —I—)\gmf, it
,\kmﬁj, onde mﬂ’ ; ¢ a entrada da matriz M, na linha 7 e coluna j, que sabemos ser
um mimero entre 0 e 1. Portanto, e uma vez que A; é nao negativo para todo o
te{1,... ,k}, homl; >0, logo Aymy ;+Aamg ;4 ...+ Xemf; > 0404...+0 =0.
Por outro lado, na linha ¢ da matriz M a soma das suas entradas é

(Almt{l +Aami 4 ...+ )\kmf’l) + ()\fm},2 +Amiy + ...+ )\kmi{Q) b a s
+ (Mml, + dom, + . 4 Nemf,)

s 1 1 1
= Al (m,‘,l + mz'2 + PR + mi,n)J
I

1,
porque esta é a soma das entradas
da *™2linha da matriz M,

+ X(mi+mi+...+mi)+...

Ay (mi—fl il mﬁ‘:z +...+ mﬁn)
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=A1+/\2++Ak:1

Além disso, sendo todas as entradas nao negativas com soma igual a 1, é

claro que cada uma das entradas é menor que 1: Se existissem i € {1,... ,n} e
j € {1, e ,n} tais que 1m;; > ]., entao m; 1 +m;2+. . .+my J+m1 P Amy, >

Para obter o teorema é preciso ainda demonstrar que existe uma par-
ticdo do bolo sobre a qual os n participantes opinam de acordo com a
matriz M M; + AoMy + ... + \gMy. Esta é a parte dificil do argumento, porque
introduz nesta seccao um ingrediente nao trivial que reduz o carécter pratico aos
procedimentos que descrevemos: trata-se do Axioma da Escolha, que nos per-
mite afirmar que “existe certa particao do bolo a que corresponde a matriz de
opinioes fixada” , nao revelando, no entanto, como uma tal particao se pode obter.
Uma prova deste teorema pode ser lida em [D,S] e encontra-se uma cépia no 2°
Apéndice.

Uma das formas de partir o bolo é nao o partir e deixar que o 1° pedaco seja
o bolo inteiro e os outros n — 1 pedagos sejam “pedagos vazios”. A matriz de
opinioes neste caso terd que ser obrigatoriamente

10 --- 0
10 - 0
1= . .
10 - 0

Portanto M; é uma matriz de . E claro que o bolo todo poderia ser nio o
1°pedaco, mas o 2% sendo assim a matriz de opinioes é

010 --- 0
010 ---0
2= o -
010 --- 0

E em geral, a particao que tem como k*"™° pedaco o bolo inteiro e todos os outros
pedacgos vazios, d4 origem & matriz My, cuja k%™ coluna é constituida por 1’s e
todas as outras entradas sao 0, que é também elemento de ().

Assim, pelo Teorema de Lyapunov, %Ml + %Mg + ..+ %Mn também estd em

2, o que significando isto que existe uma particao do bolo que d4 origem & matriz
11 1

o . :
deopinives | * " b ue representa a distribuicao a cada participante
p - - ® - - ’
i1 . 1
n n n

de uma fatia que a seus olhos e aos dos outros vale exactamente %
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Este nao € um modo construtivo de fazer a distribuicao do bolo: mostra-se
apenas que é possivel dividi-lo, mas nio se explica de que forma é que se podera
fazé-lo. Além disso, o Teorema de Lyapunov nao nos esclarece sobre a forma das
fatias, podendo estas ser subconjuntos bizarros do bolo, e portanto nao existir
uma faca (real) capaz de cortar tais fatias.

1.4 Objectivo: Obter mais do que %; do bolo

Pretende-se dividir um bolo entre n participantes (n > 2) de forma que cada
participante acredite que obteve estritamente mais do que % do bolo, de acordo
com o seu modo de medir. Vejamos dois argumentos que no entanto dependem
de uma hipétese adicional sobre os participantes e o bolo.

1.4.1 1° Procedimento

Utilizando o Teorema de Lyapunov e a hipétese adicional de que existe um pedaco
de bolo, digamos P, sobre cujo valor dois dos participantes nao estao de acordo,
podemos garantir que é possivel dividir o bolo de modo a satisfazer este critério.

Isto & algo de extraordindrio: conseguir dividir o bolo de forma a que as fatias
obtidas sejam vistas de modo tdo diferente pelos participantes. A razoabilidade
impede que se possa dividir o bolo em n pedagos que todos achem serem maiores
que ~. Se uma das fatias & maior que 1 uma das restantes terd que ser menor
que %, pois as n fatias reunidas, qualquer que seja a forma de cortar o bolo, valem
1.

Designemos por () o complementar no bolo de P. Uma forma de partir o
bolo seria deixar o 1° pedago ser P, o0 2° ser () e todos os outros pedagos vazios.
Supondo que as duas pessoas que nao tém a mesma opiniao sobre o valor de P
sa0 a primeira e a segunda, esta divisao d4 origem & matriz de opinioes:

my(P) my(Q) 0 0

ma(P) may(Q) 0 0
M =] * * 0 0 ’

A

onde m1(P) e m1(Q) denotam as avaliagGes dos pedagos P e @ feitas pela 1%
pessoa e ma(P) e my(Q) as da 2* pessoa.

Note-se que, uma vez que sobre o bolo todo ou o vazio todos os participantes
estao de acordo, devemos ter 1 > my(P) > 0 para i = 1,2; além disso,
m(P) + mi(Q) =1 e ma(P) + ma(Q) = 1.
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Podemos também, tal como no caso anterior, deixar que o bolo todo seja o 2°
pedaco e todos os outros pedagos (1°, 3°,4°,...) sejam vazios. Assim

010 - 0
010 - 0
My=] 0120 - 0
010 --- 0
Procedendo do mesmo modo, para k = 3, 4, ..., n , a matriz M}, originada pela

particdo que faz o bolo inteiro ser o k*™m° pedago é

0 010 0
0 010 0
M, = :
0 010 0
T

kfsima coluna

Uma vez que as matrizes My, M,, ...,M,, estao em §2, entao, pelo Teorema
de Lyapunov, sabemos que a matriz A;M; + AaMs + ... + A, M, também estd
em ), para qualquer colecgdo de niimeros ndo negativos {A.} com soma 1.
Suponhamos que m;(P) > my(P) e que my(P) > my(Q); se nio for o caso,
podemos simplesmente renumerar os 2 participantes e trocar os papéis de P e ).
Sejam

A= E.?n%(?)

Ay = ot (ma(P) — ma(Q))

M = 7, para k= 3,4,...,n

n.my (P)
n.m1(P)+1-ma(Q)—mi(P)’

onde o =

Lema 1

a) O denominador de « é positivo.

b) Parai=1,..,n temos \; >0 e > A\ =1

i=1

Prova. Por hipétese, as duas pessoas tém opinioes diferentes sobre P, logo
my(P) # ma(P). Além disso, my(P) > my(Q) > my(Q), donde se conclui que
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my(P) > 3, uma vez que 1=my(P)+my(Q) < mi(P)+mi(P)=2m(P).
Como n > 2, 3 > 1. Logo, mi(P) > =, ou seja, n.my(P) > 1.

Daqui resulta que o denominador de « é positivo: como m4(P) e my(Q) séo
menores que 1, temos

n.mi(P)+ 1 —mq(Q) — my(P)

>nm(P)+1-1-1

=n.mi(P)—1
>1-1
= 0.

Além disso, o numerador de « é estritamente maior que o seu denominador,
porque 1 = may(P) + ma(Q) < m1(P) + ma(Q), logo

—n.my(P) + 1 < —n.my (P) + [m1(P) + m2(Q)]

n.myi(P) > n.my(P) + 1 —my(P) — ma(Q)

n.my (P)

n.m (P)+1—mz(Q)—mi (P) 1

Assim,

® M = oy > 0 uma vez que a e n.my(P) sdo positivos (até sdo maiores

o dy =i (m1(P) — m2(Q)) = 0, pois —=7 > 0 e mi(P)—ma(Q) = 0,
por hipétese.

e Ay = 2 > 0, uma vez que quer o dividendo, a, quer o divisor, n, sao

positivos.

Finalmente,

M+t A= N .

= mm@® T am@y (P) —maAQ)] + — 4. 4+ —
_’_-1

n—2 vezes

_ otoufm (P)—ma(Q)]+a.(n—2).m, (P)
- n.m1(P)

_ a[(n—1)my (P)+1-m2(Q))
- n.m1(P)

_ al(n.my(P)+1-m(Q)—m (P)]
n.m {P)

=1. m
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Precisamos ainda provar que a matriz M* = MM + XM + ... + A M,
elemento de (2, fornece um procedimento de divisdo do bolo de tal forma que
todos os participantes acreditem que obtiveram estritamente mais do que £ do
bolo, de acordo com a sua prépria medigao. Ora

M* = MMy + XMy + ... + A M, =

mi(P) mi(@Q) 0 0 010 0
=X * o 0 O | 4X 010 « 0
* * 0 0 010 0
0010 0 00 0
0010 --- 0 00 .- 01
+2] 0010 - 0 f4 +3,]00- -0
0010 0 00 01

/\1.77!.1 (P) Al ml(Q) 0 0 0 AQ 0 0
Al.mg(P) Almg(Q) 0 - 0 0 )\2 0 0
_ | = * 0 - 01410 X O 0
* * 0 - 0 0 X O 0
00 A 0 --- 0 00 -+ 0 M
00 A3 O -+ 0 00 - 0 A
+1 00 A 0 - 04+ . 4+100- 0 An
00 A3 0 --- 0 00 -+ 0 A
/\1.m1(P) Alml(Q) + /\2 /\3 /\4 L An
)\I.TTLQ(P) /\lmg(Q) + >\2 )\3 )\4 i /\n
= * * + Ao A3 A o A = (m*) ]
) ) - . Mitg=1gwm

* * 4+ Ao A3 A4 o A
onde
m’{l = Alml(P) = ﬁﬁ.ml(fj) =2

n

myy = Ama(Q) + A2 = o2 m2(Q) + oy (Ma(P) — ma(Q))
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el
T n.mi(P) STHe]

(P)=2

n

My = Axk =7, para3 < k < n.

Assim , a matriz M* tem na diagonal principal entradas todas iguais a 2.
Uma vez que o > 1, temos £ > ﬁ, e portanto sabemos ser possivel partir o nosso
bolo em n pedagos e distribui-los de forma a que cada um considera que recebe
mais do que £ do bolo: basta dar o pedago 1 & pessoa 1, o pedago 2 & pessoa 2 e
assim sucessivamente.

Na pritica, a situacao nao é tao simples, pois nao sabemos como sao os
pedacos 1, 2, 3, ..., m, nem um algoritmo que os corte; sabemos simplesmente
que uma tal particao existe.

1.4.2 2° Procedimento

Sob a condicao adicional de que nao hd concordéncia entre dois quaisquer par-
ticipantes sobre qualquer pedaco do bolo, conseguimos um método construtivo,
e praticavel num bolo real, de o dividir de modo a que cada participante receba
o que acha ser mais do que % do bolo.

Imagine-se um paralelepipedo de bolo e consideremos um dos seus bordos.
Cada participante assinala, com um segmento, a partir dessa margem fixada, o
termo de uma fatia de topo rectangular que, a seus olhos, mede exactamente }1
do bolo. Como todas as opinioes dos participantes diferem entre si, nenhuma das
marcas coincidem; e portanto existe uma primeira (mais perto do bordo) e uma
segunda marca a contar do bordo (recordemos que o mimero de participantes é
finito). Corte-se uma fatia algures entre estas duas primeiras marcas e dé-se essa
fatia & pessoa que fez a primeira marca. Assim essa pessoa acha que recebe mais
do que % pois uma fatia valendo exactamente 7—11 do bolo deveria, segundo ela, ser
cortada um pouco antes; e os restantes participantes acham que perderam menos
do que % do bolo pois as suas marcas estavam todas um pouco mais a frente da
primeira.

Procedendo do mesmo modo para os n — 1 participantes que ainda nao ob-
tiveram uma fatia, conseguimos realmente dividir o bolo em fatias que tém uma
forma simples, que agradam a quem as recebe e sem precisar, no uso da inducao,
de refazer o bolo. O que mostra que a discordincia total entre os participantes
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nao impede que o bolo possa ser dividido de modo a que cada participante receba
o que considera ser mais que % do bolo.

Corte




Capitulo 2

Bisseccao com uma faca

2.1 Introducao

No capitulo anterior estuddmos modos de cortar de um bolo homogéneo em n
partes satisfazendo certas exigéncias, mas a divisao podia produzir fatias nao
triviais, nao destacdveis por uma faca usual. Neste capitulo a questao a resolver
é um pouco diferente. Agora temos um bolo com vérios recheios e queremos com
um s6 corte, de uma faca usual, bissecta-lo de forma a que todos os recheios sejam
simultaneamente bissectados. Isto é, queremos dividir o bolo ao meio de modo a
que cada uma das partes fique exactamente com a mesma quantidade de bolo e
com a mesma quantidade de cada um dos recheios.

Matematicamente, o problema pode ser colocado de outra forma: temos n ob-
jectos, que ocupam uma determinada posi¢ao no espago, e com um tnico hiper-
plano queremos bissectd-los a todos simultaneamente.

Serd sempre possivel bissectar com um sé corte? Nao nos esquecamos que
o bolo ndo é homogéneo nem tem necessariamente formato circular ou de um
poliedro com um ou mais eixos de simetria. Além disso, ha ainda que nao esquecer
que pretendemos que o recheio também fique bissectado.

Neste capitulo vamos ver que é possivel bissectar um bolo com uma, duas ou
trés camadas e explicitaremos um método elucidativo que nos permite encontrar
geometricamente esse corte. Mas se a este bolo com trés camadas acrescentarmos
uma, quarta camada, este corte pode nao existir.

Repare-se que comparando este problema com o do capitulo anterior, apesar
de agora s6 obtermos divisao em duas partes, ganhou-se pelo facto de nao se
exigir ao bolo que seja homogéneo, pode ter até 3 camadas, e ainda porque agora
se pode utilizar uma faca (real) para proceder ao corte. De qualquer modo, o
argumento que aqui serd explicitado também nao é construtivo, indica que existe
um tal corte, mas na pratica nao sabemos onde o fazer.

Comecaremos pelo problema andlogo no plano e com apenas um objecto.
Veremos que bissectar uma drea é consequéncia imediata do Teorema do Valor

17
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Intermédio sobre fungoes continuas reais de varidvel real. De seguida,
consideraremos duas figuras com érea e a sua bissecgao simultinea. Estes argu-
mentos generalizam-se facilmente para duas figuras com volume no espaco, mas
nao para trés. E portanto, a estratégia no espaco para trés figuras, ainda que se
inspire no caso plano, envolverd dificuldades adicionais.

2.2 Bisseccao em R?

2.2.1 Um objecto

Consideremos uma fatia de iambre com uma forma qualquer (rectangular, estre-
lada ou mesmo como uma amiba) onde a tnica exigéncia é que seja uma fatia
no sentido habitual: constitua uma regilao hmitada e conexa do plano, com
drea positiva. Procuramos uma recta vertical que divida o pedago de fiambre
exactamente ao meio, ou seja, em dois pedagos com a mesma &drea.

Dada uma qualquer recta vertical, ela divide o plano em duas regioes: a regiao
4 sua esquerda e a que estd a sua direita. Consideremos a drea da porgio da fatia
de fiambre que se encontra na regido a esquerda e a drea da por¢ao fiambre na
regiao a direita da recta; o que se pretende & encontrar uma recta para a qual
estas dreas sejam iguais. No referencial cartesiano usual, em que o eixo dos yy
toma a posicao vertical e o eixo dos zx a posi¢ao horizontal, e supondo que a
fatia de fiambre tem drea total igual a 1, o problema é equivalente a encontrar
uma recta da forma x = k, para a qual a drea do fiambre & esquerda dela (ou a
direita) ¢ igual a 3.

Comecemos por considerar a funcio f : R — R que a cada valor de x4 associa
a drea da por¢io da fatia de fiambre que estd & esquerda da recta vertical © = xy.
A funcao f estd bem definida, uma vez que, se a regiao considerada tem drea, a
particao dela por uma recta produz duas porcoes ainda mensuriveis.

Por exemplo, na figura seguinte, f(zy) é a drea da regiao do fiambre sombrea-
da.

Xy b

Note-se que como a fatia é limitada, existe @ € R tal que, se zp < a, entao
a recta vertical z = zy estd totalmente & esquerda do fiambre; logo f(zp) = 0.
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Analogamente, existe b € R para o qual o fiambre estd inteiramente a esquerda
da recta vertical z = b; e portanto, se xg > b, f(xo) = 1.
Imaginemos que a recta * = a inicla uma translacao até atingir a recta z = b.

'.‘C bx

Com a fatia fixa, ao translatarmos a recta vertical z = a, a drea, que f mede,
cresce de 0 a 1.

Por exemplo, para a figura representada anteriormente, o grifico de f ¢é
aproximadamente o seguinte:

f i

|
a

C EREEEEET T
!

Além disso, uma variacao pequena no valor de zy aumenta pouco a drea do
que fica a esquerda da recta vertical. Isto significa intuitivamente que f, além de
mondtona, nao muda repentinamente de valor (isto é, ndo tem descontinuidades).
Que se trata de facto de uma funcao continua resulta das propriedades da funcgao
drea que estao delineadas no 1° Apéndice, como provaremos de seguida.

Proposicao 3 A fungdo f é continua.

Prova. Recorde-se que uma funcao real de varidvel real diz-se continua se
dado zy € R existe lim f(z) e esse limite & igual a f(z(). Reparemos que:

T—Zp

1. f é mondtona crescente.

Sejam z; e zy nimeros reais tais que z; < zz. Por construcdo, f(z) é a drea
da porc¢ao da fatia de fiambre que se encontra & esquerda da recta vertical
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’ z =1 e f(x2) ¢ a drea da por¢ao da fatia de fiambre que se encontra &
‘ esquerda da recta vertical x = z5. Como z; < x5, a por¢ao da fatia de

fiambre que estd A esquerda da recta x = x; também estd a esquerda da
recta z = zo. Portanto, e pela monotonia da fun¢io drea (ver 1° Apéndice,
| pagina 40, propriedade 2), a drea da primeira por¢ao é menor ou igual
drea da segunda porgao, isto &, f(z;) < f(zs).

2. Para qualquer real z,, existem os limites laterais de f em .

Consideremos o € R fixo e os conjuntos

Ay ={f(z) :x < z0} €

Boe = { Flz) ve 5w}
Uma vez que f tem dominio R, A, e B,, sao conjuntos nao vazios. Por
outro lado, A,, e B;, sao conjuntos majorado e minorado, respectivamente.
De facto, como f & crescente, para todo o z € R tal que z < z, temos

f(z) < f(zo), e portanto, f(zq) ¢ majorante de A;,. Analogamente, f(zo)
é minorante de B;,.
|

Podemos assim, pelo Axioma do Supremo!, concluir que A, tem supremo
- chamemos-lhe s;, - € By, tem infimo - chamemos-lhe i,,. Além disso, e
uma vez que f é crescente, temos S, < f(zg) < ig,.

Provaremos que s, = lim f(z) e i,, = lim+ f(z). Por s, ser o menor

T—Ty T,

supremo de A, , considerando € > 0, s,,—¢ nao é um majorante de A,,, logo
existe a € Ag,, a = f(z) para algum zy < zg, tal que sz, —e < f(20) < Sg-
Uma vez que f é crescente, para zo > = > 2 tem-se f(z) > f(z), logo
Sz — € < flz20) € f(z) < 84,. Assim, para z tal que zy < =z < x,
tem-se f(z) € |8z, — €, Szo| C |Szo — €, Say + €[, OU s€J2, S5, = lim f(z).

Tz,
Analogamente se prova que iy, = lim f (]

r—Iy

3. Se f, que é crescente, for descontinua em z(, devemos ter

lim f(z) < f(zo) < lim+f(:1:) e lim f(z) < lim+f($),

T, T—Ty T, T
N —’ S——
existe e é finito existe e é finito

caso contrdrio, estes limites sdo iguais, e portanto lim f(z) = f(zg) =

Tz

lim f(z), ou seja, f seria continua em .
:Cg'xg-

4. Vejamos finalmente que f é continua em R.

1 Axioma do Supremo Todo o subconjunto ndo-vazio e majorado de R tem um menor
magjorante.
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Suponhamos que f é descontinua em zy. Sabemos que lim f(z) < lim f(z)

=Ty :.u—xrg'

e f(zg) € [ lim f(z), lim+ f (:r:)jl . Ou seja, temos, localmente, um dos trés

.'E—KEU .’B—HL'D

casos seguintes:

L
\

Qualquer um destes casos significa que a intersecgao da fatia de fiambre com a
recta x = xg tem drea positiva, o que nao é possivel, uma vez que esta intersecgao
é um segmento de recta de drea zero (ver 1° Apéndice, pigina 41). m

Coroldrio 4 Euiste ¢ € [a,b] tal que f(c) = 3, isto é, a recta ¢ = ¢ bissecta o
fiambre.

Prova. Pelo Teorema do Valor Intermédio, como f é continua, f(a) =0 e
f(b) = 1, existe ¢ € a,b[ tal que f(c) = 3. m

Note-se, contudo, que nao sabemos quem ¢ este valor c.

No argumento anterior, o referencial usado nao teve um papel especial. Pode-
mos utilizar outro par de eixos ortogonais e seguir a mesma estratégia para este
sistema. Deste modo, provamos que:

Para toda a direccao no plano existe uma recta perpendicular a ela que bissecta
o fiambre.

Este argumento é generalizdvel a uma figura em R3 com volume v > 0. Se
no argumento anterior substiuirmos rectas perpendiculares a uma direccao fixada
por planos perpendiculares a essa direc¢ao, e considerarmos a funciao que, para
cada um destes planos, d4 o volume da porc¢ao da figura que fica acima do plano
obtemos uma fung¢ao continua cuja imagem contém 0 e v, e portanto 3. Ou seja,
para toda a direccao do espago existe um plano perpendicular a essa direc¢io que
bissecta o volume da figura tridimensional.
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2.2.2 Dois objectos

Consideremos agora duas fatias (limitadas, conexas e mensurdveis), uma de pao
e outra de fiambre, ainda no plano. Vejamos um algoritmo que permite bissectar

simultaneamente o pao e o fiambre.
Para exemplificar, comecemos pela configuracio particular de pao e fiambre

apresentada na figura seguinte:

J4 sabemos que, dada uma direccio no plano (caracterizada por um dngulo 6
relativamente & horizontal) existe uma recta lp perpendicular a essa direc¢éo que
bissecta a drea do fiambre. Imaginemos agora # a variar, e portanto ly a rodar, e
calculemos a drea da porcao de pao que estd a esquerda de ly.

recta horizontal
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Consideremos a fungéo ¢ que a cada ingulo # associa a drea de pao que estd
a esquerda da recta lg. Por exemplo, na figura anterior g(f) é a drea da zona
representada a mais escuro. Esta funcgéo é continua, tal como a funcdo f descrita
na seccao anterior.

Suponhamos que o fiambre ocupa drea 1 e que o pao tem drea a (sendo a um
qualquer niimero real positivo). Reparemos na figura que, se # = 0, todo o pao
estd a esquerda da recta [y, recta perpendicular & recta horizontal e que bissecta
o fiambre; ou seja, g(0) = a.

9=0

recta horizontal

Do mesmo modo, na figura, quando # = 7, nenhuma fracgdo de pao estd
acima da recta [z e portanto g(5) = 0.

recta horizontal
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Portanto, pelo Teorema do Valor Intermédio, existe n € [0,%] tal que
g(n) = §. Logo, In, além de bissectar a fatia de fiambre, por definicao de in,
também bissecta a fatia de pao.

Note-se que, no espago, dadas duas figuras com volumes positivos em con-
figuragio idéntica a esta que analisamos, podemos argumentar do mesmo modo
substituindo rectas perpendiculares a uma dada direc¢ao por planos perpendicu-
lares a uma direcgao fixada.

Ora este argumento serve para duas figuras numa qualquer configuracao, des-
de que exista um valor de #, 6y, para o qual o valor de g seja menor que 5 e
outro, 6, cujo valor por g seja maior que 5. Assim, aplicando o Teorema do
Valor Intermédio, garantimos a existéncia de n entre 6 e 6; tal que g(n) = §,
confirmando-se que [, bissecta simultaneamente o fiambre e o pao. Mas serd que
existem sempre estes valores de 07

Por exemplo, se a fatia de fiambre tiver forma circular e a de pao for uma

coroa também circular concéntrica, qualquer recta que passe pelo centro bissecta

‘as duas fatias.

De facto, para que uma recta bissecte a fatia circular de fiambre tem que
passar necessariamente pelo centro da coroa. Deste modo, essa mesma recta
bissecta a rodela de pao, nao existindo contudo 6y € [0,27] tal que g(fp) < §
e 0, € [0,27] tal que g(f:) > 5. (De qualquer modo, este inconveniente desta
configuragao é também a maneira ficil de bissectar as duas coroas e por isso o
nosso problema, encontrar uma recta que bissecta as duas fatias, é facilmente

resolvido.)

2.2.3 Orientacao da faca

Aproveitemos o exemplo anterior para escrever um argumento geral de bisseccao
de duas figuras planas que, como veremos, se estende de imediato a duas ou trés
figuras no espaco.

Note-se primeiro que, para indicarmos sem ambiguidades qual a regido acima

de uma recta temos de a orientar; assim, dado o vector director v = OA
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P

orientado como a recta, de coordenadas (vy,v2) um ponto P = (p1,p2) do
plano estd na regiao acima da recta se e s6 se I” pertence a recta ou o determinante
Y1 PN

> 0. Vejam-se as figuras seguintes:
Uz P2

1

e
O ponto P estd acima da recta OA.

Inspirados pelo plano projectivo, podemos indicar como a recta ly estd orien-
tada usando as suas intersecgoes com uma circunferéncia fixada. Vejamos como
descrever este procedimento no nosso contexto. Consideremos dois quaisquer
pedacos de fiambre e de pao no plano. Como os dois pedagos sao limitados existe
um circulo, delimitado por circunferéncia C', que contém os dois pedagos. Sejam
z um ponto desta circunferéncia e seja ' o ponto diametralmente oposto. Con-
sideremos uma recta rp, perpendicular & recta zz/, que bissecta o fiambre (existe
pelo que foi mostrado na seccao anterior) e uma recta rp, perpendicular a recta
zz', que bissecta o pao.
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Definam-se, para cada z, o ponto Xp de interseccao de rp com a recta za’
e a funcdo gp(z) como a distdncia de X a O, com sinal positivo se Xy estd
entre O e z, e com sinal negativo se X estd entre O e z’. Analogamente, seja
gp(z) a distancia de Xp a O, com sinal positivo se Xp estd entre O e z, e com
sinal negativo se Xp estd entre O e 2', onde Xp & a intersec¢ao de rp com a
recta zz'. Obter uma direc¢ao zz’ e uma recta perpendicular a ela que bissecte
simultaneamente o pao e o fiambre corresponde a encontrar z tal que rp = 7p,
ou seja, gr(z) = gp(z).

Consideremos a fungao
h: C — R
x +—  gr(z)—gp(z)
Proposicao 5 h é continua e anti-simétrica.

Prova.

1. gr é continua

Seja ¢ um ponto de C' no qual queremos mostrar que gr € contfnua. Con-
sideremos o didmetro D., da circunferéncia C, de extremos ¢ e ¢ (ponto
de C diamentralmente oposto a ¢) e rr(c) a recta perpendicular a D, que
bissecta o fiambre F'. Designemos por ¢ o ponto de intersec¢ao de rp(c)
com [,.
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Consideremos z ponto de C' préximo de ¢. Designemos por u e v 0s pontos
de intersecgio de rr(c) com a circunferéncia C e tracemos as rectas K e K’
perpendiculares ao segmento zz' e que passam, respectivamente, por u e v.

A recta rp(c) divide o interior de C' em duas partes, U e V, e a faixa entre
K e K’ separa o seu complementar em C em duas partes, U’ e V/, tais que
FetFeVCV.

Assim, Uf e V' contém, cada uma, quando muito metade da drea do fiambre
F. Logo a recta r#(x), perpendicular a zz/ e que divide o fiambre a meio,
est4d na faixa delimitada por K e K’; e portanto o ponto X, de interseccao
da recta rr(z) e do segmento zz’, também estd dentro dessa faixa.

Consideremos a circunferéncia de centro O e que passa por cg. Se a e 3
sao pontos de interseccao de K e K’ com o segmento zz’, respectivamente,
temos |Ocr| > |0f| e |Ocr| < |Oal|, porque cp pertence a faixa delimitada
por K e K'.

Daqui resulta que a circunferéncia de centro O e que passa por cp intersecta
o segmento zz' num ponto P, dentro da faixa:

wy
1
™
Q.
"‘\.‘
=
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Isto implica que
lgr () — gr (c)] < largura da faixa =L
uma vez que
|lgr (z) — gr (c)| =
||Ocr| — |0XF|| =
IOF| — |OXF|| = |Pe Xl B L

[1] porque P, e zf estdo ambos no segmento zz’ dentro da faixa

[2] este segmento é perpendicular a K e a K’,
e portanto |P.Xr| < |a — 8| = largura da faixa = L.

Para obtermos uma estimativa da largura da faixa, note-se que:
(a) Por semelhanca dos tridngulos OQz e uvR,

|uR| _ |=Q]
luv| Oz’

onde () é o pé da perpendicular de z a D, e R é o pé da perpendicular de
ua K'.

Como |Oz| = r e |uR| = L, podemos reescrever a igualdade anterior deste
modo: I, = [zQllwl
T
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(b) Como u e v sdo pontos de C, |uv| < didmetro de C = 2r
(¢) zQc é triangulo rectingulo em @, logo |zQ)| < |zc|.
De (a), (b) e (c) resulta que L = 159»111‘1’1 <2|zQ| < 2|zc|

e portanto |gr () — gr (c)| < 2|zc|, 0 que prova a continuidade de gr em
c: dado € > 0, existe § = § tal que se |zc| < 6, |gr (z) — gr (c)| <.

2. De forma andloga, conclui-se que gp é continua. E portanto h, diferenga de
gr € gp, é continua.

3. h & anti-simétrica, ou seja, para todo o ponto z da circunferéncia, temos
h(z) = —h(z’), onde z’ &€ o ponto da circunferéncia diametralmente oposto
a z. Para verificar esta propriedade, basta observar que gr(z') € positiva se
Xr estd entre O e ', e negativa se X estd entre O e z, e portanto é igual
ao simétrico de gg(z). O mesmo acontece a gp.

Assim,

= —gr(z) = (—gp(z)) = — (9p(z) — gp(z)) = —h(z). =

\
h(z') = gr(a') — gp(2’), por definicdo
‘ Proposigao 6 Sejam C uma circunferéncia e f : C — R uma funcdo continua.
| Existe um par de pontos diametralmente opostos que tém a mesma imagem.
|

Prova. Sejam f : C — R uma funcao continua da circunferéncia C' em R e
g : C'— R definida por g(X) = f(X)— f(X’), onde X’ é o ponto diametralmente
oposto a X. Procuramos um zero da fungao g, uma vez que g(P) = 0 se e s6 se
f(P)—f(P") =0, ouseja, f(P) = f(P'). A fungio g é continua, pois é a diferenga
de fungoes continuas, f e fo A, onde A(X) =X'. De facto, consideremos em C a
distdncia induzida pela métrica euclidiana no plano. Esta distdncia é equivalente
a mais intrinseca, aquela em que a disténcia entre dois pontos é o comprimento
do arco que os une no sentido contrdrio ao ponteiro dos relégios. Usaremos esta
versao, digamos d¢, para verificar que A é continua.

=
A
—
AX) =X
A =Y

d~(X,Y)= comprimento do arco, no sentido
contrdrio aos ponteiros do relogio,
deXal.
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Dado P € C ee > 0, existe § = ¢ tal que do(P,Q) < 6 garante que
do(A(P),A(Q)) = de(P', Q') = de(P,Q) < 6§ = e. Note-se que em no-
tacio complexa, utilizando a estrutura algébrica de R?, a fungéo g é dada por
g(Z2) = f(Z) — f(—Z) e portanto, neste contexto, a continuidade de g resulta
imediatamente da continuidade de f e da funcdo —/d.

Ora g(X) = f(X) — f(X') e g(X') = f(X') — f(X) = —g(X). Assim, fixado
P € C, ou g(P) e g(P') sdo ambos nulos, e neste caso P e P’ tém a mesma
imagem por f; ou g tem sinais opostos em P e P’. Neste segundo caso, uma
vez que g é continua e anti-simétrica, existe um ponto ) pertencente a referida
semi-circunferéncia tal que ¢g(Q) = 0.

Lema 2 Se G : ¢ — R é continua, onde C é uma semi-circunferéncia de ex-
tremos P e P, sendo G(P).G(P") <0, entdo eziste Q € C tal que G(Q) = 0.

Prova. O lema decorre directamente do Teorema do Valor Intermédio, [S],
pois a semi-circunferéncia é homeomorfa a [0, 1] e este teorema é herdado via
homeomorfismo.

Consideremos um homeomorfismo « entre C e [0,1] tal que a(P') = 0 e
Al P) = 1.

j: 0,1 — R

z —  Goal(z)
posta de duas funcoes continuas. Além disso, j(0) = go a '(0) = g(#') e
§(1) = goa (1) = g(P), logo 7(0).5(1) = g(P').g(P) < 0. Entdo, pelo Teorema
do Valor Intermédio, existe 0 < ¢ < 1 tal que j(c) = 0. Logo @ = a~!(c) é ponto
de C tal que g(@) = joa(Q) = joala(c) = j(c) =0. m m

Seja . A funcao j é continua porque é a com-

Coroldrio 7 A fun¢io h tem um zero.

Prova. Uma vez que a funcao h : C — R é continua, pela proposicao
anterior existe um par de pontos diametralmente opostos, zq e zj, para os quais
se tem h(zg) = h(zy). Como a funcdo h & anti-simétrica, h(zp) = —h(zy); logo
h(zg) = —h(zo) e portanto h{zp) =0. m

2.3 Bisseccao em R?

Nao é, em geral, possivel bissectar com uma recta 3 figuras do plano. Por exemplo,
se trés circulos estao na configuracao representada abaixo,
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qualquer recta que bissecte um deles tem de passar pelo seu centro, mas
nao existe uma recta que passe simultaneamente pelos trés centros se estes nao
sao colineares como na figura, sendo portanto impossivel com uma tnica recta
bissectar simultaneamente os trés circulos.

HQ...‘.

Precisamos de um novo argumento no espaco, isto €, que nao seja mera adap-
tagao de método no plano para o espago como fizemos até aqui. Mas parte do
argumento da secgao anterior pode ser generalizado para 3 figuras no espaco.

Consideremos trés figuras A, B e C tridimensionais (regides conexas, limitadas
e com volume positivo) numa qualquer disposi¢ao no espaco. Como sao limitadas,
existe uma esfera B que os contém. Seja O o centro dessa esfera.

Consideremos um ponto P qualquer da superficie esférica S (fronteira de B)
e o seu ponto antipoda P'. Sejam a4, ap e ag 0s planos perpendiculares a recta
PP’ que bissectam A, B e C (na subsecgdo 2.2.1 provamos a existéncia de tais
planos) e x4, g e ¢ 0s pontos de intersecgao da recta PP’ com os planos ay,
ap e oo, respectivamente.

Como anteriormente defina-se g4 como a fung¢ao que a um dado ponto P da
superficie esférica associa a distincia de z4 a O, sendo positiva no caso de z4
estar entre O e P e negativa no caso de x4 estar entre O e P’. De forma ansloga,
definem-se as funcgoes gp e go.

Pretende-se encontrar um plano que bissecte simultaneamente os trés pedacos,
ou seja, nos termos aqui expostos, desejamos encontrar um ponto () na superficie
esférica para o qual os planos a4, ap e a¢, perpendiculares & direcgao QQ) e que
bissectam A, B e C, respectivamente, coincidam. Assim sendo, 4, g € z¢ terao
que ser iguais, logo as distdncias a O sdo as mesmas; ou seja, ga(Q) = gp(Q) =
9c(Q).

Tal como na secgao 2.2.3, reunamos a informagao destas trés fungdoes numa
s6, considerando a funcao

h: § — R?
P —  (9a(P) —gB(P),ga(P) — gc(P))

Procuramos um ponto @ tal que A(Q) = (0,0).
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Teorema 8 (Borsuk-Ulam) Sejam F', G : S — R fungdes continuas definidas
numa superficie esférica S. Eriste Py € S tal que F(Fy) = F(F) e G(R) =
G(F).

Note-se a semelhanca deste enunciado com o da Proposicao 6: consideremos
duas funcoes continuas numa superficie esférica e o teorema garante, tal como
a Proposicao 6 para uma funcio continua numa circunferéncia, a existéncia de
um par de pontos diametralmente opostos com a mesma imagem por ambas as
funcgoes.

Resulta deste teorema que se F' e G sao fungbes anti-simétricas (ou seja,
F(P) = —F(P') e G(P) = —G(P’) para todo o P € S), entao existe um zero
comum a F e a G. De facto, o teorema fornece Py € S tal que F(Fy) = F(F)
e G(P) = G(F); como F(F) = —F(FPy) e G(Fy) = —G(F;) destas igualdades
concluimos que F(P) = G(F) = 0.

Apliquemos estas conclusoes & funcao h.

Coroldrio 9 A funcdo h tem um zero.

Prova. Sejam F(P) = ga(P) — gs(P) e G(P) = ga(P) — gc(P) as duas
funcgoes coordenadas de h. Sao continuas e anti-simétricas (para ver que F e G
sao anti-simétricas basta argumentar de modo andlogo ao usado para a funcao

h na seccao 2.2.3, pagina 26) e portanto, pelo Teorema de Borsuk-Ulam, existe
.P() € S tal que F(Po) = G(P[)) =1, =

O que significa que existe Py € S tal que ga(Fy) = gs(Fo) = ge(F), ou seja,
existe uma direcgao, definida por Py Fj, e um plano perpendicular a esta direccao
que bissecta simultaneamente as trés figuras.

No que se segue provaremos o Teorema de Borsuk-Ulam.
Comecemos por observar que o enunciado do Teorema de Borsuk-Ulam é
equivalente ao resultado seguinte:

Teorema 10 (do Zero Comum) Se F e G sio fungées continuas e anti-
-simétricas numa superficie esférica S, entdo exriste um ponto Py € S tal que

F(Py) = G(Py) = 0.

Vejamos que o Teorema 10 implica o Teorema 8. Sejam f e g fungoes continuas
numa, superficie esférica S. Consideremos F' e G : S — R definidas por F(P) =
f(P") — f(P) e G(P) = g(P') — g(P), onde P designa o antipoda de P em
S. Estas fungoes F' e G sdo continuas e anti-simétricas, uma vez que F'(P') =
F(P")—F(P) = F(P)—f(P') = —F(P) e G(P') = g(P")—g(P") = g(P)~g(P’) =
—G(P). Admitindo provado o Teorema do Zero Comun, existe Py € S tal que
F(Py) = G(Py) = 0, o que significa que f(Fy) = f(Fo) e g(Fg) = g(Fo), e que,
como se pretende, prova o Teorema de Borsuk-Ulam.
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Para ver que o Teorema 8 implica o Teorema 10, sejam F' e G fungdes continuas
e anti-simétricas numa superficie esférica S. O Teorema de Borsuk-Ulam garante
que existe Py € S tal que F(P) = F(P) e G(P)) = G(F). Como F e G sao
anti-simétricas, F(F}) = —F(R) e G(Py) = —G(F,). Destas quatro igualdades
resulta que F(Fp) = 0 = G(F), o que significa que encontramos um zero comum
aFeadG.

Note-se a semelhanca desta equivaléncia com o argumento mais frequente para
se provar o Teorema do Valor Intermédio (ver [S]).

Repare-se ainda que a fun¢ao h : S — R? definida atras pode ser vista como
um campo de vectores (isto é, um par ordenado de duas funcoes reais que a cada
ponto @ associa um ponto do plano (z(Q),y(Q))) continuo (ou seja, ambas as
fungoes coordenadas sio continuas; a demonstragao deste facto usa argumento
idéntico ao da prova da Proposicdo 5), com funcgdes coordenadas anti-simétricas,
definido numa superficie esférica. Assim o que se pretende é encontrar um ponto
na superficie esférica onde este campo de vectores se anule.

Consideremos duas fungoes F' e G definidas numa superficie esférica S e com
valores em R, continuas e anti-simétricas. Construamos um plano passando pelo
centro O de S. A interseccao deste plano com a esfera é um disco meridiano
K, cujo bordo & uma circunferéncia que designamos por C. Introduzamos um
sistema de coordenadas cartesianas no plano cuja origem € o centro O da esfera.
A cada ponto @) de K associemos o vector @(Q) = (F(P),G(P)), onde P é o
ponto no hemisfério superior de S (relativo ao plano que estamos a considerar)
que se projecta em (). Veja-se a figura seguinte, de [C,S].

@ & um campo de vectores continuo em K (porque F', G, a projecgao e a sua
inversa sao continuas). Como F' e (G sao anti-simétricas, o campo de vectores @
verifica @(Q) = —@Q(Q") para todo o ponto Q) da circunferéncia C, uma vez que:
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(i) @(Q") = (F(R),G(R)), onde R & o ponto no hemisfério superior de S que
se projecta em @';

(i) como @ € C, temos Q' € C e portanto R = Q';
(i) Q') = (F(Q"),G(Q")) = (-F(Q), —G(Q)) = —(F(Q),G(Q)) = —Q(Q).

Lema 3 Se num campo de vectores continuo, definido num cérculo, os vectores
correspondentes em quaisquer pontos diametralmente opostos da circunferéncia,
bordo do circulo, tém sentidos opostos, entido o campo de vectores anula-se em
algum ponto.

Este resultado é uma versao para a circunferéncia do Teorema do Valor Inter-
médio. A condicao de troca de sinal, hipétese do Teorema do Valor Intermédio
é aqui substituida pela condi¢do do campo de vectores ter sentidos opostos em
pontos antipodas.

Por este lema, existe um ponto @y € K tal que @(Qy) = 0. Logo F(P) =
0 = G(R), onde P, é o ponto do hemisfério superior de S que se projecta em Q.

Para terminar, provemos o Lema 3.

Prova. Sejam O o centro de um circulo K e p o seu raio. Designemos a
circunferéncia fronteira de K por C e, para qualquer ndmero r < p, por C, a
circunferéncia centrada em O e com raio 7.

c

Seja X um campo de vectores continuo em K. Fixemos rg ¢ suponhamos
que X(Q) # 0 para todo o Q de C,,. Denotemos por vx(Cy,) o mimero de
revolucoes completas que o vector X aplicado a um ponto I de C,, efectua no
sentido contrario aos ponteiros do relégio enquanto I percorre no mesmo sentido
Cro- O numero inteiro vx(C,,) pode ser positivo, negativo (se as revolugoes se
fizeram no sentido hordrio) ou nulo. Note-se ainda que, se X(Q) d4 algumas
voltas no sentido anti-hordrio e 0 mesmo nimero de voltas no sentido horario,
estas revolugoes anulam-se e vy é zero.
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“'=

y=0

Note-se ainda que, para definir vy, usdmos dois ingredientes: que A" nao se
anula ao longo da curva C,. e que C,. é uma curva fechada (para contar o mimero
de voltas que X’ d4 quando o ponto retorna a posi¢do inicial) e simples (isto é,
injectiva, que permita movimento ao ponto sobre a curva, sem repeticoes, com
excepcao das posigoes inicial e final).

Seja @ um campo de vectores continuo e anti-simétrico em K.

Suponhamos, por reducao ao absurdo, que @ nao se anula. Assim, em par-
ticular, @(0) # 0. Pela continuidade de @, a direccao de todos os vectores @(Q)
é proxima da direccio de @(0) se @ estd numa vizinhanca pequena de 0. Assim,
para um £y > 0 pequeno, temos v(C,,) = 0, uma vez que a direccdo dos vectores
em C., é quase a mesma que a direccio de @(0). Vamos agora aumentar £ até
ao seu valor extremo p. Uma vez que @(Q) # 0 para todo o @ e C; é injectiva
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se € > 0, v(C.) estd definido como anteriormente para todos os valores de e,
0 < e < p. Isto &, a fungao v esta definida para todo £ € 0, p].

v: [0,p] — Z
£ — v(C)

é continua (uma prova detalhada pode ler-se em [C,S], pdginas 98 e seguintes)
e toma somente valores inteiros. Como v é continua e definida num intervalo, a
sua imagem é um intervalo.Como v s6é toma valores inteiros, v que ser constante.
Concluimos assim que v(C;) = v(Cy,) = 0, para todo o € € |0, p], e portanto, em
particular, v(C) = 0.

Consideremos agora um ponto A na circunferéncia C' e o seu ponto antipoda
A'. Uma vez que os sentidos dos vectores @(A) e @(A’) sdo opostos, o vector
@Q(Q) faz um nimero fmpar de meias voltas quando @ se move de A a A’ ao
longo do arco AA'. Quando @ se move de A" a A ao longo do arco A’A o vector
@Q(Q) d4 o mesmo mimero de voltas no mesmo sentido. Deste modo, 'v(C) é um
nimero fmpar (o mimero de voltas completas é igual a metade do nimero de
meias voltas, que, neste caso, é o dobro de um mimero impar), o que contradiz a
igualdade v(C) =0. m



1°Apéndice: Funcio Area

O contetido deste apéndice segue de perto o primeiro capitulo do livro de Boltian-
ski, The Hilbert’s third problem.

Sendo uma figura uma regido limitada do plano, o que é a drea de uma figura?
Ou o que é que representa a drea de uma figura? Se fizermos esta pergunta aos
nossos alunos a maioria falard do espaco que a figura ocupa, uma defini¢ao pouco
esclarecedora e a qual se coloca imediatamente uma nova questao: e qual é o
espaco que uma figura ocupa? Como associar a esse espago um nimero?

Se dissermos aos nossos alunos que a drea de uma figura representa o niimero
de unidades de drea que constituem essa figura, o conceito de drea é facilmente
intuido. No entanto, esta descricdao nao serve como definicio matemdtica se
nao explicarmos o que é uma unidade de drea e de que modo elas constituem
figuras. Por exemplo, qual é o nimero de unidades de drea que constituem um
circulo? Nem sequer é claro nesta tentativa de definicao como se pode obter
uma tal particdo e esse mimero neste caso. Para resolver este problema, tenta-
-se enquadrar a figura entre regides das quais é mais ficil contar o nimero de
unidades de drea que as constituem.

Consideremos a decomposigdo do plano em quadrados congruentes (nao so-
brepostos) de lado 1 (unidade de comprimento fixada), formando um mosaico.

A figura A contém trés quadrados do mosaico e estd contida numa figura
constituida por 15 quadrados, logo se tiver drea, devemos ter 3 < drea de A < 15.
Subdividindo o lado de cada um dos quadrados em 10 partes, podemos
construir um novo mosaico em que cada quadrado do mosaico anterior é formado
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por 100 quadrados do novo mosaico. Nesta nova subdivisao, a ﬁgura. A contém
649 quadrados de lado + 1 e estd contida em 774 quadrados de lado - 155 € portanto
% < area de A < % Procedendo de modo anilogo, obtemos um melhor
enquadramento da figura A, ou seja, um menor intervalo a que pertence o valor

da drea da figura A.
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Designemos por 0—ésimo o mosaico que decompode o plano em quadrados de
lado 1; ao mosaico obtido deste dividindo cada um destes lados em 10 partes, ou
seja, em que cada lado tem 1—10 de comprimento, chamamos o 1° mosaico; e assim
suc&sivamente 0 k—ésimo mosaico & o constituido por quadrados de lado igual
8 10k= onde k € N.

Considere-se uma figura limitada F' e um inteiro ndo negativo k. Seja aj o
nimero de quadrados do k—ésimo mosaico contidos na figura F e by o nidmero de
quadrados do k—ésimo mosaico cuja uniao contém a figura F'. Estes niimeros, ay
e by, existem, porque a figura é uma regiao limitada do plano. Note-se que o0s ag
quadrados do k*™° mosaico sao parte dos by quadrados deste mosaico, porque a
uniao destes bk quadrados tem de conter a figura F' que contém os ar quadrados.

Logo ﬁé'; < 2k 102,,, para todo o natural k.

Q) .

Definicao 1 A figura F' diz-se mensurdvel se e s6 se lim b =

k——+oo

b
klzz_n yaiE) @
nesse caso, a drea de F é esse valor comum.

Denotamos lim ﬁ)%; por s(F), lzm —05; por 3(F) e a drea de F por s(F).

Os valores 155 € 13’5,, $40 a,prox1ma.goes ao valor da drea da figura por defeito e

por excesso, respectivamente.

Por exemplo, um quadrado de lado 1 é uma figura para a qual os valores de
s(F) e 3(F) coincidem e sdo iguais a 1; isto é, o quadrado de lado 1 & uma figura
mensurdvel de drea 1.

Para a figura ) constituida pelos pontos do quadrado de lado 1 com ambas as
coordenadas racionais, temos:

% s(F) = 0, uma vez que tao préximo quanto se queira de um ponto racional
existe um irracional, logo, por muito pequeno que seja o quadradinho do mosaico
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a considerar, ele contém pontos nao racionais. Assim, nenhum quadrado de lado
positivo estd contido em ).
% 3(F) > 1, pois todos os quadradinhos que intersectam [0, 1] x [0, 1] contém um
ponto de Q porque @ & denso em |0, 17

E portanto a figura (), apesar de limitada, ndo é mensurével.

Temos assim uma funcdo drea definida no conjunto das figuras mensuréveis
que a cada figura mensurdvel F' associa um mimero real ndo-negativo s(F).

Qual o dominio da fungio drea? Esta questdo nao tem uma resposta simples.
J4 vimos o que é uma figura mensurdvel, exibimos até um exemplo. Podemos
mesmo provar que todos os poligonos sio figuras mensuréveis (veja-se [B]), mas
é dificil dar uma descri¢ao exaustiva de todos os elementos deste domfnio. De
qualquer modo, o que se pretende ao definir a fungio drea A é que ela cumpra
alguns requisitos intuitivos sobre esta no¢ao, nomeadamente os quatro axiomas
seguintes:

Axioma 1 A funcio A é ndo negativa, isto é, A(F) > 0 qualquer que seja a
figura mensurdvel F.

Axioma 2 A funcdo A é aditiva, isto é, se I e F" sao duas figuras mensurdveis,
tais que F'NF" = &, entdo a figura F'UF" também é mensurdvel e A(F'UF") =
AF) -+ A(F").

Axioma 3 A funcio A é invariante por movimentos rigidos do plano (translagoes,
rotacées, reflexdes e suas compostas), isto é, se F' é uma figura mensurdvel e F'

é a figura obtida por um destes movimentos aplicado a F, entdo a figura F' é
também mensurdvel e A(F') = A(F).

Axioma 4 A fungdo A é normalizada, isto é, o quadrado com lado de compri-
mento 1 (unidade) é uma figura mensurdvel e A(Q) = 1.

A funcio s, cuja construgao usando os mosaicos foi descrita acima verifica
estas quatro propriedades. E possivel provar que existe uma sé fungio que verifica
simultaneamente os 4 axiomas, logo a funcao s é a fungao drea que pretendemos.

Destes axiomas resultam propriedades como as descritas em seguida.

Proposicao 11 Sejam F' e F1 duas figuras mensurdveis.

1. Se F e Fr pertencem ao dominio de s, entdo os conjuntos F\F!, FNF' e
F U F" também pertencem ao dominio de s.

2. A funcdo s é mondtona, isto é, se F' C F, entdo s(F') < s(F).

Prova de 1. Comecaremos por um critério ficil para testar a mensurabili-
dade de uma figura sem precisar de calcular o valor da sua &rea.

Recordemos que um poligono € uma regiao do plano delimitada por uma curva
poligonal fechada (unido de segmentos de recta).
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Lema 4 Uma figura I é mensurdvel se e s6 se dado &€ > 0 existem poligonos G
e H tais que GC F C H e s(H) - s(G) <e.

Prova. Seja F uma figura. Suponhamos que F' é mensurdvel. Sabemos que
s(F) = 3(F), ou seja, kh'T <k = kliz_n f:%;, onde a; € o nimero mdaximo de
— 100 —00

quadradinhos do k—ésimo mosaico contidos em F' e by é o niimero minimo de
quadradinhos do k—ésimo mosaico cuja unido contém F. Entao, fixado € > 0,
existe um natural p € N tal que para k > p temos iz, lgﬁ (S ]a — Sall +g~[ Isto
significa que se G = unido dos a, quadrados do p—ésimo mosaico e H, = uniao
dos b, quadrados do p—ésimo mosaico, temos G, C F C Hy e 1—3% — < &, ou
seja, s(H,) — s(G,) < .

Reciprocamente, suponhamos que dado € > 0 existem poligonos G e H tais
que GC FCHes(H)—s(G)<e.

Como G e H sao mensurdveis (pois sdo poligonos), existem um k € N arbi-
trariamente grande, uma unido G. de a; quadradinhos do k—é&simo mosaico tal
que G, C G ¢ s(G) — 3(G:) < € e uma unido H. de b; quadradinhos do k—ésimo
mosaico tal que H C H, e s(H,) — s(H) <e. Entaio G: CGCFCHCH. e
s(H.) — s(G.) = s(H.) — s(H) + s(H) — s(G) + s(G) — s(Ge) <e+e+e=3e
isto &, l—g% — i < 3e. Como ¢ & arbitrariamente pequeno, deduzimos desta
desigualdade que lﬂ?go (32 — 1) <0, isto &, 3(F) < s(F).

Uma, vez que 3(F') é sempre maior ou igual s(F), podemos concluir que 5(F') =
s(F), e portanto que F' &€ mensurdvel. m

Gp_
102p

Retomemos a prova da propriedade 1. Provaremos primeiro que a diferencga
entre dois conjuntos mensuraveis é ainda um conjunto mensurdvel. Daqui resulta
que a mensurabilidade é estdvel para unioes e interseccoes finitas, uma vez que
se F' e F' sao duas figuras mensurdveis e M é um poligono que contém ambas
(existe porque F'U F” é conjunto limitado), entao:

FUF = M\ ((M\F)\F')

FNF =M\ ((M\F)U (M\F").

Sejam F' e I duas figuras mensuréveis e £ > 0. Pelo lema existem poligonos
G, G', HeH taisque GCFCH, GCF CcH, s(H—5G) <% e
s(H') — s(G") < £. Usando uma homotetia podemos dilatar H’ de modo a

que F” esteja contida no interior de H'. Sejam G =G\H' e H =H\é’. G e
H sdo conjuntos fechados, e de facto poligonos, que satisfazem G C F\F' C H.
Para terminar a prova bastard provar que s(H) — s(G) < &, o que estard
garantido se encontrarmos k suficientemente grande e dois poligonos (); e (2
formados por quadradinhos do k—ésimo mosaico tais que s(Q;) < §, s(Q2) < 5



1° APENDICE: FUNCAO AREA 41

e H\G C Q1 U Qq; nesse caso, como H\G ¢ um poligono com bordo de drea 0,
s (H\G) = s(H) —5(6) < s (Q1UQ) <s(Q) +5(Q) <5 +§=¢.

As figuras H\G e H'\G’ sio poligonos (logo mensurdveis), e, pelo Axioma 2,
verificam £ > s(H\G) = s(H\G) = s(H) — s(G) e § > s(H'\G") = s(H'\G') =
s(H') — s(G'). Entdo existe k suficientemente grande e ) e (2 uniGes
de quadradinhos do k—ésimo mosaico tais que H\G C @y, H\G' C Qs,
5(Q1) — s(H\G) < £ e 5(Q2) — s(H'\G') < . Logo s(Q1) < §+s(H\G) <5
e 3(Q2) < §+s(H'\G') < 5. Além disso, H\G C 1 UQy e portanto
s(H\G) <ec. m

Prova de 2. Sejam F e F/ duas figuras mensurdveis tais que F' C F.
Sabemos que F' = F” ¥ (F\F") e que, sendo F' e F/ mensurdveis, F'\ F/ também
o & (Propriedade 1). Portanto, pelo Axioma 2, temos s(F') = s (F') + s (F\F").
Uma vez que, pelo Axioma 1, s(F') e s(F\F’) sdo nao negativos, podemos
concluir que s(F) > s(F’). m

Nenhuma construgao conhecida da fungao drea fornece uma férmula que dé
o valor da drea de cada figura mensurdvel. Mas para algumas regioes poligonais
& possivel deduzir expressoes da drea em funcdo de parAmetros (por exemplo,
lados) da figura (podem ser lidas dedugbes em [B]). Por exemplo,

drea (rectangulo de lados a, b) =a x b

drea (segmento de comprimento b) =0 '

bxh

drea (tridngulo de base b e altura h) = 5

drea (paralelogramo de lados a, b) = a x b
area (trapézio de bases a, b e altura h) = (a + b) x 5

Da construgao da fungio drea resulta que, se R é regiao mensurdvel e S é um
segmento de recta, entao R\ S é mensurdvel e uniao de duas componentes ambas
mensurdveis (o argumento é idéntico a prova de que, se uma funcdo limitada é
integravel num intervalo [a,b] e a < ¢ < b, entdo é integravel em [a,c| e em [c, b]).

1Um tal segmento estd contido num recténgulo de lados b e ¢, para todo ¢ > 0; como a drea
é funcio monétona, a drea do segmento é menor ou igual a b.g, Ve > (.
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2 Apendlce: Teorema de Lyapunov e Teorema de Konig

Anexam-se de seguida cépias de uma prova do Teorema de Konig e de uma prova
do Teorema de Lyapunov, ambos utilizados no Capitulo 1.

O primeiro teorema é um resultado de Combinatéria, consequéncia do Teore-
ma de Hall sobre matrizes de entradas 0 e 1, e dele podemos deduzir o Teorema
de Forbenius-Konig. Do Teorema de Konig resulta que, se uma matriz n X n
nao tem diagonais generalizadas s6 com 1's, entdo o mimero minimo de linhas
ou colunas contendo todos os 1's da matriz (designadas por r + s no Teorema de
Forbenius-Konig) é inferior a n, uma vez que n é 0 mimero méximo de entradas de
um diagonal generalizada de uma matriz n x n. Podemos admitir, sem perda de
generalidade, que essas sao as primeiras r linhas e as primeiras s colunas. Entao
a matriz contém uma submatriz com todas as entradas iguais 0 e de dimensoes
(n—r) x (n—s)

onde
n—r)+(n—8)=2n—(r+s)>2n—n=n
ou seja,
(n—r)+(n—s)>n+1

O Teorema de Lyapunov utiliza a noc¢ao de medida sobre uma o-ilgebra de
conjuntos mensurdveis e o Lema de Zorn. No nosso contexto, cada linha da
matriz representa um modo de medir do respectivo participante. Temos assim
uma matriz de medidas. A prova do Teorema de Lyapunov consiste em garantir

a existéncia de uma particao do bolo que, quando avaliado por cada participante
conduza 4 matriz dada.

42
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30Apéndice: Simulagao em Sketchpad

Na tentativa de ilustrar o argumento da bissec¢do simultinea por uma recta
de dois objectos no plano, explicitado na secgao 2.2.3, foi elaborado um sketch
usando o programa de geometria dindmica The Geometer’s Sketchpad.

Comecamos por programar a bissec¢ao simultinea de dois tridngulos, mas
muitas foram as dificuldades, & partida inesperadas. Por exemplo, dividir, com
uma recta orientada, um tridngulo em dois poligonos, colori-los diferentemente e
calcular as suas dreas por forma que a variacdo das figuras se processasse contin-
uamente em funcio da recta. Note-se que, em particular, a construcao deve ser
tal que, se a recta rodar 180° em torno de um dos seus pontos, as coloracgoes e as
dreas devem, por continuidade, acabar trocadas relativamente a configuracao de
partida. Estas dificuldades foram sucessivamente resolvidas & custa de muiltiplas
defini¢oes de fungoes légicas e construgoes geométricas elaboradas. Um outro
problema foi fazer com que o movimento da recta dependesse de valores de dreas,
tendo este sido resolvido recorrendo a uma das limitagoes do préprio programa:
todo e qualquer movimento pdra quando surge uma situacao de erro.

O sketch final resolve o problema proposto: a recta vai-se deslocando até que
a solugao do problema seja automaticamente encontrada. Nessa posicao final,
dois tridngulos sdo bissectados (do ponto de vista da drea). Se se modificar a
forma de um dos tridngulos, arrastando um dos seus vértices, a recta entra de
novo automaticamente em movimento até encontrar a nova posicao de equilibrio.
Nesse movimento, hd duas fases (tal como no argumento descrito na secc¢ao 2.2.3):
uma translacao para bissectar um dos tridngulos e rotagoes para bissectar o outro
sem desfazer o trabalho anterior.

Para um teste desta rotina utilize-se o CD incluido. No caso de se pretenderem
detalhes do sketch podem consultar-se as descrigoes de alguns scripts elaborados.
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