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INTRODUCAO

“Os jogos antigos sdo os melhores jogos. Um dos mais
antigos sdo as construgdes geométricas. Como Platdo
especificou, o jogo é executado com uma régua e um
compasso, onde a régua ¢ apenas usada para desenhar a recta
que passa por dois pontos dados e o compasso € usado
unicamente para desenhar um circulo de centro dado e que
passa por um determinado ponto.” ([Ma], p. 9).

Porque sera possivel bissectar um angulo mas, geralmente, ndo o podemos trissectar?
Porque se pode duplicar um quadrado, mas ndo um cubo? Serd que estes factos dependem
unicamente das regras estabelecidas ou serd que dependem dos conhecimentos existentes em
geometria?

Esta dissertagdo aborda dois problemas classicos da geometria antiga: a trissecgdo do
angulo e a duplicagio do cubo. As solugdes aqui estudadas envolvem construgdes
geométricas que, embora ndo sejam da matematica elementar, fazem apelo a métodos
geométricos simples. Estes assuntos poderdo ter interesse pedagdgico na formagdo de
professores, proporcionando a introdugdo de novos conceitos, tais como o estudo das conicas
e outras curvas potencialmente uteis na vertente didactica.

Pensa-se que a matematica dos antigos gregos nasceu do contacto deste povo com o
Oriente e, em particular, com o Egipto, onde os sabios mais eminentes da Grécia foram
ampliar as suas ideias e o seu saber. Os primeiros quatro séculos do periodo helénico
(compreendido entre o século VI a.C. e o séc. V d.C.) constituem um periodo de realizagdes
extraordinarias da matematica grega.

“(...) as matematicas produziram neste periodo [pré-euclidiano], em intima colaboragdo com a
filosofia, o seu proprio progresso (...).” ([V], p. 234).

Foi neste periodo que se iniciou o estudo de trés problemas geométricos que desafiaram o
poder inventivo de inimeros matematicos e intelectuais, durante mais de dois mil anos.
Durante séculos diversas solugdes foram propostas para a resolugdo destes problemas
geométricos mas ndo estavam de acordo com as regras do jogo, presumivelmente, colocadas
na Academia de Platdo, onde apenas construgcdes com régua ndo graduada e compasso eram

admitidas. Estes problemas ficaram famosos, talvez por serem os primeiros onde surgem



grandes dificuldades de resolugdo, de acordo com as regras inicialmente colocadas. Sao
conhecidos pelos 7rés Problemas Classicos da Geometria Grega:
 trissec¢do do dngulo — o problema de dividir um angulo arbitrario em trés partes
1guais;
® duplicagdo do cubo — o problema de construir a aresta de um cubo cujo volume € o
dobro do de um cubo dado;
» quadratura do circulo — o problema de construir um quadrado cuja area € igual a
de um circulo dado.

Os problemas da duplicagdo do cubo e da trissec¢do do angulo tém varios pontos em
comum: ambos podem ser resolvidos através de secgdes conicas, quando traduzidos em
linguagem algébrica exprimem-se por equagdes cubicas, a prova da impossibilidade de
solu¢do com régua ndo graduada e compasso faz uso da mesma abordagem. Nesta dissertacdo
iremos analisar as contribuigdes de varios matematicos para a resolugdo destes dois
problemas, ao longo do periodo helénico'. No entanto, refira-se que o problema da quadratura
do circulo® remonta ao antigo Egipto.

Ao falarmos em construgdes com régua ndo graduada e compasso estamos a referir-
-nos aos trés primeiros postulados dos Elementos de Euclides. Estes postulados sao a base
destas construgdes, muitas vezes designadas por construgdes euclidianas. Nos Elementos de
Euclides nio se menciona o compasso ou quaisquer outros instrumentos, Euclides
simplesmente assume que linhas rectas podem ser construidas dados dois pontos, e que uma
circunferéncia pode ser construida dado o seu centro e passando por um outro ponto. A régua
ndo tem propriedades métricas € o compasso € de pontas “caidas” (contrariamente ao nosso
compasso de pontas fixas’) e assim a possibilidade de transposigio de comprimentos é,

obrigatoriamente, assegurada por Elementos® 1, 2.

' As tentativas de resolugdo nio se limitaram a este periodo, basta consultar o apéndice do sétimo volume das
Obras Sobre Matematica de Gomes Teixeira ([Tel]) para encontrarmos contribuigdes de outros matematicos.

% O problema da quadratura do circulo estd intimamente ligado a historia do calculo do nimero 7 Visto que um
circulo de raio » tem de area 77°, o problema de construir um quadrado com a drea igual a um dado circulo, cujo

raio seja um segmento unitario, € equivalente a construgio de um segmento de comprimento \/; para a aresta do
requerido quadrado.

* A primeira vista podia supor-se que o «compasso moderno» fosse mais poderoso que 0 «compasso euclidiano»,
mas ¢ curioso que este dois instrumentos sejam equivalentes ([Ev], p. 134). O matematico italiano Lorenzo
Mascheroni (1750-1800) provou que as construgdes com compasso sao tdo poderosas como as construgdes com
régua e compasso. Por outro lado, o matematico suigo Jacob Steiner (1796-1863) mostrou que as construgdes
com régua (mas exigindo que no plano de desenho exista um circulo com centro e raio fixos) sio tdo eficazes
como as construgdes com régua e compasso.

* Ao longo de toda a dissertagio serd usada esta notagdo quando nos referirmos a proposigdes dos Elementos de
Euclides ([Eu]; em [H2]).



A parte mais substancial do percurso efectuado pela matematica grega estava
subordinada 3 geometria, cujo desenvolvimento parece ter sido influenciado pelas
investigagdes feitas para tentar resolver estes trés problemas classicos da geometria grega. 0]
raciocinio matematico dos gregos baseava-se, quase unicamente, nas formas e figuras
geométricas. Um segmento de recta representava também o seu proprio comprimento; O
produto de dois segmentos de recta representava uma éarea rectangular; o produto de trés
segmentos de recta representava um volume paralelepipédico. Isto €, efectuavam as operagdes
aritméticas através das construgbes geométricas, por exemplo, se x e y representavam dois
segmentos, entdo xy era a area do rectangulo de lados x e y.

Para os geOmetras gregos, um problema resolivel com régua ndo graduada e
compasso era um problema cuja solugio passava por construir os elementos desconhecidos,
utilizando apenas a régua nio graduada e o compasso, a partir dos elementos geométricos
conhecidos. O que significa, executar construgdes que se possam fundamentar nos trés
primeiros postulados dos Elementos de Euclides. Papo classificou os problemas geométricos
em trés tipos, atendendo aos meios pelos quais ¢ possivel construir uma sua solugdo. Os que
podem ser resolvidos apenas por meio de linhas rectas e circunferéncias sio designados por
planos, visto que as curvas referidas tém a sua origem num plano; os que envolvem na sua
resolucdo superficies conicas, sio chamados problemas sélidos, porque fazem uso de
superficies de figuras solidas;, os que envolvem, na sua construgio, curvas que se obtém de
superficies menos regulares e de movimentos mais complexos sdo os lineares.

O primeiro capitulo deste texto estuda o problema da trissecgdo do angulo e as varias
solugdes apresentadas pelos matematicos ao longo do periodo helénico. A partir de um angulo
arbitrario, os gedmetras gregos tinham conhecimento de como construir um dngulo com o
dobro, triplo, etc. da amplitude do dngulo dado, isto €, sabiam como construir os multiplos de
um 4ngulo. O problema surge nos submultiplos: apesar de ter sido facil bissectar um &ngulo,
com o uso exclusivo da régua ndo graduada e compasso, 0 mesmo nao aconteceu na
trissecgdo de um angulo arbitrario. Os geometras gregos reduziram este problema a um outro
tipo de problema: um problema de construgdes por néusis. Pensa-se que este tipo de
construgbes eram ja conhecidas de Hipocrates no séc. V a.C.. Como veremos, algumas das
construgdes apresentadas tém por objectivo resolver esta néusis, como ¢ o caso da solugéo de
Nicomedes e de uma das solugdes apresentadas por Papo. No entanto, Arquimedes apresenta

uma solugdo para uma outra néusis, fundamentada por um dos resultados da sua obra Livro

dos Lemas.



O desenvolvimento da matematica na Antiga Grécia deve-se, também, ao
aparecimento de curvas, que ndo a recta e a circunferéncia, surgidas nas sucessivas tentativas
de resolucdo dos trés problemas classicos da geometria grega. E o caso da curva trissectriz de
Hipias, que é descrita por via cinematica e permite reduzir a multissecgdo de um angulo
agudo a multissecgio de um segmento de recta. Assim, ela pode ser usada para dividir um
angulo arbitrario em varias partes iguais e ndo apenas em trés partes. A espiral de Arquimedes
é exemplo de uma outra curva que pode ser utilizada para a multissec¢do de um &ngulo, em
particular, a trissec¢do. Arquimedes contribui ainda, embora néo directamente, com uma outra
solugio para a trissecgdo do angulo, alids uma das mais interessantes construgdes do tipo
néusis.

Nicomedes inventou uma curva, a concoide, com o intuito primordial de trissectar o
ingulo, mas contrariamente ao que se passa com a trissectriz de Hipias e a espiral de
Arquimedes, a solugdo de Nicomedes ndo permite reduzir a multissecgdo de um &ngulo a
multissecgiio de um segmento de recta. Segundo parece, Nicomedes inventou um instrumento
para construir a sua curva; no entanto, a concoide de Nicomedes tem um interesse muito mais
teorico do que pratico, visto que podemos mover uma régua marcada até que uma dada
posi¢do seja alcangada e, assim, obtemos a solugdo de Nicomedes.

O ultimo dos grandes geometras do periodo helénico foi Papo de Alexandria; a sua
obra Colecgdio Matematica sera uma referéncia ao longo de toda esta dissertagdo, ndo s6 no
que diz respeito 4 trissec¢do do dngulo mas também a duplicagdo do cubo. As solugdes para a
trissecgdo do angulo transmitidas por Papo, sem fazer referéncia aos autores ou as suas fontes,
fazem uso de conicas. Na primeira solugdo, Papo apresenta uma construgdo por néusis,
enquanto que a segunda é uma construgdo directa, sem o recurso a néusis, onde Papo utiliza
uma hipérbole de dois modos distintos.

O segundo capitulo ser4 integralmente dedicado ao problema da duplicagdo do cubo e
as solugdes apresentadas pelos matematicos ao longo do periodo helénico. Que melhor
motivagdo para estudar historia da matematica do que uma lenda? Conta-se que depois de
uma época de esplendor politico e cultural, a ilha de Delos foi assolada por uma peste que
assombrava a Grécia. De modo a combater a peste, o oraculo propds aos habitantes que fosse
construido um altar com o volume duplo daquele que existia em forma cibica. Supuseram
que se duplicassem a aresta do altar teriam o problema resolvido; ficaram espantados quando,
efectivamente, obtiveram um altar cujo volume era oito vezes o volume do altar existente, 0

que constituiu um grande embarago para os gedmetras da €poca.



Na Antiga Grécia a matematica tinha um valor especulativo, era parte da filosofia e
ndo tinha uma intengdo pratica. O designio dos gedmetras gregos na resolugio deste problema
era chegar a solugdo por métodos planos, isto €, utilizar somente a régua ndo graduada e o
compasso. O primeiro contributo para a resolugdo do problema da duplicagdo do cubo € de
Hipocrates de Quios, que reduz este problema a um outro — a procura de dois meios
proporcionais entre a aresta do cubo dado e o seu dobro. A partir da contribuigdo de
Hipocrates todos os esforgos dos matematicos se voltaram para a procura dos dois meios
proporcionais em causa e, possivelmente, a ele se deve o nascimento do tdo conhecido
método de redugio.

Talvez possamos afirmar que os matematicos e filosofos gregos prepararam os
alicerces do edificio geométrico, gragas a sua capacidade visual. A solugdo apresentada por
Arquitas ¢ um bom exemplo desta conjectura, pois é uma solugdo de rara beleza
tridimensional, que envolve trés superficies de revolugdo. Pensa-se que um dos discipulos de
Arquitas, Eudoxo de Cnido, apresentou uma solugdo, possivelmente influenciada pela solugéo
do seu mestre, mas que infelizmente ndo chegou até nos.

Os matematicos gregos desenvolveram, largamente, a chamada algebra geométrica,
através de figuras geométricas simples e das respectivas areas. Menecmo tera sido o primeiro
a representar curvas por meio de equagdes, no entanto de um modo um pouco primitivo. A
solugio que Menecmo apresenta para encontrar 0os meios proporcionais, referidos por
Hipocrates, faz uso de curvas que se podem obter pela intersec¢io dum cone de base circular
com um plano. Pensa-se que foram as investigagdes efectuadas por Menecmo, para solucionar
o problema em estudo, que o levaram & descoberta das secgdes cOnicas.

Platdo criticava todas as construgdes que ndo fizessem uso exclusivo de raciocinios
geométricos, por estas desvirtuarem a beleza e a pureza da geometria. No entanto, € a ele
atribuida, talvez incorrectamente, uma solugéo para o problema da duplicaggo do cubo através
de um engenho mecdnico — o esquadro de Platdio — que faz uso de uma determinada
configuragio de tridngulos rectdngulos. Mas esta ndo é a unica solugdo conhecida através de
engenhos mecanicos; Eratostenes de Cirene construiu um engenho, com o intuito de resolver
este problema, do qual muito se orgulhava. Esse engenho, conhecido pelo nome de mesolabo,
tem como base uma configuragdo de triangulos semelhantes que deslizam sobrepondo-se,
permitindo construir os dois segmentos em propor¢do continua entre a aresta do cubo dado e
o seu dobro.

Os problemas classicos da geometria grega originaram um pretexto para estudar

curvas mais complexas que a recta e a circunferéncia. Além das conicas, ja anteriormente
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referidas, outra curva — a concoOide de Nicomedes — aparece associada ao problema da
duplicagdo do cubo, ou seja, ao problema dos dois meios proporcionais. Esta curva, exposta
por Nicomedes na sua obra Sobre as Linhas Concdides, € utilizada na duplicagdo do cubo e,
como ja referimos, na trissec¢do do angulo.

Uma outra solugdo por meio de uma curva, legada pelos gregos, faz uso da cissoide de
Diocles. A solugdo apresentada por este matematico parece ter influenciado outras solugdes,
nomeadamente, as solugdes de Esporo e Papo. Estas solugdes serdo apresentadas
simultaneamente, tendo em aten¢do que sdo, no essencial, a de Diocles; mas ao invés de
usarem a curva cissoéide, usam a manipulagdo de uma régua que devera atingir uma posigao
pretendida.

A principal fonte para o nosso conhecimento dos desenvolvimentos do problema da
duplicagdo do cubo € o legado de Eutdcio no seu comentario a obra de Arquimedes Da Esfera
e do Cilindro. As solugdes de Apolonio, Herdo e Fildo serdo também apresentadas em
simultineo, tendo em aten¢do que tém, em termos tedricos, o mesmo objectivo: a
determinagio de dois pontos numa posigao desejada.

Como ja referimos, todas as construgdes apresentadas apos o trabalho de Hipocrates
tém por objectivo encontrar os dois meios proporcionais a que Hipocrates se refere. Na
procura das solugdes para os problemas geomeétricos, os gedmetras gregos desenvolveram
uma técnica especial chamada “analise”, supunham o problema resolvido e depois
investigavam as propriedades e o processo utilizado nessa solugdo, raciocinando em sentido
inverso. A solugdo de Menecmo para o problema da duplicagdo do cubo, relatada por Eutocio
no seu comentario a obra de Arquimedes Da Fsfera e do Cilindro (cf. [E]; em [ver2], II, pp.
603-605), ¢ um exemplo dessa “analise”.

Nos FElementos de Euclides podemos encontrar varios problemas de construgdes
geométricas, cujas solugOes podem ser obtidas com o uso exclusivo da régua ndo graduada e
do compasso. Nao € o caso dos trés problemas classicos da geometria grega, alias Papo, no
prefacio ao livro IIT da sua Colecgdo Matemadtica, insinua que estes problemas talvez sejam
impossiveis de resolver com os instrumentos euclidianos.

A impossibilidade de resolugdo, com régua ndo graduada e compasso, destes dois
problemas classicos da geometria grega, so foi demonstrada no séc. XIX pelo matematico
francés Pierre Laurent Wantzel. A demonstragdo da impossibilidade deve-se ao facto de que
as unicas medidas que se podem obter nas constru¢des com régua ndo graduada e compasso,
sdo as que se podem obter através da adigdo, subtracgdo, multiplicagdo, divisdo e extrac¢do de

raizes quadradas a partir de nimeros naturais. Quer a trissec¢do do angulo quer a duplicagdo
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do cubo envolvem medidas que ndo podem ser construidas, unicamente, com régua néo
graduada e compasso.

No que concerne as referéncias bibliograficas, procuramos ser o mais abrangentes
possivel sobre o que se tem publicado acerca do conteudo deste texto, o qual esperamos que
possa contribuir para um melhor conhecimento de assuntos que fascinaram matematicos ao

longo dos tempos, em especial na Antiga Grécia.
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CAPITULO 1

TRISSECCAO DO ANGULO

1.1 PREAMBULO

Ha pelo menos dois aspectos em que o problema da trissec¢do do angulo (dividir um
angulo arbitrario, apenas com régua nao graduada e compasso, em trés partes iguais) difere
dos outros dois classicos problemas da geometria grega — a duplicagio do cubo e a quadratura
do circulo. Em primeiro lugar ndo existe nenhuma lenda que lhe esteja associada; em segundo
lugar, enquanto que ndo é possivel duplicar um cubo ou quadrar um circulo, com régua nio
graduada e compasso, por mais especiais que sejam os valores da aresta do cubo ou do raio do
circulo €, no entanto, possivel trissectar angulos de determinadas amplitudes. Por exemplo,
Papo indica, no Livro TV da sua Colec¢do Matemdtica (cf. [P], em [Ver3], I, p. 213), um

método muito simples para trissectar um angulo recto:

RREXXIX A
Mas se o angulo for recto, tomaremos uma recta BG sobre a
qual descreveremos o triangulo equilatero BDG e, dividindo o angulo
compreendido pelas rectas DB, BG em duas partes iguais, teremos o

angulo compreendido pelas rectas AB, BG dividido em trés partes

iguais.” B G
Nio ¢ conhecida a origem do problema da trissecgdo do angulo, mas € muito provavel
que tenha surgido no seguimento da construgdo de poligonos regulares. Por exemplo, para

construir um poligono regular de nove lados € necessario trissectar um dngulo de 120°.
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Além disso, podemos encontrar no Livro IV dos Elementos de Euclides construgdes
para inscrever numa circunferéncia poligonos regulares de trés, quatro, cinco e seis lados. Os
menores NUMEros para os quais os gedmetras gregos ndo conheciam uma construgdo exacta
eram os poligonos regulares de sete e de nove lados. Estes factos levam-nos a supor que a
construgdo de poligonos regulares foi um assunto que ocupou os matematicos na Antiga
Grécia, talvez incentivados pela descoberta da construgdo do pentdgono regular, pelos
Pitagoricos.

g provavel que o terceiro problema célebre — a trissecgdo do angulo — tenha também ocupado
a atengdo dos gedmetras neste periodo [o periodo do problema da duplicagdo do cubo]. Nao ha duvida
que os Egipcios conheciam como dividir um angulo ou o arco de um circulo, em duas partes iguais;
assim eles também deviam saber como dividir um angulo recto em trés iguais. Nos ja vimos, além do
mais, que a construgdo do pentagono regular era conhecida de Pitagoras e podemos inferir que ele
podia dividir um angulo recto em cinco partes. Deste modo, nessa altura, o problema da trissecgdo de
um qualquer angulo — ou o mais geral de dividir um angulo num qualquer numero de partes iguais —
podia surgir naturalmente.” ([All], p. 88).

No entanto, ndo sera de excluir a hipotese deste problema ter nascido como uma
extensdo natural da bissec¢do de um angulo (Elementos 1, 9), tarefa extremamente facil e
possivel de executar com régua nio graduada e compasso. A divisdo de um segmento de recta
em varias partes iguais, com os instrumentos euclidianos, € simples e podera, também, ter
levado ao problema da trissec¢do do dngulo, num esforgo de transpor para angulos o que era
possivel efectuar em segmentos de recta. ([H4], I, p. 235; [Ev], p. 137).

Tendo em atengdo o simples enunciado deste classico problema, dividir um dngulo em
trés partes iguais parecia ser uma tarefa trivial e, talvez por esse facto, tenha sido dificil de
aceitar, desde a Grécia classica até ao nosso século, que ndo era possivel encontrar uma
solugdo de acordo com os requisitos euclidianos. No entanto, ndo € um problema de tdo
simples resolugdo com poderia parecer a primeira vista. Howard Eves ([Ev], p. 136) escreve:

“Dos trés famosos problemas da Antiguidade, o da trissec¢do do angulo € destacadamente o
mais popular entre os ndo iniciados em matematica dos Estados Unidos hoje em dia. Todos os anos os
jornais de matematica e os membros da classe dos professores de matematica do pais recebem muitas

comunicagdes dos “trisseccionadores de angulos” e ndo é raro ler-se em jomais que alguém finalmente

resolveu o evasivo problema.”
E admiravel que um problema ja conhecido dos gedmetras gregos e cuja

impossibilidade de resolugdo (nas condigdes em que foi colocado), foi demonstrada no séc.
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XIX faga, ainda, correr tanta tinta’. Embora as palavras de Howard Eves tenham sido escritas
no ano de 1953; em Abril de 1999 John Conway, actualmente professor no Departamento de
Matematica da Universidade de Princeton, respondia a uma questdo colocada na Internet’
sobre uma possivel solugdo para o problema da trisseccdo do angulo. Alias, o proprio John
Conway afirmou-nos’: “(...) durante a minha actividade recebi e respondi a cerca de 50
pessoas que efectuaram tentativas da trissec¢do do angulo (...).” Em Janeiro de 2000, John
Conway responde a uma questio, no grupo de discussdo da Internet Geometry.college,
colocada por um céptico anénimo que ndo acredita que os matematicos tenham provado a
impossibilidade da trissecgio do angulo, uma vez que considera que a matemética e as
tecnologias € que ainda ndo evoluiram ao ponto de ser possivel tal trissecg@o.

Em 1987 surgiu uma obra®, inspirada em 4 Budget of Paradoxes de De Morgan, onde
um dos seus objectivos era desencorajar o aparecimento de frissecges. No entanto, tal
intencdo foi infrutifera, em 1993, nos Estados Unidos, é patenteado um instrumento para a
trissecgdo. Na segunda edi¢do dessa obra ([Du4], xvi), sob o novo titulo 7he Trisectors, o
autor escreve desesperadamente:

YOU CAN'T TRISECT ANGLES !
DON'T TRY !
Obviamente que o autor se refere a impossibilidade de trissec¢do unicamente com os

instrumentos euclidianos - régua ndo graduada e compasso.

Papo de Alexandria, no Livro IV da sua Colecgdo Matematica, afirma que os
gedmetras gregos foram incapazes de resolver o problema da trissec¢do do angulo usando
apenas métodos planos, isto €, utilizando unicamente linhas rectas e circunferéncias (no
fundo, régua ndo graduada e compasso), pelo facto do problema nio ser ‘plano’ mas sim
‘solido’. Acrescenta ainda que, como os primeiros gedmetras ndao estavam familiarizados com
as secgOes conicas, o problema ficou na incerteza. Apesar disso, mais tarde, executaram a
trissec¢do do angulo com a pfeciosa ajuda de o terem reduzido a um outro tipo de problema.
([P]; em [Ver3], pp. 209-210).

As tentativas para resolver o problema da trissec¢do do angulo foram muito frutiferas

" " . - ’ 9 ;-
ao contribuirem para o desenvolvimento da geometria. No periodo grego™ apareceram varias

> Em 1999 foi editado um livro intitulado New Theory of Trisection: Solved the Most Difficult Math Problem for
Centuries in the History of Mathematics. ([Che]).

® No MathForum, em http://forum.swarthmore.edu.

” Por e-mail em 18/01/2000.

® Dudley, U. (1987) — A Budget of Trisections, Springer-Verlag. New York.

® Estamos a considerar o periodo compreendido entre o séc. VI a.C. e 0 séc. Vd.C..
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solugdes para este classico problema que, obviamente, ndo estavam de acordo com os
requisitos de unicamente utilizar régua ndo graduada e compasso. E sobre estas construgdes,
que presentemente conhecemos, que ao longo deste capitulo nos vamos debrugar,
apresentando-as por uma possivel ordem cronologica. Mas antes, comecemos por analisar a
redugio do problema da trissec¢do do dngulo a um outro problema, redugdo esta de extrema

importancia, tendo em atengdo que permitiu o aparecimento de novas técnicas geométricas.
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1.2 A TRISSECCAO DO ANGULO REDUZIDA A UM OUTRO PROBLEMA

Como anteriormente referimos, foi de extrema importancia A
a redu¢do do problema da trissecgdo do angulo a um outro
problema; vejamos qual.

Consideremos um qualquer angulo ABC, que pretendemos

B G

trissectar. Basta-nos pensar num angulo agudo, pois no caso de um
angulo recto € possivel trissecta-lo com régua nio graduada e compasso, recorrendo a um
tridngulo equilatero (cf. p. 13); quanto a um dngulo obtuso, podemos decompd-lo na soma de
um angulo recto com um angulo agudo. Papo indica estes dois casos como corolarios da
proposigdo 32 do Livro IV da sua Colec¢do Matematica (cf. [P]; em [Ver3], I, pp. 213-214).
Voltemos entdo ao caso do angulo agudo. Sejam, de acordo com a figura seguinte, BA

e BC os lados que determinam o angulo que pretendemos trissectar.

Pelo ponto 4 dum dos lados, tiram-se uma paralela e uma perpendicular ao outro lado.
O segmento DE ¢ inserido entre estas duas rectas de modo a que o seu comprimento seja
duplo do comprimento do segmento AB e, ainda, de tal modo que o ponto B, vértice do angulo
a trissectar, esteja no seu prolongamento. Entdo, o angulo DBC ¢ a terca parte do angulo ABC.

Justifiquemos, agora, que o angulo ABC é trissectado pelo recta BD. Marquemos H, o
ponto médio do segmento DE, e unamos os pontos 4 e H.

Tendo em atengdo que a recta DFE intersecta as rectas paralelas AX e BC, com base em
Elementos 1, 29, podemos afirmar que os angulos alternos internos HFEA e DBC sio
geometricamente iguais. Por outro lado, o dngulo FA4D, visto que € recto, pode ser inscrito
numa semicircunferéncia de diametro DE e centro no ponto / — a tracejado na figura seguinte.
Assim, visto que por construgdo os segmentos Y e HA s@o iguais, o triangulo AHE ¢
isOsceles e, portanto (Flementos 1, 5) os angulos FAH e HEA sdo iguais. Tendo em atengdo

que, DE tem o dobro do comprimento de BA, H é o ponto médio de DE e que AB € igual a
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AH, chegamos a conclusdo que o tridngulo ABH ¢ isosceles, portanto (Elementos 1, 5) os

angulos ABH e BHA sio iguais.

Como o angulo BHA é um angulo externo ao tridngulo AHE, por Elementos 1, 32,
podemos afirmar que o dngulo BHA ¢ igual a soma dos angulos internos opostos, EAH e HEA.
Mais, o dngulo BHA € o dobro do angulo HEA (ou do angulo £AH) e como o angulo ABD ¢
igual ao angulo BHA temos que o angulo DBC ¢ metade do angulo ABD e, finalmente, que o
angulo DBC é a terga parte do angulo ABC.

Pelo que acima foi exposto, o problema da trissec¢do dum angulo agudo fica resolvido
se soubermos inserir o segmento DFE (duplo de BA) entre as rectas A e AE e apontado para o
ponto B. Assim, ao depararmo-nos com o problema da trissec¢do do dngulo, reduzimo-lo a
um outro problema, que os geometras gregos designaram por problema de construgdo por
néusis'® — a insergdo dum segmento de recta de comprimento pré-definido entre duas curvas,
de modo a que um ponto fixo se encontre ou nesse segmento ou no seu prolongamento.

“Julga-se que este modo [pela construgido por néusis] de trissectar um angulo [descrito por
Papo na proposigdo Colecgdo Matematica 1V, 32] seja muitos séculos mais antigo do que Papo pois, ja
no século V a.C., Hipocrates de Quios fizera uso duma construgdo por méusis, num argumento bem
mais complexo do que o da trissecgdo do angulo.” ([ESQSC], p. 281).

Uma questdo que agora se coloca € saber como efectuar esta construg@o por néusis, a
qual ndo pode ser efectuada apenas com régua ndo graduada e compasso. Alids Thomas Heath
([H4], I, pp. 237-238) mostra que a solugdo desta construgdo por néusis € equivalente a
solugdo de uma equagdo cibica''. No entanto, existem construgdes por néusis que podem ser

resolvidas apenas com régua ndo graduada e compasso, como afirma Carlos Sa ([S], p. 4):

'° Do verbo grego neuein, que significa apontar.
"' Mais tarde veremos quais sio as equagdes algébricas passiveis de solugdo com régua ndo graduada e
compasso.
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“A primeira ocorréncia historica conhecida duma construgdo por néusis data do século V a.C
(a construgdo da terceira linula de Hipocrates de Quios) e pode na verdade ser levada a cabo apenas
com régua e compasso (..). Em geral, contudo, as constru¢des por néusis ndo sdo redutiveis a
construgdes com régua e compasso.

Entdo, como efectuar esta construgdo por néusis? A primeira ideia que nos surge €
utilizar uma régua graduada e ajustd-la do modo pretendido. Mas, obviamente, os
desenvolvimentos dos matematicos néo se ficaram por esta resposta.

“Descobriram-se varias curvas planas superiores que resolvem o problema de néusis ao qual o

problema da trissec¢do pode ser reduzido. Uma das mais antigas é a concoide mnventada por
Nicomedes (c. 240 a.C.).

(... _

Pode-se trisseccionar um angulo genérico com a ajuda de uma conica. Os gregos antigos nao
tinham suficiente familiaridade com as conicas para levar isso a efeito, e a mais antiga demonstragao
nesses moldes foi dada por Papo (c. 300 d.C.) usando a propriedade foco-directriz das conicas. (...).

Ha curvas transcendentes (ndo algébricas) que ndo so trisseccionam um angulo dado como,
mais geralmente, multisseccionam-no num numero qualquer de partes. De entre essas curvas estdo a
quadratiz, inventada por Hipias (c. 425 a.C.) e a espiral de Arquimedes.” ([Ev], pp. 137-138).

A Colecgdo Matemdtica de Papo ¢ uma fonte riquissima de informagdo sobre os
desenvolvimentos das solugbes para o problema da trissecgdo do dngulo na Antiga Grécia. A
primeira solu¢do apresentada por Papo faz uso de uma construgdo por néusis cuja solugdo
envolve o uso de uma hipérbole, como mais tarde veremos.

A redugio do problema da trissec¢do do dngulo a um problema de inclinagdo, isto €, a
um problema de néusis, deve ter sido de extrema importdncia para os gedmetras gregos. De
facto, embora ndo seja possivel encontrar uma solugdo com régua nio graduada e compasso, €
extremamente facil de executar a construgdo com outros instrumentos mecanicos, como por
exemplo uma régua graduada onde se marca a medida pretendida. Assim, estava encontrado
um novo caminho de investigagdo, embora ndo o unico, pois como veremos € possivel
encontrar solugdes sem recorrer a construgdes por néusis.

Em termos praticos pouco mais havia a fazer, tendo em atengdo que era possivel |
mecanicamente encontrar solugdes para a trissec¢do do dngulo. Mas de um ponto de vista
puramente matematico os gregos ndo estavam, em geral, satisfeitos com as solugdes
mecénicas. E de ter presente as criticas de Platdo as solugdes que desvirtuassem o caracter

ideal da geometria e, por consequéncia, a sua pureza e a sua beleza.
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1.3 A SOLUCAO ATRIBUIDA A HIPIAS

O nome de Hipias de Elis, geoémetra do séc. V a.C,, ficou marcado na histéria das
matematicas principalmente pela sua contribuigdo com uma solugdo para o problema da
trissec¢do do angulo.

Papo de Alexandria no livro IV da sua Colecgdo Matematica descreve uma das mais
antigas curvas da matematica, talvez a primeira depois da recta e da circunferéncia. A
descrigdo dada por Papo sobre a principal propriedade desta curva torna bastante admissivel
que esta tenha sido inventada durante as tentativas de trissec¢do do angulo. Esta curva foi
posteriormente usada por Dindstrato para a quadratura do circulo e como tal ¢ chamada umas
vezes frissectriz, outras vezes quadratiz.

“(..) a quadratriz foi inventada, provavelmente por Hipias de Elis, com o objectivo de
trissectar o dngulo e foi originalmente empregada neste proposito; posteriormente Dindstrato usou a
curva para a quadratura do circulo e é dai que deriva o seu nome.” ([All], p. 191).

Tendo em ateng¢do que a curva aparece na historia da matematica pela primeira vez
como uma curva que permite trissectar o dngulo, isto €, uma curva trissectriz, e associada ao
nome do matematico Hipias de Elis, vamos optar pelo nome de frissectriz de Hipias.

Papo descreve o processo de construgdo desta curva que, ao que parece, foi a primeira
a ser definida por via cinematica, tendo-se imaginado, desde essa época, instrumentos
mecanicos para a tragar. ([V], pp. 194-195).

Seguidamente apresentamos a imagem de um mecanismo para desenhar a trissectriz
de Hipias, obtida no site do Museu Universitario de Historia Natural e da Instrumentagdo

Cientifica da Universidade de Modena e Reggio Emilia, Italia.

Imagem obtida em htip./www.museo. unimo.ittheatrum/macchine/1550gg.htm
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Papo comega por se referir a curva do seguinte modo (cf. [P]; em [Ver3], I, pp. 191-
192):

“Uma linha que toma o nome da sua propria propriedade foi adoptada por Dinostrato,
Nicomedes e certos outros autores recentes para efectuar a quadratura do circulo, chamaram-lhe
quadratriz e eis 0 modo como ¢ gerada.”

Papo exprime, de uma maneira um pouco confusa, os movimentos que vao gerar a
curva. O processo de construgdo da curva ¢ cinematico, pois a curva ¢ obtida pelos pontos que
~sdo a interseccdo de dois segmentos de recta em movimento uniforme. Podemos descrever a
sua construcdo do seguinte modo:

1. sejaum quadrado BB'C'C, de acordo com a figura seguinte;

2. constroi-se uma linha m, paralela ao lado B'C’ e que gradualmente desce, a uma

velocidade constante, desde a sua posic¢do inicial — que € coincidente com o lado
B'C’ — até coincidir com o lado BC;
3. ao mesmo tempo, o lado BB’ roda em torno do ponto B, com movimento circular

uniforme, desde a posigdo inicial BB" até a posi¢do final coincidente com o lado

BC.
B \\\ C’
. E
Y
m PA A
(= \ 0
B C

Ambos os movimentos acima descritos comegam e terminam simultaneamente e tém
velocidades constantes. Enquanto se deslocam, as duas rectas intersectam-se num
determinado ponto, 4, ponto esse que descreve a trissectriz de Hipias. |

Do modo como foram considerados os movimentos anteriores podemos afirmar que a
distancia percorrida pelo lado B'C” é proporcional ao tempo gasto no seu percurso. Do
mesmo modo, a amplitude do arco determinado na circunferéncia de centro B e raio BB’ €
proporcional ao tempo percorrido no percurso circular deste raio. Assim, existe
proporcionalidade entre a distdncia rectilinea percorrida pelo lado B'C” e a amplitude angular

percorrida pelo lado BB'. Ou seja, em todas as posi¢des do ponto A, a condigéo
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BB arcBC , .
B weEC ¢ verificada.

Ora, como afirma Carlos Sa ([ESQSC], p. 285):

“(...) é justamente devido a esta propriedade que a curva de Hipias permite reduzir todas as
questdes de proporcionalidade entre angulos a questdes analogas entre segmentos de recta e, em
particular, permite reduzir a trissec¢do dum dado angulo a trissecgdo dum segmento de recta.”

Como a trissecgdo de um segmento de recta, com régua ndo graduada e compasso, era
conhecida dos gedmetras gregos, esta assim justificada a importédncia da curva de Hipias para
o problema da trissecgdo do dngulo. E de salientar que a curva aqui exposta permite dividir
um angulo num qualquer numero de partes, desde que a razdo em causa possa ser expressa em
termos de segmentos de recta.

Com ja referimos, esta curva € também utilizada na quadratura do circulo. No entanto,
Esporo de Nicea (séc. ITI d.C.) criticou a utilizagdo da quadratiz como um método pratico para
a quadratura do circulo, nomeadamente em duas vertentes: por um lado, afirma que a curva s6
se consegue construir quando sabemos sincronizar as velocidades, isto €, quando conhecemos
a relagdo entre o perimetro do circulo e o seu didmetro (se assim fosse tinhamos o problema
da quadratura do circulo resolvido'?); por outro lado, o ponto que procuramos para a
quadratura do circulo, quando as duas rectas se intersectam no Gltimo momento, ndo existe
(ndo se define). ([T4], pp. 10-11; [P] em [Ver3], I, pp. 193-197; [All], p. 184).

Enquanto que a segunda critica apresentada por Esporo nio se aplica ao nosso caso — a

trissec¢do do dngulo - ja quanto a primeira nao podemos dizer o mesmo.

Vamos entdo agora trissectar um angulo agudo ABC utilizando a trissectriz de Hipias.
Comece-se por construir um quadrado BB 'C’C, a partir do lado BC do angulo ABC.

Construa-se a curva trissectriz de Hipias e designemos por A (sem perda de
generalidade) o ponto de intersec¢do de um dos lados do angulo ABC com a curva. Por 4,
trace-se uma paralela a B'C" e designe-se por P o ponto de intersec¢do dessa paralela com o
segmento BB " .

Trissecte-se o segmento BP (a trissecgdao de um segmento € possivel com régua nio
graduada e compasso), sendo BR a sua terga parte. Por R trace-se uma outra paralela aBC'e
designe-se por L o ponto de intersec¢do dessa paralela com a trissectriz de Hipias. Assim, o

angulo LBC ¢ a terga parte angulo ABC.

12 Pois era conhecido o valor de pi.
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Provemos, agora, tal facto. Comecemos, de acordo com a figura anterior, por designar
por £ e N os pontos de intersecgdo do arco B'C com as rectas B4 e BL e por T'e § os pontos
de intersec¢do do lado CC’ (do quadrado) com as rectas PA e RL, respectivamente.

Note-se que PT e BE se intersectam num ponto da trissectriz, 4, e que RS e BN se
intersectam num outro ponto da trissectriz, L.

Pelas propriedades da curva trissectriz de Hipias, € valida a seguinte relagdo

BP _arcoEC _ ZABC ou seia BP _£ABC
BR arcoNC 2LBC >V BR™ ZIBC

Mas, como o segmento de recta BR € a terca parte do segmento de recta BP, também o
angulo LBC ¢ a terga parte do angulo ABC. Mais ainda, tendo em atengdo que se reduziu uma
questio de proporcionalidade entre angulos a uma questio de proporcionalidade entre
segmentos de recta, a curva trissectriz de Hipias permite reduzir a multissecgéo de um angulo
agudo a multissec¢do de um segmento de recta.

Observe-se que, embora seja possivel construir, com régua nao graduada e compasso,
alguns pontos da curva trissectriz de Hipias, ndo € possivel desenhar a curva na sua totalidade,
com o uso apenas dos instrumentos euclidianos. Continuamos, assim, sem uma solugdo para o

problema de acordo com as regras de resolug@o inicialmente impostas.
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1.4 A CONTRIBUICAO DE ARQUIMEDES

Arquimedes de Siracusa foi um célebre gedometra do século 111 a.C., e um dos maiores
matematicos de todos os tempos. Embora nao se conhegam construgdes directamente a ele
atribuidas para a solugdo do problema da trissecgdo do angulo, pelo menos dois dos seus
trabalhos indicam solugdes para o referido problema: a proposi¢ao 8 do Livro dos Lemas e a
curva espiral definida na obra Acerca das Espirais.

Wilbur Knorr afirma que a proposi¢do 8 do Livro dos Lemas ndo € uma solugao
directa do problema da trissec¢gdo do dngulo, mas antes um lema apropriado a sua sintese,
sendo este problema de néusis do mesmo tipo daqueles que encontramos em varias
proposi¢des da obra Acerca das Espirais. Tendo em ateng@o a proposi¢do em causa, a solugio
da trissec¢@o do dngulo reduz-se a inser¢do de um comprimento dado, o raio do circulo, entre
o circulo e uma determinada recta — a extensdo do seu didmetro. As descobertas que foram
feitas relativamente ao heptagono e as espirais tornam claro que Arquimedes deve ter
planeado uma construgdo desta configuragdo. ([Knl], p. 185). Infelizmente muitos dos
trabalhos de Arquimedes ndo chegaram até nos; refira-se, como exemplo, O Método que
esteve perdido desde os primeiros séculos da nossa era até a sua redescoberta em 1906.

“Arquimedes, como os seus predecessores, foi atraido pelos trés famosos problemas de
geometria, e a bem conhecida espiral de Arquimedes formeceu solugdes para dois deles (ndo, € claro,
s6 com régua nido graduada e compasso).” ([Boy], p. 93).

Embora nada tenha chegado até nos sobre o interesse directo de Arquimedes pelo
problema da trissec¢do do angulo, sendo este um problema tdo famoso na época € de
estranhar que Arquimedes ndo lhe tenha dado uma especial ateng@o. Sobretudo, porque
utilizou construgdes por néusis em varias proposi¢Ses na sua obra Acerca das Espirais e,
provavelmente, nessa época ja era conhecida a reducdo do problema da trissecgdo do angulo a
uma construgdo por néusis.

De facto, em varias proposi¢des da obra Acerca das Espirais, Arquimedes refere
construgdes por néusis, as quais assume como possiveis sem qualquer explicagdo, o que nos
leva a pensar que as constru¢es por néusis eram muito familiares aos matematicos da época.
Em termos de teoria matematica a maior parte das construgdes por néusis dos gregos
requerem o uso de conicas ou curvas de grau superior a dois. ([CI2], p. 91).

A influéncia da contribuigdo de Arquimedes ndo se restringiu a sua época. Ainda
segundo Knorr, certas modificagdes no diagrama de Arquimedes para a trissecgdo do angulo.

por meio de uma construgdo por néusis levam a construgbes alternativas importantes nos
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escritos de gedmetras posteriores. Uma dessas variantes € um dos trés métodos, de autor(es)
desconhecido(s), transmitidos por Papo na sua Colecgdo Matemadtica. ((Knl], pp. 186-187).

“Q livro dos Lemas ndo se preservou no original grego mas em tradugdo arabe, que depois foi
por sua vez traduzida para o latim. (Por isso frequentemente é designado pelo seu titulo em latim Liber
assumptorum.) Na verdade, a obra que chegou em latim até nds ndo pode ser genuinamente a de
Arquimedes, pois o seu nome € varias vezes citado no texto. No entanto, mesmo que ndo seja sendo
uma misceldnea de teoremas que os arabes atribuiram a Arquimedes, a obra provavelmente €, em
substancia, auténtica.” ([Boy], p.98).

Embora existam dividas se o Livro dos Lemas foi efectivamente composto por
Arquimedes, Heiberg e Thomas Heath consideram razoavel que a proposi¢do 8 seja devida a
Arquimedes, visto que a néusis ai envolvida é muito parecida com as néusis assumidas como
possiveis nas proposigdes VI e VII em Acerca das Espirais. ([Cl1], 1, p. 67). Segundo
parece," a tradugdo feita pelos Arabes originou vérias solugSes para o problema da trissecgio
do angulo, apresentadas por matematicos Arabes.

Vejamos entdo o que diz a proposigdo 8, do Livro dos Lemas, donde podemos deduzir
uma constru¢do para a solugdo do problema da trissecgdo do dngulo, reduzindo-o a um

problema de néusis:

“Proposigao 8.

Se AB for qualquer corda num circulo de centro

0, e se AB for prolongada até C de modo a que BC seja
igual ao raio; se por outro lado CO intersectar o circulo
em D e for prolongado de modo a intersectar o circulo
uma segunda vez em F, o arco AL sera igual a trés vezes

oarco BD.” ([Ar1]; em [H1], p. 309).

Como facilmente nos apercebemos, esta proposi¢do, pelo facto de relacionar arcos e
dngulos, fornece-nos um método para reduzir a trissec¢do de um qualquer arco (e, deste
modo, de um qualquer dngulo), a um problema de construgio por néusis. Assim, para
trissectar o arco AE, e considerando £OD o didgmetro da circunferéncia de centro O, a partir

de A tragamos a corda AB e prolongamo-la de modo a encontrar o prolongamento de EOD em

13 Tendo em conta o capitulo 8 — Angle Trisections in Pappus and Arabic Parallels — do livro de Wilbur Richard
Knorr, Textual Studies in Ancient and Medieval Geometry, ([Kn2]).
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C, com o cuidado de BC ser igual ao raio da circunferéncia. Entdo, o arco BD ¢ a terga parte
do arco AL

Na obra Acerca das Espirais, Arquimedes precede a proposi¢do 12 de sete definigdes
relacionadas com a espiral — define alguns dos elementos da referida curva, como sejam a
origem da espiral, a recta inicial, etc. Define a curva espiral do seguinte modo:

“Se uma linha recta for desenhada num plano e se, permanecendo fixa uma das suas
extremidades, ela girar com uma velocidade uniforme um numero qualquer de vezes até retornar a
posigdo de que partiu e se, além disso, durante esta rotagdo da linha recta, um ponto se mover sobre a
recta com uma velocidade uniforme a partir da extremidade fixa, o ponto descrevera uma espiral no
plano.” ([Ar2]; em [Ver2], I, p. 261).

Arquimedes trocou alguma correspondéncia com Conon'* sobre varios assuntos em
aberto. De uma carta enviada por Arquimedes a Dositeu, a qual serve de prefacio a obra
Acerca das Espirais (cf. [Ar2];, em [ver2], L, p. 239), podemos inferir que Arquimedes enviou
os enunciados de alguns teoremas a Conon, mas este ndo chegou a demonstra-los antes da sua
morte. Foi Arquimedes quem, em primeiro lugar, fez um estudo aprofundado das

propriedades da curva espiral, e assim se entende o facto desta espiral ser conhecida pelo

nome de Espiral de Arquimedes. ([V], p. 353; [Ar2] em [Ver2], I, p. 239).

“Q estudo que Arquimedes fez da espiral, curva que ele atribuiu ao seu amigo Conon (...), era
parte da busca de solugdes dos trés problemas famosos. A curva presta-se tdo bem a subdivisdes de
angulos que pode bem ter sido inventada por Conon para esse fim. Como no caso da quadratiz, porém,
ela também serve para quadrar o circulo, como Arquimedes demonstrou.” ([Boy], p. 94).

Na proposigao 14, Arquimedes apresenta um resultado que contribui para a construgdo

de uma solugdo para o problema da trissec¢éo do angulo, pelo uso da espiral:

“Proposigao XIV
Se, a partir da origem da espiral, se tragarem duas
linhas rectas até encontrarem a primeira volta da espiral, e se
se prolongarem até encontrarem a circunferéncia do primeiro

circulo”, as linhas tragadas até a espiral terdo entre si a

mesma razdo que os arcos da circunferéncia entre a
extremidade da espiral e as extremidades das rectas
prolongadas até encontrarem a circunferéncia, sendo os arcos

medidos para a frente a partir da extremidade da espiral.

Seja ABI'AE® a primeira volta da espiral, seja 4 a

! Conon de Samos, matemético e astrénomo do séc. 11T a.C..
!> A terminologia técnica sera definida mais adiante, consoante for necessério.
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origem da espiral, seja @4 a recta inicial, seja @KH o primeiro circulo, e a partir do ponto 4 tracem-se
AE, AA até encontrarem a espiral e prolonguem-se até encontrarem a circunferéncia do circulo em Z,
H. Quer provar-se que AE esta para AA assim como ao arco ©@KZ esta para o arco @KH.

Quando a recta 4® gira, é claro que o ponto @ se move uniformemente em tomo da
circunferéncia @KH do circulo, enquanto que o ponto A, que se move ao longo da linha recta, percorre
a linha A@. O ponto @, que se move em tomo da circunferéncia do circulo, percorre o arco GKZ
enquanto A percorre a linha recta AE; além disso, o ponto 4 percorre a linha recta 44 ao mesmo tempo
que @ percorre o arco @KH, movendo-se cada um deles uniformemente; portanto, é claro que AK esta
para AA assim como o arco @KZ esta para o arco @KH.” ([Ar2]; em [Ver2], I, pp. 263-264).

Nesta proposi¢do Arquimedes afirma que se A e E sdo dois pontos da espiral de
origem A, entdo AE esta para AA assim como o arco @KZ esta para o arco @KH, propriedade
esta que, como veremos, sera fundamental para construir uma solugdo para o problema da

trissec¢do do angulo.
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1.4.1 A SOLUCAO DO PROBLEMA DE NEUSIS

‘ Considere-se o angulo agudo ABC o qual pretendemos trissectar. Construa-se uma
circunferéncia de centro B e raio r (arbitrario), intersectando os lados do angulo nos pontos 4
e (. O segmento de recta D, de comprimento igual ao raio r, € inserido entre a recta (5 e a
circunferéncia, de tal modo que o ponto A esteja no seu prolongamento. Tracemos uma recta
paralela a AF, que passe pelo ponto B, intersectando a circunferéncia num ponto que vamos

designar por (7. Assim, o dngulo GBC ¢ a terga parte do angulo ABC.

Provemos, agora, tal facto, provando que o angulo ABG ¢ o dobro do angulo GBC.

Pelo paralelismo das rectas BG e I'4 e pela proposigdo Elementos 1, 29, podemos tirar duas

conclusoes. Por um lado, os angulos GBC e DB sao iguais, por serem angulos
correspondentes no sistema das rectas paralelas cortadas pela transversal //B. Por outro, os
angulos BAF e ABG sdo iguais, por serem angulos alternos internos no sistema das mesmas

paralelas cortadas pela transversal AB.

Tendo em atengdo que FD, DB e AB sdo iguais, os tridngulos BAD e FBD sdo isosceles, assim

(Llementos 1, 5), vem que os angulos DI'B e [LBD s@o iguais, e de igual modo sio iguais os
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angulos BAD e ADB. Note-se que ADB ¢ um angulo externo ao tnangulo FBD e, por
Elementos 1, 32, podemos concluir que o adngulo ADB ¢ igual a soma dos angulos internos
opostos, FBD e DFB. Mas, tendo em atengdo que o dngulo #BD ¢ igual ao angulo DFB,
podemos afirmar que o dngulo BAD (que ¢ igual ao angulo ADB) € o dobro do angulo DB,
ou seja, o angulo ABG ¢é o dobro do dngulo GBC. Tinhamos visto atras que o dngulo DFB era
igual ao angulo GBC, logo provamos o que pretendiamos, isto €, que o angulo ABG € o dobro
do angulo GBC.

Embora se possa afirmar que temos uma solugdo para o problema da trissecgdo do
angulo, o segmento de recta em causa nio pode ser inserido apenas com régua ndo graduada e
compasso. Segundo parece, Arquimedes ndo apresentou um processo para inserir o segmento
FD; no entanto, podemos mover adequadamente uma régua com duas marcas (cuja distancia
seja 0 comprimento do segmento /) de modo a inserir tal segmento. Mas, obviamente, esse
ndo € o unico caminho, pois foram inventados instrumentos mecénicos que permitem resolver
esta néusis.

Um possivel mecanismo consiste em duas barras iguais DB e DF’, articuladas em D.
A extremidade, B, da primeira barra € fixa num ponto de uma terceira barra /*C, de modo a
que DB=BC. A extremidade F* desliza numa ranhura da barra FC. A fotografia seguinte
representa um mecanismo, construido em madeira e metal, propositadamente para esta
dissertagdo, e com o qual é possivel trissectar um qualquer angulo, de acordo com o ‘método

de Arquimedes’.
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Utilizando este mecanismo podemos trissectar o dngulo agudo como ilustra o seguinte

esquemals, onde o angulo o € a terca parte do dngulo f:

=

Presentemente, com o software dindmico The Geometer's Skechpad, € possivel
resolver esta néusis do seguinte modo: se ABC for o angulo que pretendemos trissectar,
construimos uma circunferéncia de centro B e raio r (arbitrario) e intersectando os lados do
angulo nos pontos 4 e C. Desenhamos uma semi-recta, arbitraria, partindo de 4 e
intersectando a circunferéncia em /). Com centro em /) e raio B construimos uma nova
circunferéncia (a azul tracejado na figura). A semi-recta A/ vai intersectar esta nova
circunferéncia num ponto que vamos designar por F. Arrastemos o ponto [) ao longo da
circunferéncia inicial de modo a que o ponto / intersecte a recta CB. Assim, o angulo DFB ¢

a terga parte do angulo ABC."

'® Ideia retirada da obra The Historical Roots of Elementary Mathematics, ([BJB], p. 105).
"7 Uma construgio dinimica em JavaSkechpad, elaborada a proposito para esta dissertagdo, pode ser manuseada
em http://www.prof2000.pt/users/miguel/mest/tese 1. him .
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1.4.2 O USO DA ESPIRAL DE ARQUIMEDES

O que caracteriza o uso da espiral de Arquimedes
para trissectar o angulo, ¢ o facto da distancia entre a origem
da espiral's, B, e o ponto sobre a espiral, 4, na figura abaixo,
ser proporcional ao angulo cujos lados sdo a recta inicial'® e
a recta BA. Isto €, a ideia para a trissec¢do advém (como no
caso da curva trissectriz de Hipias) da proporcionalidade

entre uma distdncia em linha recta e uma medida angular.

Quer isto dizer que, tendo em atengdo que se reduziu uma

questdo de proporcionalidade entre dngulos a uma questdo

de proporcionalidade entre segmentos de recta, a curva espiral de Arquimedes permite reduzir

a multissec¢do de um dngulo a multissec¢do de um segmento de recta. No nosso caso

particular, para trissectar o dngulo apenas necessitamos de trissectar um segmento de recta.
Como ja referimos, este método para trissectar um angulo € uma consequéncia

imediata da proposi¢do 14 de Acerca das Espirais. O que Arquimedes afirma nesta

proposi¢io é que se D e A sdo dois pontos da espiral (no primeiro circulo™) entdo BD esta

para BA como o arco FD esta para o arco FFE.

'® Arquimedes define a origem da espiral como sendo a extremidade da recta que permanece imével enquanto a
recta gira (cf. defini¢do II: [Ar2]; em [Ver2], 1, p. 261).

2 Arquimedes chama recta inicial da revolugdo a posicdo a partir da qual a recta comega a girar (cf. definigio
III: [Ar2]; em [Ver2], L, p. 261).

* Arquimedes define o primeiro circulo como o circulo descrito em torno do ponto origem da espiral com o raio
igual ao segmento de recta que o ponto mével percorre durante a primeira revolucdo (cf. defini¢fo III: [Ar2]; em
[Ver2l, 1, p. 261).
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De facto, dado o angulo agudo ABC, que pretendemos trissectar, construa-se a espiral
de Arquimedes cuja origem é o vértice do angulo em causa, isto €, o ponto B, fazendo
coincidir um dos lados do angulo, digamos o lado BC, com a recta inicial e intersectando a
espiral o outro lado do angulo, o lado B4, no ponto 4. Como o nosso objectivo € trissectar o
angulo, vamos entdo trissectar o segmento AB, operagdo esta que € possivel executar com

recta ndo graduada e compasso (consequéncia de Llementos VI, 2). Designemos por £ o
1 , : e i
ponto de BA tal que BE = EBA . Com centro no ponto B, construimos a circunferéncia de raio

BE, a qual vai intersectar a espiral de Arquimedes no ponto D. Assim, o dngulo DBF € a terga
parte do dngulo ABC.

Provemos agora que o angulo DBF ¢é efectivamente a terga parte do angulo dado ABC.
Ora, o fundamental da espiral é relacionar o cumprimento do segmento de recta, que vamos
designar por o, com o angulo gerado pelo segmento de recta a partir da sua posi¢@o inicial, 0
qual vamos designar por @, ou seja, em coordenadas polares p=4k6, com ke R’

Como A e D sio dois pontos da espiral vem que BA=k6 e BD=k®,, considerando &

a amplitude do angulo 4BC e @, a amplitude do &ngulo DBC. Mas, pelo modo como foi
construido o ponto £, temos que BA=3BE=3BD donde k@ =3k0,, logo 8, :g, isto €, o

angulo BDC é a terga parte do angulo ABC.

Repare-se que, se pretendermos uma outra divisdo do angulo ABC, o processo €
analogo. Por exemplo, se pretendermos sete quintos do angulo ABC, basta considerar,
analogamente, sete quintos do segmento B4. No entanto, néo € possivel construir a espiral de

Arquimedes com régua nio graduada e compasso.
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1.5 A CONCOIDE DE NICOMEDES A RESOLVER UMA CONSTRUCAO POR
NEUSIS

Segundo parece, Nicomedes inventou a concdide (curva em forma de concha), para
resolver quer o problema da trissec¢do do angulo quer o problema da duplicagdo do cubo.

“Varios comentadores antigos relacionam Nicomedes (séculos II-III d.C.) com a invengdo da
concoide. Os mais importantes sdo Papo de Alexandria (séculos III-IV d.C.), Proclo de Licia (século V
d.C.) e Eutécio de Ascalon (século VI d.C.).” ([S], p. 4).

Ao acreditar nas afirmagdes de Proclo, ao comentar a proposig¢do de Euclides relativa a
bissecgdo do angulo (FElementos 1, 9) na sua obra Comentdrio ao Primeiro Livro dos
Elementos de Euclides, (cf. [Pr]; em [Verl], p. 233), o problema da trissecgdo do angulo deu
origem 4 invengdo de mais uma nova curva — a concoide.

No livro IV da Colecgdo Matemadtica, Papo da a definicdo de concdide e enuncia
algumas das suas propriedades estabelecidas por Nicomedes e na proposigdo 23 explica como
se pode utilizar a concoide para efectuar certa construgdo por néusis, apresentando de seguida
a solug@o de Nicomedes para o problema da duplicagdo do cubo.

Papo afirma®' (cf. [P]; em [Ver3], I, p. 187) que a concdide se pode descrever com
toda a facilidade mecanicamente por um aparelho simples que Nicomedes imaginou. E
ilustrativa a seguinte imagem, de um mecanismo para desenhar a concoide de uma recta,
obtida no site do Museu Universitario de Historia Natural e da Instrumentagdo Cientifica da

Universidade de Modena e Reggio Emilia, Italia.

Imagem obtida em hitp:/Avww. museo.unimo.itlabmat/nicomin.htm

* Eutécio, nos seus Comentdrios ao tratado Da Esfera e do Cilindro de Arquimedes, da-nos informagdes na
mesma linha que Papo, mas frequentemente mais pormenorizadas. Refere um livro de Nicomedes chamado
Acerca das Linhas Concoides, no qual o autor definia a curva e descrevia um tremalho para a desenhar. ([S]. p.
4).

33


http://www.museo.unimo.it/labmat/nicomin.htm

Comecemos por definir a concoide de uma curva: considere-se um curva qualquer, um
ponto fixo O, exterior 4 curva, e uma dada distancia k. Trace-se uma recta passando por O ¢
encontrando a curva no ponto P. Se O, e (O forem pontos sobre a recta OP tais que

k=Q,P=0,P, entdo Q; e Q; desenham a concoide da curva em causa em relagdo ao ponto

fixo O. Refira-se que a concoide de uma curva varia consoante o ponto fixo escolhido, bem
como a distdncia k, previamente considerada.

Um caso particular, e aquele que presentemente nos interessa, ¢ a concoide de uma
recta. Descrevamos uma sua construgdo, que nos parece muito simples: considere-se uma
recta /, um ponto O exterior a recta e uma circunferéncia C cujo raio seja igual a distancia &

(previamente definida) e com o seu centro sobre a recta /, como ilustra a seguinte figura.

Consideremos a circunferéncia, de centro P, a mover-se ao longo da recta / (designada
por Nicomedes como régua), isto €, sempre com o centro sobre a recta. Seja, ainda a recta que
une o ponto O (designado por Nicomedes por polo) ao ponto P. Os pontos (J; e ()2, de
intersecgdo desta recta com a circunferéncia, quando esta se move, desenham os dois ramos
da concoide.

A curva concdide tem dois ramos e, consoante a relagdo entre a distdncia predefinida
k e a distancia d, entre o ponto O e a régua, (k<d, k=d, k>d) assim obtemos uma

concoide de cada um dos seguintes tipos:

Vejamos, agora, como podemos utilizar a concoide de Nicomedes para efectuar a

trissec¢do do angulo, ou mais propriamente, resolver o respectivo problema de néusis,
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colocado na secgio 1.2. O que pretendemos é inserir um segmento de recta, de comprimento
predefinido, entre duas rectas, de modo que um certo ponto se encontre no prolongamento
desse segmento. Dado um éangulo agudo ABC, a trissectar, podemos construir a concoide
pretendida do seguinte modo:

Por um ponto G dum dos lados do angulo, tiram-se uma paralela ¢ uma perpendicular
ao lado BC, designando por F a intersecgdo da perpendicular com o lado BC. Traga-se a
concoide de Nicomedes definida pela régua GF, pelo polo B e por uma circunferéncia de raio

2BG e centro sobre a régua.

Seja £ a intersecgdo do ramo da concoide, no lado oposto do polo, com a recta,
paralela a BC, que passa por G. Assim, utilizando a concéide de Nicomedes, inserimos o

segmento DE, duplo do segmento BG, entre as rectas G e GE e apontado para o ponto B.
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Esta assim encontrado o ponto E e podemos concluir (tendo em atengdio o que foi
anteriormente provado, pp. 17 e 18) que o dngulo DBC € a terga parte do angulo ABC.

E de realgar que, contrariamente ao que se passa com outras curvas (como por
exemplo, a espiral de Arquimedes), em que a mesma curva permite trissectar qualquer angulo,
com uma dada curva concoide s6 podemos trissectar um determinado angulo. Isto é, para cada
angulo a trissectar necessitamos de uma concoide adequada pois a construgdo da concoide
depende do polo e da distincia previamente definida. Quer isto dizer que, se tivermos uma
concoide, é possivel ajustar o angulo a trissectar a um dos dois pardmetros da curva, a
distincia 2BG ou a posi¢do do polo B (mais propriamente a distdncia do polo a régua), mas
nao a ambos simultaneamente. Embora a concoide de Nicomedes permita obter uma solugdo
para o problema da trissec¢do do dngulo, o nosso problema base continua sem solugéo, visto
que nio é possivel desenhar a concoide de Nicomedes com apenas régua nao graduada e

compasso.
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1.6 PAPO E AS SOLUCOES PELO USO DAS CONICAS

Papo de Alexandria, matematico e comentador da primeira metade do séc. IV d.C., na
sua Colecgdo Matemdtica, uma vez mais contribuiu para o nosso conhecimento sobre as
actividades dos gedmetras gregos, nomeadamente sobre o problema da trissec¢do do &ngulo.
Como ja vimos, o Livro IV da Colec¢do Matemdtica contém propriedades de curvas, como a
espiral de Arquimedes e a trissectriz de Hipias, utilizadas na trissecgdo do angulo mas, ndo se
fica por aqui.

Os gregos, segundo Papo, concebiam curvas de trés formas diferentes: como curvas
planas descritas como lugar geométrico satisfazendo relagdes envolvendo rectas e circulos;
como intersecgdes de superficies no espago — como as conicas; e ainda através de descrigdes
cinematicas ou produzidas por instrumentos mecénicos, como as espirais e a concdide de
Nicomedes. Ao apresentar, no livio IV da sua Colec¢do Matemdtica, varios métodos (ndo
euclidianos) para trissectar um &ngulo, Papo de Alexandria, comega por um prefé.cio22 sobre
os trés tipos de problemas geométricos:

“Quando os antigos gedmetras procuraram dividir um dado dngulo rectilineo em trés angulos
iguais ficaram embaragados com a tarefa. Nos dizemos que ha trés classes de problemas em
geometria, aqueles que designamos por planos, sélidos e lineares. Como o nome indica, os que podem
ser resolvidos apenas por meio de linhas rectas e da circunferéncia do circulo sdo chamados planos,
porque as linhas pelas quais tais problemas sdo resolvidos tém a sua origem num plano. E os
problemas que assumem na sua solugdo uma ou mais secgdes do cone sdo chamados problemas
solidos, porque fazem uso de superficies de figuras solidas na sua construgdo, particularmente de
superficies conicas. Resta finalmente a terceira classe de problemas a que chamamos lineares, porque
envolvem na sua construgdo outras linhas além daquelas que acabei de descrever, tendo origens
diversas e mais envolventes, derivando de superficies menos regulares e de movimentos mais
complexos. (...). Outras linhas deste tipo sdo as espirais, as quadratrizes, as concdides e as cissoides.
(...). Uma vez que os problemas diferem nesta maneira, os gedmetras mais antigos foram mcapazes de
resolver o problema atras mencionado relativo ao angulo, porque ele é de natureza solida, e
procuraram fazé-lo por meios planos, visto que ndo estavam ainda familiarizados com as secgoes do
cone, e por essa razio ficaram na incerteza. Mais tarde, entretanto, trissectaram o dngulo por meio de
conicas, usando na solugdo a construgdo por néusis descrita abaixo.” ([P]; em [Ver3], I, pp. 206-
210).

22 De modo analogo ao que ja tinha feito no Livro III, antes de apresentar quatro métodos para a duplicagdo do
cubo: o de Eratostenes, o de Nicomedes, o de Herdo e o seu proprio. ([Kn2], p. 213).

2 Papo refere-se a4 proposigdo 31, onde apresenta uma solugdo para a trissecgdo do dngulo por meio de uma
construgdo por néusis.
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A primeira solugdo apresentada por Papo faz uso de uma constru¢do por néusis, cuja
efectivagdio envolve a intersecgdo de uma hipérbole com um circulo — proposigao®* 31 (cf. [P];
em [Ver3], I, pp. 210-212). Na proposi¢do 34, ele resolve o problema directamente, pelo uso
de uma hipérbole, de dois modos diferentes. Papo inicia a proposi¢do 35 afirmando que:

“Decompor um angulo ou um arco dado em trés partes iguais é um problema solido, como foi
demonstrado anteriormente, enquanto que decompor um angulo ou um arco dado em uma certa razao
é um problema linear, e isto foi demonstrado pelos mais recentes gedmetras, e sera exposto aqui por
nos de duas maneiras.” ([P]; em [Ver3], 1, p. 222).

E nesta proposigdo (proposigio 35) que Papo reproduz os métodos pelo uso da
quadratriz de Hipias e pela espiral de Arquimedes.

Nio sabemos quais sdo as fontes e os autores dos métodos apresentados por Papo,
segundo Wilbur Knorr ([Kn2], pp. 214-215) tal fica a dever-se ao facto de Papo generalizar os
conceitos basicos dos métodos que apresenta, embora nenhum desses métodos seja de sua
autoria. Knorr ainda aponta algumas luzes sobre a proveniéncia de tais métodos,
nomeadamente tendo em aten¢do o modo como sdo utilizadas as construgdes por néusis €

algumas das propriedades da hipérbole.

4 Na proposigdo 32, Papo aplica a construgdo por néusis para construir a recta trissectriz de um qualquer dngulo
agudo. Na proposi¢do 33 indica como construir a hipérbole que assume na proposicdo 31.
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1.6.1 A SOLUCAO DE UMA CONSTRUCAO POR NEUSIS ENVOLVENDO UMA
HIPERBOLE
Como ja referimos, a primeira solugdo apresentada por Papo faz uso de uma
construgdo por néusis cuja determinacdo envolve a interseccdo de uma hipérbole com uma
circunferéncia, construgdo esta exposta na proposigdo 31 do Livro IV da sua Colecgdo
Matemadtica.
Vamos retomar o assunto da sec¢do 1.2. Recorde-se que provamos que o dngulo DBC

é a terca parte do angulo ABC, isto €, que a semi-recta BD trissecta o dngulo ABC.

r A \E

T —
M |
a

A questdio que posteriormente se colocou era saber como inserir o segmento de recta
DE, duplo do segmento BA, entre as rectas F4 e AE e apontado para o ponto B. Ou seja, tudo
se resume a procura do ponto £. Na constru¢do de Papo, que agora analisamos, este ponto €
encontrado pela intersecgdo de uma hipérbole equilatera com uma circunferéncia.
De facto, segundo Papo, para trissectarmos o dngulo ABC basta proceder do seguinte
modo:
1) por um ponto A dum dos lados do angulo a trissectar, tira-se uma perpendicular
ao outro lado (no nosso caso sera AF a perpendicular a BC),
2) completamos o rectangulo AFBB,
3) construimos uma hipérbole de assimptotas BB e B'E e passando pelo ponto £
4) construimos uma circunferéncia de centro /' e raio igual a 24B;
5) estas duas curvas intersectar-se-30 num ponto que designaremos por P;
6) a partir do ponto P construimos uma recta paralela a AF que ira intersectar o

prolongamento do segmento B4 num ponto que designaremos por £.
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Assim, foi encontrado o ponto E, como pretendido. Falta, agora, provar que DE ¢ igual
a I'P, (e, portanto, a 24B) o que vamos fazer provando que DEPF ¢ um paralelogramo.
Comecemos por analisar o que sabemos pelo facto de P e F serem dois pontos da

hipérbole de assimptotas BB e B'E.

E sabido desde Apolonio (Livro 11, B
proposi¢do 12) que, se considerarmos duas rectas /
concorrentes, A0 e OB, e por cada ponto, Z, do /

Y

plano por elas definido tragarmos uma paralela a

OB intersectando OA no ponto X e uma paralela a
AO intersectando OB no ponto Y, o lugar

geométrico dos pontos Z tais que YZ - XZ ¢ uma

0 X7 .

area dada, define uma hipérbole cujas assimptotas

sdo as rectas OA4 e OB.

Tendo em atengdo que o ponto P pertence a hipérbole de assimptotas BB" ¢ B'E, vem
que B'E-EP ¢ constante e, do mesmo modo, por o ponto /' também pertencer a mesma

hipérbole vem que B'A- AF & também a mesma constante®.

Por outro lado, considerando a chamada decomposi¢do na diagonal (Elementos 1, 43)
do rectangulo BB'EN vem que EB-EP = AB-AF = BN-DF = EB"DF , donde EP =DF .
Como EP e DF sdo paralelos por construgdo, tendo em atengfio flementos 1, 33, podemos

afirmar que DE e FP sdo paralelos e iguais, donde se conclui que DEPF é um paralelogramo.

¥ No caso considerado por Papo, as rectas dadas (as assimptotas) sdo perpendiculares, o que equivale a
considerar coordenadas ortogonais no plano ¢ a dizer que a equagio OX -OY =constante representa uma

hipérbole equildtera de assimptotas AQ e OB.
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1.6.2 AS SOLUCOES DIRECTAS PELO USO DA HIPERBOLE

Enquanto que no caso anterior a hipérbole era utilizada, ndo para construir uma
solu¢do directa para o problema da trissecgdo do dngulo, mas sim para a solugdo de uma
construgdo por néusis, no presente caso (e de acordo com a proposigdo 34 da Colecgdo
Matematica) Papo utiliza uma hipérbole, diferente da do caso anterior, para directamente, isto
¢, sem nenhuma preliminar redugdo do problema a uma néusis, resolver o problema da
trissecgdo do angulo. Ele utiliza a hipérbole de dois modos diferentes®®: num usa a
propriedade didmetro-ordenada (como em Apolonio), no outro ele usa a propriedade foco-
directriz. ([Th3], p. 1903).

Como ja referimos, ndo sabemos a proveniéncia destes métodos transmitidos por
Papo, mas a grande semelhanga entre a propriedade usada nesta solugdo e as usadas por
Apolonio faz-nos pensar que, provavelmente, esta solugdo € devida a este geOmetra. Alias,

alguns autores referem esse facto:

“No inicio do século II a.C., Apolonio de Perga propds outra solugfio, desta vez usando conicas. De
facto, este problema é um daqueles a que Papo se propos chamar “problemas solidos™ tendo em atencgio que na

construgdo ¢ necessario usar curvas que apenas podem ser definidas num sélido, nomeadamente secgdes
conicas.” [BD], p.93).

Vejamos entio a primeira solugio apresentada por Papo.

De facto, segundo Papo, para trissectarmos o angulo ABC basta proceder do seguinte

modo:

* E a mesma hipérbole que ¢ utilizada de dois modos diferentes. Este facto pode ser confirmado utilizando um
sistema apropriado de eixos nas figuras das paginas 41 e 44.
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1) construimos uma circunferéncia de centro B e intersectando os lados do angulo
dado nos pontos 4 e C; seja AC um seu arco;

2) seja a corda AC dividida em H de modo que AH =2HC,

3) construimos a hipérbole com AH como eixo transverso e \J34H como eixo ndo

transverso,
vamos designar por P.

4) um dos ramos desta hipérbole vai intersectar a circunferéncia num ponto que
’ Entdo, o angulo PBC é a terga parte do angulo ABC. Antes de provarmos que
efectivamente o angulo PBC € a terga parte do dngulo ABC, vamos comegar por provar um
resultado que sera til no nosso proposito — o angulo PCA € o dobro do angulo PAC.
Considere-se a hipérbole de eixo transverso AH e eixo ndo transverso V3AH . Pelo
facto do ponto P ter sido construido de modo a estar sobre esta hipérbole, e designando por A
‘ o pé da perpendicular, passando por P, a recta AH, tem-se

=2 0

No prolongamento da recta AH, marque-se um ponto C tal que AH=2H(C. Marquem-se
também os pontos £ e Z tais que CA=AFE = EZ. Entdo, como 3CH =(CA e 3CA=CZ , vem
que

3AH = 3(CH —-CA)=CA-CZ =ZA. )
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Logo,
PE’ —EZ? =PE? —AE® =

=PA? (aplicando Elementos 1, 47 ao tridngulo PEA)
=3A4H - A4 (tendo em atengdo (1))
=7A4-AA=(EA- EZ)-(EA+ EZ) (por (2))
=EA*-EZ*.

Donde, PE=FA.
Portanto, ZAPE=/PAE. Tendo em aten¢do FElementos 1, 32 vem que

/PEC = ZAPE + ZPAE , donde £PEC = 2/PAE . Ora, LPCA = ZPEC (pois A ¢ o ponto
médio de EC e PA é perpendicular a EC).
Logo, /PCE = /PEC = 2/PAF, . Isto é, como pretendiamos,
2LPAC=4£PCA. 3)

Note-se que Z/PBA=arcAP , por se tratar de um angulo ao centro da circunferéncia de

raio AB. Por outro lado ZPCA = areal , por se tratar de um angulo inscrito na circunferéncia,
donde
2 PCA =£PB4 . 4)
arcPC
Analogamente temos que /PBC=arcPC e APAC= B donde
2/PAC=£PBC . (5)

Tendo em atengdo (3), (4) e (5) vem que:

/PBC =2/PAC = /PCA = %LPBA |

Logo,
2/PBC =/PBA, como pretendiamos provar, ou seja, o angulo PBC ¢ a terga parte do

angulo ABC.

Na segunda construgdo, ainda na proposig¢do 34, Papo usa a propriedade foco-directriz
da hipérbole. De facto, segundo Papo, para trissectarmos o dngulo ABC basta proceder do
seguinte modo:

1) construimos uma circunferéncia de centro B e intersectando os lados do angulo

dado nos pontos 4 e C;

2) seja m a recta mediatriz de AC;
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3) construimos a hipérbole de excentricidade 2, cuja directriz ¢ m ¢ em que um dos
focos ¢ C;
4) um dos ramos desta hipérbole vai intersectar a circunferéncia num ponto que

vamos designar por P.

Entdo, o angulo PBC € a terga parte do angulo ABC. Provemos agora tal facto. Para
tal, vamos provar que o arco de circunferéncia PC € a terga parte do arco de circunferéncia
APC, ou seja, que o arco PC é metade do arco 4AP.

Pelo facto do ponto P estar sobre a hipérbole, sabemos que PC ¢ o dobro de PS
(propriedade foco-directriz). Mas agora ha que provar que o arco CP ¢ a terga parte do arco
AC. Para tal vamos duplicar a figura, por simetria, para o outro lado da recta m, como

ilustrado na figura seguinte.
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De facto, como PS é perpendicular & recta m, o prolongamento de PS intersecta a
circunferéncia num ponto, W, tal que PS =SW .

Portanto, PW = PS+SW =2P§S=PC.

Além disso, por simetria, também AW = PC . Portanto, as trés cordas CP, PW, WA
sdo iguais entre si. Logo, também os arcos CP, PW, WA, sdo iguais entre si.

Assim, provamos que as duas partes em que o ponto P divide o arco AC séo tais que o

arco PC é metade do arco AP.

Papo contribuiu, assim, directamente para a solugdo do problema da trissecgdo do
angulo. No entanto, o problema inicial continuou por resolver tendo em atengdo que se
procurava uma solugdo de acordo com a axiomatica do primeiro livro dos Elementos de
Euclides, e ndo ¢ possivel construir uma hipérbole com régua nao graduada e compasso. A
Colec¢do Matematica de Papo de Alexandria foi de grande importdncia na historia das
matematicas, tendo possivelmente sido escrita com o objectivo de expor aos gedmetras do seu
tempo toda a matematica dos antigos gregos, cobrindo praticamente todos os resultados até ai
existentes. Como afirma Fernando Vasconcelos ([V], p. 500):

“Papo é o iltimo grande gedmetra da antiguidade, dando-se, depois dele, a queda irremediavel
e sendo necessario que decorressem perto de treze séculos, para que, ao calor vivificante da

Renascenga, Descartes, descobrindo uma nova via, recuasse os limites da antiga geometria.”
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CAPITULO 2

DUPLICACAO DO CUBO
2.1 A HISTORIA DO PROBLEMA

Dos trés famosos problemas classicos da matematica grega — a duplicagdo do cubo, a
trisseccdo do 4angulo e a quadratura do circulo — extremamente importantes no
desenvolvimento da geometria, a duplicagio do cubo foi talvez o mais famoso, na
Antiguidade. A duplicagdo do cubo é um problema de enunciado muito simples e talvez por
esse motivo tenha despertado o interesse de matematicos, e ndo so, ao longo dos tempos>’.
Mas a primeira questdo que se coloca ao escrever sobre este problema é: como ferd surgido o
problema da duplicagdo do cubo ? Florian Cajori afirma:

“Qs Pitagdricos mostraram que a diagonal de um quadrado é o lado de um outro quadrado
com o dobro da area do primeiro. Isto provavelmente sugere o problema da duplicagdo do cubo, isto &,

encontrar a aresta de um cubo com o dobro do volume dum cubo dado.” ([C], p. 21).

V2

1

Os gedmetras da época tinham conhecimento que para duplicar’® um quadrado bastava
considerar para lado do quadrado procurado a diagonal do quadrado original. Isto €, se um

quadrado tem lado / e procuramos um quadrado com o dobro da 4rea deste, basta construir
um quadrado de lado /- V2 . Assim, para duplicar um quadrado de aresta a basta construir

um quadrado de aresta a- 2 . E entdo natural surgir a questdo de transpor este problema para

figuras solidas, sendo de esperar que se comece por um cubo. ([Du3], p. 86).

27 Mesmo até nos nossos dias, pois basta consultar o reconhecido site da Internet The Math Forum ([Www7])

"'para encontrar, reportada a Agosto de 1998, troca de correspondéncia sobre o problema da duplicagdo do cubo.

O termo duplicar ¢ aqui utilizado no sentido de érea.
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Eratostenes de Cirene, bibliotecario na famosa biblioteca de Alexandria no séc. 111 a.C.
e “(...) reconhecido pelos seus contempordneos como um homem de grande distingdo em
todos os ramos do conhecimento (...)” ([H4], II, p. 104), atribui a este problema uma outra
origem. Como escreve Wilbur Knorr:

“Nos possuimos relatos sobre os primeiros estadios do estudo da duplicagdo do cubo em duas
fontes derivadas de Eratdstenes de Cirene (...). Uma delas é um fragmento de uma parte do seu dialogo
Platonicus, que foi preservado por Tedo de Esmimna e Plutarco, em escritos datados do século Il a.C..
A outra assume a forma de uma carta dirigida por Eratostenes ao seu real patrono Ptolomeu III
Evergeta (...).” ([Knl], p. 17).

Devemos a Eutocio de Ascalon, comentador do inicio do século VI d.C, os principais
conhecimentos historicos que hoje possuimos sobre o problema da duplicagdo do cubo. Mais
adiante ficara claro o contexto — comentario a proposigio® 1 do livro II do tratado Da Esfera
e do Cilindro, de Arquimedes — em que este comentador faz alusdo ao problema da
duplicagdo do cubo.

“A descrigio de Eutocio consta de cinco longas paginas na edi¢do standard de J. L.
Heiberg.” ([Knl], p. 17). Wilbur Knorr, na pagina 17 da obra citada, apresenta um «breve
sumario» do texto de Eutocio. E, como diz Fernando Vasconcelos ([V], p. 553):

“E nos comentarios Sébre a Esfera e o Cilindro que, depois de ter mencionado a carta de
Eratostenes a Ptolomeu, Eutocio indica os processos de Arquitas, Menecmo, Eratostenes e Nicomedes,
bem como os métodos usados por Platdo, Apolonio, Diocles, Herdo, Fildo e Esporo, para a inser¢do de
duas meias proporcionais entre duas rectas, (...).”

Fernando de Vasconcelos ndo contabiliza a solugdo de Papo e ficamos na diavida sobre
o motivo desta omissdo. Sera pelo facto, que mais adiante analisaremos, das solugdes de
Esporo e Papo serem praticamente a mesma que a de Diocles?

Eutocio reproduz a carta de Eratostenes ao rei Ptolomeu 111 Evergeta do Egipto, a qual

contém duas lendas sobre o aparecimento do problema da duplicagiio do cubo. Conta® assim:

o Onde Arquimedes assume ter encontrado duas linhas que sdo meios proporcionais entre duas linhas dadas.
* E aqui transcrita a tradugdo de Fernando Vasconcelos, na sua obra Historia das Matemdticas na Antiguidade.,

-.(IV1, p. 365).
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“«Eratostenes a Ptolomeu, saude !

«Conta-se que um dos antigos poetas tragicos féz aparecer Mino em scena, no
acto de mandar construir um timulo a Glauco; e que Mino, verificando que éste tinha de
cada lado cem pés de comprimento, disse: «pequeno espago na verdade concedeste ao
sepulcro de um rei; duplica-o, conservando-lhe sempre a forma cubica, ficardo
imediatamente duplicados todos os lados do sepulcro». Ora, € claro que €le se enganava.

De facto duplicando-se os lados duma figura plana, esta fica quadruplicada, e uma figura
solida ficara octuplicada.

«Entdo foi agitada entre geometras a questdo de saber como se podia duplicar
uma dada figura solida qualquer, conservando-lhe a forma. E éste problema foi chamado
duplicagdo do cubo. Todos ficaram duvidosos, durante muito tempo, até que Hipocrates
de Chios achou que, «se entre duas linhas rectas, das quais a maior seja dupla da menor,
se inscreverem duas meédias em propor¢do continua, o cubo ficara duplicadoy,
transmudando-se, assim, uma dificuldade noutra ndo menor.

«Narra-se também que, mais tarde, os Délios®, levados pelo oraculo a dobrar um
certo altar, cairam no mesmo embarago. E alguns embaixadores vieram procurar os
geometras que conviviam com Platdo na Academia, para os excitar a descobrir o que lhes
era exigido. Estes ocuparam-se do assunto com diligéncia, e diz-se que, tendo procurado
inserir duas meias entre duas rectas, Arquitas Tarentino o resolveu com o semi-cilindro,

e Eudoxio mediante certas l/inhas curvas.

«A &stes gedmetras seguiram-se outros, que conseguiram tornar mais perfeitas as
demonstragdes, mas nao a construg¢do e a sua exequibilidade pratica, exceptuando talvez
Menecmo, e com grande trabalho».”

A autenticidade desta carta é posta em causa por alguns historiadores. O intelectual
alem3o U. von Wilamowitz-Moellendorff (1848-1931) defendeu®® que a carta ndo pode ser
genuina. Apesar de poder ndo ter sido escrita por Eratostenes, o desconhecido autor deu um
grande contributo para a historia da matematica ao ter incluido um importante e verdadeiro
documento historico — um epigrama de Eratostenes, constante de uma placa fixa no templo de
Ptolomeu, em Alexandria. ((Wal], p. 160-161).

Van der Waerden (1903-1996), na linha de pensamento de Thomas Heath (1861-
1940), aponta que existem divergéncias entre os dois relatos quanto a historia do

aparecimento do problema da duplicagdo do cubo. Se de acordo com a primeira lenda o

3 E devido a esta referéncia que o problema da duplicagio do cubo é frequentemente mencionado como
Problema Deliano.

2 Tanto Thomas Heath ([H4], I, pp. 244-245) como van der Waerden ([Wal], p. 160) referem que Wilamowitz
instituiu a ndo autenticidade da carta.
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problema surgiu no tempo de Hipdcrates, entdo ndo podera ter surgido (como da a entender a
segunda lenda) no tempo de Platdo. ((Wal], p. 161; [H4], I, pp. 245-246):

“Notamos uma certa contradigdo entre as duas partes da narrativa; aparentemente duas versdes
da historia sdo transmitidas, uma depois da outra. De acordo com a primeira versao, a duplicagdo do
cubo é um velho problema, relacionado com uma lenda sobre Minos. Hipocrates de Quios, e outros
antes dele, ocuparam-se deste problema. Na segunda versdo, o problema surge de uma declaragéo feita
aos habitantes de Delos por um oraculo no tempo de Platdo, meio século depois de Hipocrates.”
([Wal], p. 161).

Mas a segunda lenda, na propria versdo de Eratostenes, € citada por Tedo de Esmirna:

“Na sua obra intitulada Platonicus, Eratostenes relata que quando o deus anunciou aos
habitantes de Delos, através dum oraculo, que se queriam ver-se livres de uma praga deveriam
construir um altar duplo daquele que existia, os artifices ficaram muito embaragados por ndo serem
capazes de descobrir como um solido podia ser duplicado mantendo a sua forma. Foram perguntar a
Platdo como o haviam de fazer, tendo este respondido que o significado das palavras do oraculo ndo
era que o deus queria duplicar o altar, mas que o seu desejo, ao dar-lhes esta tarefa, era envergonhar os
gregos pela sua indiferenga pela matematica e pela sua ignorancia no que diz respeito a geometria.”
(citado em: [Wal], p. 161).

Van der Waerden foi mais longe que Thomas Heath ao procurar a fonte, ou fontes, da
carta de Eratostenes ao rei Ptolomeu, e concluiu:

“E provavel que o Platonicus seja um dialogo onde os habitantes de Delos, Platio, Arquitas,
Eudoxo e Menecmo aparecem. Nesta historia dramatica, Eratostenes condensou todo o
desenvolvimento do problema num curto espago de tempo. Sendo assim, ele ndo podia fazer referéncia
a Hipocrates de Quios. De facto o problema é muito mais antigo, visto ter origem na tradugdo da
equagdo cubica babilénica x* =1 na algebra geométrica tridimensional. Assim, a contradigio entre a
primeira e segunda lenda na “carta” esclarece-se por si propria: a primeira fabula provem,
possivelmente, de fontes histéricas, a segunda do Platonicus.” ([Wal], p. 161).

A tradi¢do deste problema ndo € muito clara mas, verdadeiras ou falsas as lendas e
suposigdes sobre o seu aparecimento, um facto € certo: este problema foi estudado na
Academia de Platdo pois foram atribuidas solugdes, que ndo se enquadram na geometria do
primeiro livro de Euclides, a varios gedmetras da época, como, por exemplo, Arquitas e
Menecmo.

Seidenberg, num artigo intitulado “The Ritual Origin of Geometry” datado de 1962 e
publicado na revista Archive for History of Exact Science, coloca a seguinte questio:

“Se o oraculo colocou o problema, uma questio que se levanta é: Como ocorreu ao oraculo

que duplicar um altar € um meio de combater uma praga? E se o oraculo ndo colocou o problema, a
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questdo continua a ser a mesma: Como é que a pessoa que inventou a historia teve a ideia de que
duplicando o altar iria combater a praga?” ([Sel], p. 494).

Seidenberg conclui, um pouco a laia de interrogagao:

“Nao sera provavel que ele [o oraculo ou o autor da historia] tenha ido buscar [a ideia] a um
ritual ja existente, talvez guardado na forma de uma lenda?” 3 ([Sel], p. 495).

E habitual todos aqueles que trabalham em matematica ilustrarem as suas ideias
recorrendo a motivagdes do dia a dia: a rituais, a problemas da fisica, da geografia, da
economia, etc.. Ndo podera, assim, a lenda do oraculo de Delos ter sido usada como
motivagao externa para o problema matematico em questao?

Como ja referimos, os conhecimentos sobre o problema da duplicagido do cubo advém,
principalmente, do legado de Eutocio. Este comentador transmite-nos, respectivamente, as
solugdes de Platdo, Herdo, Fildo, Apolonio, Diocles, Papo, Esporo, Menecmo, Arquitas,
Eratostenes e Nicomedes. O proprio Eutocio ndo faz grande referéncia sobre as suas fontes.
Ele comega por afirmar, no seu comentario sobre a sintese da proposigdo I, do livro II de
Arquimedes Da Esfera e do Cilindro, que “(...) nés encontramos este problema nos escritos
que a isso se referem por varios homens famosos.” ([E]; em [Ver2], II, p. 588).

Antes de nos debrugarmos sobre estas solu¢des (que vamos analisar pela ordem
cronologica apontada por Thomas Heath na obra A History of Greek Mathematics ([H4], 1,
pp. 244-268)), comecemos por concentrar-nos no primeiro progresso efectivo e, € claro, no
primeiro nome que aparece associado ao problema da duplicagdo do cubo — Hipocrates de

Quios.

* No artigo citado, o autor, com base em antigas obras indianas sobre construgdes de altares, aponta
interessantes relagdes entre altares e pragas. O titulo do artigo € deveras sugestivo — A Origem Ritual da
Geometria. Até que ponto a tradigdo dos gedmetras gregos para o uso exclusivo da régua nio graduada e
compasso nas construgdes geométricas, nio tera tido origem religiosa?
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2.2 A REDUCAO DE HIPOCRATES

Como ja anteriormente nos apercebemos, a suposta carta de Eratostenes ao rei
Ptolomeu coloca na boca de Hipocrates de Quios, matematico da segunda metade do século V
a.C., que “se entre duas linhas rectas, das quais a maior seja dupla da menor, se inscreverem
duas médias em proporgéo continua, o cubo ficara duplicado.” (citado em: [V], p. 365).

Parece, assim, que foi Hipocrates quem deu os primeiros passos no sentido da
tentativa de resolugdo do problema da duplicagio do cubo, ou mais genericamente a
ampliagdo do cubo numa dada razdo. Este gedmetra reduziu o problema a um outro — um
problema de geometria plana — de dificuldade ndo propriamente menor, visto que continuou a
ndo ser possivel encontrar uma solugdo usando apenas régua nao graduada e compasso, mas
que possibilitou o desenvolvimento de novas técnicas geométricas.

O que Hipocrates afirma é que se, dado um cubo de aresta’® a, encontrarmos dois

; a x . . . x o
segmentos x e y tals que —:—=§, isto €, encontrarmos dois meios proporcionais entre os
x

y
segmentos a e b, entdo o cubo de aresta x tem o volume ampliado na razio b/a.
A duplicagao do cubo € um caso particular, quando b = 2a, e procuramos assim x e y
a_x_y

tais que —=—=-—_ De facto, facilmente se deduz das proporcionalidades anteriores que

x’=2a’, o que prova que o cubo de aresta x tem volume duplo do cubo de aresta a. Ou seja,

a razdo dos volumes dos cubos em causa (de arestas a e x respectivamente) € a razdo de / para
. a a a 1 2o sl o AR :
2, pois — = —-—.—=—-—-——=—_ Sendo assim, ¢ evidente a equivaléncia entre os dois
x x

problemas — a duplicagdo do cubo e a construgdo de dois meios proporcionais entre a aresta
do cubo inicial e o seu dobro.

E muito provavel que a descoberta de Hipocrates tenha sido feita em analogia com o
problema da duplicagdo do quadrado. Frangois Lasserre (1919-1989) fez uma interessante
conexdo entre 0 caso «plano» e o caso «solido»:

“Dados dois quadrados diferentes @’ e b°, a 4rea que sera o meio proporcional entres eles é a
do rectangulo ab, designado de rectangulo medial, obtido pela multiplicagdo do lado do primeiro
quadrado pelo lado do segundo, ou vice-versa: a’/ab = ab/b’. Mas se considerarmos dois cubos

diferentes, @’ e »° , multiplicando a base do primeiro pelo lado do segundo, e vice-versa, isto ¢, a base

* A letra tanto indica o segmento de recta como a sua medida de comprimento, de modo a estarmos de acordo
com o pensamento dos gedmetras da época que tratavam os segmentos de recta sem fazer referéncia especifica a
sua medida de comprimento.
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do segundo pelo lado do primeiro (por analogia com o precedente calculo), resulta ndo em um, mas
em dois meios volumes, tendo a forma de paralelepipedos rectangulares; a’d e ab’. Estes
paralelepipedos sdo os meios proporcionais entre @’ e b”: a’/a’b=a’b/ab’=ab’/b’. Se substituirmos os
quatro volumes representados por estas expressdes pelas sucessivas grandezas a, x, y, e b, parece
assim, que o problema da duplicagdo do cubo se reduz, em termos geométricos, a construgdo de duas
grandezas x e y como meios proporcionais entre duas dadas grandezas a e b, de modo que b=2a.”
(L), pp. 115-116)*.

George Allman ([All], p. 84) defende que Hipocrates deve ter considerado o problema
resolvido supondo que foi encontrado um cubo com o dobro do volume do cubo dado, depois
tera procurado o terceiro proporcional entre as arestas destes dois cubos, seguidamente
encontrado o quarto proporcional entre estas trés linhas, o quarto proporcional tinha o dobro
da aresta do cubo dado. Assim estava o problema resolvido: bastava procurar os dois meios
proporcionais entre a aresta do cubo inicial e o seu dobro.

Consideremos entdo um cubo de aresta @. Suponhamos que a aresta do cubo de

volume duplo € x. Assim

@ _1

O terceiro proporcional de a, x serd y tal que

L
x y
; . a x y
O quarto proporcional de a, x, y sera b tal que —:—:E.
x y
3
Mas entdo, por um lado, D i e, por outro lado, il a—3= i
x yb b ¥ p ¥ ¥ 2
a 1
Logo, —=—.
8% 2

Os Pitagoricos tinham resolvido o problema de encontrar o meio proporcional entre
duas linhas dadas, é por isso muito provavel que Hipocrates tenha colocado este novo
problema de uma maneira analoga®® ([All], p. 84).

No entanto, Thomas Heath aponta uma outra direcg@o:

3% Frangois (Gustave) Lasserre (14.09.1919-22.12.1989), foi professor de grego na universidade de Lausanne
desde 1959 até 1985 e director do Departamento de Estudos Classicos da mesma universidade de 1973 a 1983.
Também foi docente privado de Literatura Grega na Universidade de Genebra de 1948 a 1958 ¢ novamente de
1962 a 1974. Duas vezes Honoris Causa, Athena em 1982 e Urbino em 1988; (dados obtidos por e-mail,
Weboffice@unil.ch, junto do WebOffice da Universidade de Lausanne).

3 George Allman considera, ainda, que o problema da duplicagdo do cubo tem um significado mais profundo,
remontando ao tempo dos Pitagoricos ([All], pp. 84-88). Nio iremos aprofundar este assunto por considerar estar
fora do Ambito desta dissertagdo.
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“Alternativamente ele [Hipocrates] pode ter ido buscar a ideia a teoria dos numeros.” ([H4], L,
p. 201).

De facto existe uma proposi¢do nos Elementos de Euclides, Elementos VIII, 12, que®’
refere que entre dois nimeros cubicos existem dois meios proporcionais € “(...) € bastante
provavel que Hipdcrates tenha apenas dado uma interpretagdo geométrica deste facto.” ([H4],
L p. 201).

Nio se sabe qual foi o raciocinio de Hipocrates para ter reduzido o problema da
duplicagio do cubo ao problema de encontrar dois meios proporcionais. No entanto, € natural
aceitar a analogia com o problema da duplicagdo do quadrado.

“(...) Hipocrates pode ter usado um argumento por analogia para obter o seu proposito. Ele
queria tratar um problema em aberto, na geometria tridimensional, do mesmo modo que um problema
em geometria plana tinha sido resolvido muito tempo antes. Ele pode ter comegado com a ideia que
‘quadrado’ e ‘cubo’ sdo, de certo modo, figuras analogas.” ([Sz], pp. 97-98).

“Embora ndo haja nenhum testemunho directo desse facto, os historiadores acreditam que
Hipocrates comegou por reflectir na questdo da duplicagdo do quadrado e que, de seguida, a procurou
generalizar.” ([ESQSC], p. 310).

De facto, se o problema da duplicagido do quadrado pode ser reduzido ao problema de
encontrar um meio proporcional entre a aresta e o seu dobro, ndo seria de «esperam» que o
problema da duplicagdo do cubo pudesse ser reduzido ao problema de encontrar dois meios
proporcionais entre a aresta e o seu dobro? Assim, tendo em conta esta analogia, vamos
comegar por dar alguma ateng@o ao problema da duplicagdo do quadrado.

Seja dado um quadrado de lado a; juntando dois desses quadrados obtemos um
rectangulo de area dupla da do quadrado inicial. A questdo que agora se coloca € quadrar este

rectangulo, isto €, construir um quadrado com a mesma area do rectangulo em causa.

2a

Esta quadratura resolve-se*® construindo o meio proporcional, x, entre os segmentos a
e 2a. E construir um meio proporcional com régua ndo graduada e compasso nio era dificil

para os geometras da época.

¥ Segundo Thomas Heath ([H4], I, p. 201) esta proposi¢do é Pitagorica. Refira-se, ainda, que a proposigdo
Elementos VIII, 11 diz respeito a nimeros quadrados e ao meio proporcional.

3% Um outro processo mencionado no dialogo Menon, de Platdo, escrito no séc. IV a.C., refere que o lado
procurado € a diagonal do quadrado inicial.
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Repare-se que da proporgdo 2 =2i deduzimos que x’=2a’, o que prova que o
x 2a

quadrado de lado x tem area dupla da do quadrado de lado a.
Relativamente ao problema da duplicagdo do cubo, é possivel que Hipocrates tenha
efectuado um percurso analogo ao seguinte raciocinio™:
1- Consideremos um cubo de lado a; juntando dois desses cubos obtemos um
paralelepipedo de arestas 2a, a, e a, cujo volume ¢ duplo do volume do cubo

inicial.

2- Suponhamos, agora, que pretendemos transformar o paralelepipedo noutro com o
mesmo volume, a mesma altura @, mas com uma das arestas da base x . Tendo em
ateng¢@o que o volume tera de se manter o mesmo, a outra aresta da base tera de se

alterar, designemo-la por y.

Como o volume e a altura dos solidos das ultimas duas figuras se mantiveram,

vem que xy=2a’, donde

S ()
X

** Os passos seguintes sdo adaptados da obra The Historical Roots of Elementary Mathematics, ([BJB], pp. 97-
100).

54



3- Finalmente vamos transformar o paralelepipedo da figura anterior num cubo,

mantendo o volume, mas de aresta x.

Assim, a face de arestas a e y transformou-se numa face quadrada de aresta x

mas com a mesma area, donde, ay=x" e assim vem que

(2)

= | R
= | =

4- De (1) e (2) deduzimos entdo, como pretendiamos, que

X

x_
Yy 2a

a
X

Nio temos registos de que HipoOcrates tenha sido capaz de construir os dois meios
proporcionais a que se refere na sua redugio do problema da duplicagdo do cubo ao problema
dos dois meios proporcionais, alias, sera que ele procurou tal construgio?

“Mais tarde os gedmetras reconheciam claramente que uma redugdo ndo € ela propria
equivalente a uma solugdo do problema proposto. Mas serd que Hipocrates ja fazia esta distingdo no
seu tratamento do problema da duplicagdo do cubo? Uma passagem de Aristoteles sugere que sim.”
([Knl], p. 24).

Efectivamente a passagem a que Knorr se refere encontra-se na obra de Aristoteles De
Anima II quando este define “quadratura”. (cf. em [H3], p. 191).

Depois de Hipocrates ter descoberto que o problema da duplicagdo do cubo se podia
reduzir ao problema de encontrar dois meios proporcionais entre a aresta do cubo dado e o
dobro desta, parece que todo o esfor¢o subsequente foi no sentido de encontrar uma
construgdo para os dois meios proporcionais em causa. Estas buscas foram muito frutiferas no
desenvolvimento da matematica, sendo um exemplo de tal facto a ““ (...) descoberta (ou, pelo
menos, estudo atento) das secgdes conicas.” ([ESQSC], p. 311).

E amplamente aceite que Hipdcrates reduziu o problema da duplicagdo do cubo ao

problema de encontrar dois meios proporcionais entre duas linhas dadas. Alias, George
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Allman ([All], p. 59) refere uma passagem de Proclo, onde Hipocrates ¢ mencionado com
tendo sido o primeiro inventor da redugdo geométrica®’. No entanto, entre as muitas duvidas
que persistem, tem grande releviancia aquela que diz respeito ao modo como ele terd
justificado a sua redugdo.

A questdo continua a suscitar interesse entre os historiadores, Em 1995, Ken Saito
publicou na revista Historia Mathematica, o artigo? “Doubling the Cube: A New
Interpretation of its Significance for Early Greek Geometry.”*

E provavel que Hipocrates tenha efectivamente provado a sua redugio; caso contrario,
seria de estranhar o facto de Arquitas®, como parece, ter partido logo para a procura dos dois

meios proporcionais como tentativa de solugdo para o problema da duplicagdo do cubo,

tomando como certa a equivaléncia entre os dois problemas.

1 Segundo George Allman (cf. [All], p. 41) os Pitagéricos ja conheciam uma versdo “ingénua” do método da
redugdo, embora o aparecimento de uma versdo “sistematizada” de tal método seja, usualmente, associada ao
nome de Hipdcrates de Quios. Alids, embora ndo existam certezas entre uma ligagdo Pitagéricos-Hipocrates, ndo
seria muito especulativo que essa ligagdo existisse (cf. [All], p. 99).

! Na primeira pagina do artigo, em modo de resumo, podemos ler: “E amplamente conhecido que Hipdcrates de
Quios reduziu o problema da duplicagdo do cubo ao problema de encontrar dois meios proporcionais entre duas
linhas dadas. No entanto, nada ¢ conhecido sobre 0 modo como ele justificou a sua redugio. Para responder a
esta questio, proposicdes e padrdes de argumentos nos Livros VI, XI e XII dos Elementos sdo examinados. Uma
reconstrugdo de acordo com a que Arquimedes utilizou na prova da Proposicio II-1 da sua obra Da Esfera e do
Cilindro € proposta, sendo discutido se tal ¢ plausivel.” ([Sa], p. 119).

* A analise detalhada deste artigo de Saito excede o Ambito desta dissertagio.

* Cronologicamente parece que foi Arquitas o primeiro matematico a procurar uma solugio para o problema dos
dois meios proporcionais.
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2.3 A SOLUCAO DE ARQUITAS

Arquitas de Tarento, geometra do séc. IV a.C., € o autor da mais antiga solugio™ para
o problema da duplicagdo do cubo, da qual temos conhecimento através de uma passagem de
Eudémio de Rodes reproduzida nos escritos de Eutocio. ([Ver2], IL, p. 607).

Pensamos que a notoriedade desta solugdo, de extrema beleza e absolutamente
rigorosa, ndo lhe advém so pelo facto de ser a primeira mas, principalmente, por ser uma
construgdo engenhosa a trés dimensdes (e ndo no plano). Esta construgdo envolve a procura
de um certo ponto, obtido pela intersecgdo de trés superficies de revolugdo — um cone recto,
um cilindro e um toro. A intersec¢do do cilindro com o toro € uma curva e o ponto pretendido
obtém-se pela intersec¢do desta curva com o cone.

“(..) curva de dupla curvatura, a qual Arquitas ndo deu denominagdo especial —
provavelmente o primeiro exemplo duma curva déste género concebida por um gedmetra —, cuja
construgdo mostra que a Escola Pitagérica empregava, ja nesta época, o conceito de logar geométrico
e fazia uso da geometria do espago (...).” ([V], p. 182).

A solugdo proposta por Arquitas, além de ser uma solugdo de extrema beleza
geométrica, revela uma excelente inovagdo por parte deste matematico, nomeadamente por
utilizar movimentos mecénicos na solugdo de um problema geométrico®’,

“A solugdo de Arquitas é a mais notavel de todas, especialmente quando € considerada a sua
data (primeira metade do século quarto a.C.), porque ndo ¢ uma construgdo plana mas uma construgao

corajosa a trés dimensdes, determinando um certo ponto como a intersecgdo de trés superficies de

revolugdo (...).” ([H4], L, pp. 246-247).

Imagem obtida com o Software Graphing Calculator

** Obviamente, quando escrevemos «solugdo», estamos a considerar uma solugdo para o problema que ndo estd
em conformidade com os requisitos das construgdes com régua nido graduada e compasso.

%5 Segundo George Allman (cf. [All], p. 110) podemos inferir que Arquitas foi o primeiro a utilizar movimentos
mecanicos na solugio de um problema geométrico.
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Relativamente a esta solugdo, comecemos por atender ao texto histérico transmitido
por Eutocio no seu comentario a obra de Arquimedes Da Esfera e do Cilindro, transctita aqui
em conformidade com o que transcreve Paul Ver Eecke no seu livro Les Oeuvres Complétes

d’Archimeéde ([Ver2], 11, pp. 607-609):

“A solugdo de Arquitas, segundo Eudémio

Sejam AA, I' duas linhas rectas dadas; pretendemos encontrar os dois meios proporcionais
entre AAel

Seja o circulo ABAZ descrito sobre a maior linha recta AA, e seja AB inserido igual a I e
prolongado de modo a encontrar em IT a tangente ao circulo em A. Seja a recta BEZ desenhada
paralela a recta [TAO; imagine-se um semicilindro recto sobre o semicirculo ABA, e em AA, um
semicirculo recto situado no paralelogramo do semicilindro. Se, mantendo-se fixa a extremidade A do
didmetro, este semicirculo rodar a partir de A para B, ira cortar a superficie cilindrica no seu

movimento descrevendo nela uma certa curva.

De novo, se AA se mantiver estacionario e o triangulo AIIA rodar com um movimento
contrario em relagdo ao semicirculo, entdo a linha recta AIl descrevera uma superficie conica que na
sua rotagdo ira intersectar a curva no cilindro num certo ponto; a0 mesmo tempo o ponto B ira
descrever um semicirculo na superficie do cone. Correspondendo ao ponto onde as curvas se
encontram, seja o semicirculo em movimento a ocupar a posigdo AKA, e o triangulo movido na
direcgdo oposta para a posigdo AAA, seja o ponto do sobredito encontro K. Seja BMZ o semicirculo
descrito por B e seja BZ a secgdo comum deste com o circulo BAZA e tire-se a partir de K uma
perpendicular ao plano do semicirculo BAA. Esta perpendicular caira na circunferéncia do circulo,
visto que o cilindro é recto. Que assim caia e designemo-la por KI. Seja a recta que junta o ponto I ao
ponto A a intersectar BZ no ponto ®; seja AA a encontrar o semicirculo BMZ em M e sejam KA, MI,

M@ ligadas. No entanto, tendo em atengdo que cada um dos semicirculos AKA, BMZ esta em angulo
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recto com o plano que esta por baixo, a sua secgdo comum M@ esta também em angulo recto com o
plano do circulo, assim M® esta também em angulo recto com BZ. Em consequéncia o rectangulo
limitado por B®, ®Z, que é o mesmo que o rectangulo limitado por A®, @], & igual ao quadrado em
M®; donde, o triangulo AMI ¢ semelhante a cada um dos tridngulos MI® e MA®, sendo o angulo
formado pelas rectas IM, MA recto. O angulo formado pelas rectas AK, KA é também recto, donde as
rectas KA e MI sdo paralelas e devido a semelhanga dos tridngulos a seguinte proposigdo ¢ valida:

AA: AK=KA:Al=1A: AM.

Entio, as quatro linhas rectas AA, AK, Al, AM estio em proporgdo continua. E a recta AM ¢
igual a [, visto que ¢ igual a AB, donde, para os dois segmentos de recta dados AK, Al, dois meios
proporcionais AA e [" foram encontrados.”

De facto, o que Arquitas afirma é que se AA e I"(4A >I") forem os dois segmentos
entre os quais pretendemos construir os dois meios proporcionais, devemos proceder do
seguinte modo: num plano horizontal traga-se um circulo de didmetro A4 e constroi-se a
corda AB=T" prolonga-se AB de modo a intersectar a recta tangente a circunferéncia no ponto
A num ponto que vamos designar por /7, constroi-se verticalmente a metade superior de um
semicilindro circular recto, cuja base seja o semicirculo BA4; rodando o segmento de recta
AITem torno do segmento de recta AA vamos gerar um cone circular recto; rodando, em torno
da recta perpendicular ao plano ABA que passa por 4, o semicirculo vertical recto de didmetro
AA vamos gerar um toro de raio interno nulo. Denotamos por K o ponto de intersec¢do destas
trés superficies (o cilindro, o cone e toro) e, sendo / o pé no plano ABA da perpendicular a
este plano e que passa por K, entdo A/ € a aresta do cubo procurado (considerando o caso que
nos interessa, isto €, AA = 2I").

“Nio é admiravel? Arquitas deve ter tido uma verdadeira inspira¢do divina quando encontrou
a sua construgdo. A figura que Arquitas imagina em sua mente e a qual pretende construir €,
evidentemente, o tridngulo rectangulo AKA com as duas perpendiculares KI e IM (...).” ([Wal], p.
151).
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Arquitas, discipulo da escola pitagorica, deve ter observado que a partir de um
tridngulo rectangulo era possivel calcular os meios proporcionais em causa tragando a altura
do tridngulo e construindo o segmento perpendicular que se prolonga desde o pé da dita altura
para um dos catetos. Tendo em linha de conta que os tridngulos AKA, AKI e AMI sdo
semelhantes, € valida a proporgédo

AN AK Al
AK Al AM

Assim , se AA=2AM , temos que A/ é a aresta procurada. Entdo, a questao era situar

correctamente o ponto K de tal modo que AKA fosse um tridngulo rectingulo, onde ao
construir os segmentos /K e IM se obtivesse AA=2AM . E, como vimos, a solugdo proposta
por Arquitas para encontrar o ponto K foi intersectar trés superficies, um cilindro, um cone e

46
um toro .

Imagem retirada de [RFG]

Ao contrario de outras solu¢des transmitidas por Eutocio, as quais posteriormente
iremos analisar, esta € uma solucdo extremamente abstracta e geométrica, pois 0S
«movimentos» envolvidos na sua constru¢do sdo muito complexos para permitir a utilizagao
de um engenho mecanico.

“A solugdo referida do problema de Delos, que Eutocio nos conservou em conformidade com
o que expde Eudémio, mostra-nos que Arquitas — que é designado como o ultimus Pithagoreorum —
tinha vistas exactas sdbre a geragdo dos cones e dos cilindros, (...).” ([V], p. 183).

Presentemente, a luz da geometria analitica e com a utilizag@o de software adequado, €
possivel reproduzirmos imagens que ilustrem a solugdo de Arquitas mas, na sua época, em
que processo ou processos se tera ele apoiado? Esta é uma questdo que, possivelmente,

continuara sem resposta e,

“® Uma justificagiio mais detalhada do possivel raciocinio de Arquitas pode ser encontrada em ([Wal], p.152),
que aqui ndo apresentamos por ultrapassar o Ambito desta dissertacio.
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“(...) torna ainda mais extraordinaria a solu¢do de Arquitas, se imaginarmos a época em que
foi feita e as condigdes de trabalho — instrumentos e materiais para a escrita e desenho, por exemplo —
que entdo existiam.” ([Ve], p. 47).

Debrucemo-nos, agora, sobre a solugdo de Arquitas, mas a luz da actual geometria
analitica. Se AA for considerado para eixo dos x, a perpendicular a A4 em A no plano do
circulo ABA, como eixo dos y e a perpendicular a estas rectas como eixo dos z, temos assim
um sistema de eixos cartesianos adequado a figura imaginada por Arquitas.

Seja agora A4 =b e I'=a (sem esquecer que o caso que nos vai interessar ¢

AA = 21", isto é, b= 2a, considerando que o cubo a duplicar tem aresta a@). O ponto K ¢

obtido pela intersecgdo das trés seguintes superficies:

(1) o cilindro x” +y” =bx,

(2) otoro¥ x?+y? +27=byJx’ +37 ;

2
2 2 2 2
(3) ocone x“ +y“ +z° =—-x".

De facto, tendo em atencio que (2) é equivalente a (\/xz +y° +z2)Z =byx*+y°,

temos

b 1fx2+y2+z“’

&2+yz+22= Jx2+y2

Tendo em atengdo que (3) ¢ equivalente a x° +y° +z° :(bx_,) i e considerando (1)
vem que
x’+y?+z° :M , donde,
o 2 g \/X‘?Tf;f AT ‘
E, assim;

b ~ \/x2+y2+z2 ~ \/x2+y2

2 2 2 2 E ' (4)
X +Y +z Xx“+y a

41" A superficie gerada pelo movimento do semicirculo recto 44 em torno de A (um toro de didmetro interno
nulo).
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Estamos a considerar um sistema de eixos coordenados em que a origem € o ponto 4.

Vamos considerar o ponto que procuramos, K, com coordenadas (x,y,z), e assim
AK =4/x* + y* +z7 . Tendo em atengdo que o ponto / é a projecgdo de K sobre o plano XOY,

vem que ] tem coordenadas ('x,y), donde AJ =+/x” +y* .

Assim, de (4) obtemos

b _AK_ Al
AK Al a
E, tendo em atengdo que AA=5b e I' =a (= AB) vem que ﬂzﬂzﬂ_ Isto ¢,
AK Al T

para os dois segmentos de recta dados 44 e I, os dois meios proporcionais 4K e Al foram
encontrados. Repare-se que da relagio anterior obtém-se

2 et St s e s 2 ;isto & .
r I T'T AK A1 T' T r

[AIT_AI Al Al  AA AK Al“ﬂ"st ) [ﬂT_A_A
Fica assim provado que o cubo de aresta A/ esta para o cubo de aresta /" como AA esta
para I O caso particular da duplicagdo do cubo, isto €, da construgdo de dois meios

proporcionais entre a aresta do cubo dado e o seu dobro, corresponde a ser AA4= 27", donde

Al

3
2r i i
vem (?j = T ou seja, A7° = 2T"7; assim o cubo de aresta A/ tem volume duplo do cubo

de aresta [, como pretendiamos.

Por muito rigorosa que seja a contribui¢do de Arquitas, tal ndo invalidou que a procura
de uma solugdo continuasse em aberto, visto que a solugdo que Arquitas apresentou para o
problema da duplicaggo do cubo € uma solug@io no campo da geometria tridimensional e nao

no campo da geometria plana, como era pretendido.
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2.4 A SOLUCAO DE EUDOXO

Através do legado de Eutdcio temos conhecimento do epigrama de Eratostenes, onde
as palavras, “(...) por alguma espécie de linhas curvas como ¢ descrito pelo divino Eudoxo”
(citado em [E]; em [ThS], p. 297), permitem-nos deduzir que Eudoxo de Cnido, eminente
cientista e estudioso do século IV a.C., apresentou uma solugio para o problema da
duplicagao do cubo.

Eutocio da a entender que teve acesso a documentos que podiam ser uma transcri¢ao
da solugdo de Eudoxo para o referido problema. No entanto, Eutdcio omite a prova, talvez
pelo facto de nela ter encontrado erros. Levanta-se aqui uma questio: sendo Eudoxo um
excelente matematico, apresentaria uma prova com erros? Ndo sera mais provavel que o(s)
erro(s) provenha(m) de alguém que transcreveu, sem entender correctamente, o original de
Eudoxo? Sendo assim, talvez Eutécio ndo tenha tido acesso ao original de Eudoxo, mas a um
extracto ou compilagdo do original. ([H4], L, p. 249).

Além da referéncia feita por Eutocio, ndo se conhece nenhuma outra que nos permita
reconstruir com seguranga a solu¢do de Eudoxo. Segundo Wilbur Knorr, algumas propostas
tém sido apresentadas para reconstruir a solugio perdida de Eudoxo:

“Uma faz uso da curva (...) relacionada com a analise que conduz a solugdo de Arquitas (...).
Uma segunda sugestdo, defendida por Tannery, também advém da figura de Arquitas.” ([Knl], p.
53).

Paul Tannery (1843-1904), no seu artigo “Sur les Solutions du Probléme de Délos par
Archytas et par Eudoxe — Divination d'une Solution Perdue”, defende que a verdadeira
solugdo de Eudoxo tera sido adaptada da solugdo de Arquitas, ndo sendo mais do que uma
versdo a duas dimensdes desta ultima, isto €, a projecgdo da solugio de Arquitas num plano
([T2], pp. 53-61). No entanto, Thomas Heath contrapde afirmando:

“E de admitir que a sugestio de Tannery para o método de Eudoxo é atraente; mas obviamente
que ¢ apenas uma conjectura. Na minha opmido, a objecgdo encontrada é ser uma solu¢do muito
proxima de uma adaptagdo das ideias de Arquitas. Eudoxo foi, é verdade, um aluno de Arquitas e,
existe uma grande semelhanga de estilo entre a construgdo de Arquitas para a curva de dupla curvatura
e a construgdo de Eudoxo para a lemiscata esférica, usando a revolugdo de esferas concéntricas; mas
Eudoxo era, penso eu, muito original como matematico para se contentar ele proprio com uma mera
adaptagdo da solugdo de Arquitas.” ([H4], I, p. 251).

Mas Paul Tannery ndo foi o Gnico a relacionar Eudoxo com Arquitas. Riddell, no

artigo “Eudoxan Mathematics and the Eudoxan Spheres”, estabelece uma relagéo entre o
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trabalho de Eudoxo no campo da astronomia com a configuragdo dos tridngulos semelhantes,
que estdo subjacentes a construgdo de Arquitas. ([R]).

Provavelmente nunca teremos a certeza sobre qual seria a solugdo atribuida a Eudoxo
e ndo ¢ dificil concordar com as palavras de Thomas Heath acima transcritas, embora scja de
considerar que a solugdio de Arquitas, pela sua beleza matematica, podera ter «agitado» os

matematicos da época ao ponto de motivar novas solugdes (ou versoes).
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2.5 A SOLUCAO DE MENECMO

A fama de Menecmo, matematico do século IV a.C., esta relacionada com as curvas
que hoje conhecemos pelo nome de conicas — elipse, pardbola e hipérbole, nomeadamente
com a descoberta de que estas curvas se podem obter por intersecgdo dum cone recto de base
circular, com um plano perpendicular a uma geratriz.

“Democrito” especulou nas secgdes planas de um cone, paralelas & base e muito proximas
umas das outras, e outros geometras devem ter cortado o cone (e o cilindro) por secgdes ndo paralelas
a base; mas Menecmo foi o primeiro que é conhecido por ter identificado as secgdes resultantes como
curvas com certas propriedades.” ([Th1], p. 1683).

As descobertas de Menecmo advieram da sua procura de uma solugio para o prcblema
da duplicagdo do cubo, mais propriamente, da procura de curvas que possuissem as
propriedades adequadas a resolugdo do problema de encontrar os dois meios proporcionais da
redugdo de Hipocrates. As solugdes de Menecmo, preservadas por Eutocio, t€ém por base a
construgdo de um certo ponto como a intersec¢do de duas conicas, num dos casos uma
parabola e uma hipérbole equilatera, no outro caso duas parabolas.

A prova que chegou até nos ndo reproduz as palavras de Menecmo e € possivel que
tenha sido «remodelada» por Eutocio na sua propria linguagem ou por algum seu antecessor,
tendo em conta que utiliza termos que sO mais tarde foram introduzidos por Apolénio (séc. 111
a.C.) ou por Aristeu (séc. IVa.C.). ([Thl], p. 1684).

Tendo em atengdo a redugdo feita por HipoOcrates, o problema que entao se coloca €
determinar dois meios proporcionais entre dois segmentos a e 2a (sendo a a aresta do cubo a

duplicar), ou seja, a determinagdo de x e y tais que

a x
S=2=2 (1)

x y 2a

Na linguagem da actual geometria analitica € facil reconhecer que para se verificar a

relagdo anterior basta que se verifiquem duas das trés equagdes seguintes:

x'=ay ; )
xy=2a’ ; (3)
y2 :Zax . (4)

Para tornar-se mais elucidativo, de (2) podemos ainda deduzir

I 5
y:Ex‘v (5)

% Supde-se que Demdcrito tenha nascido no séc. V a.C..
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-.(diferente da origem) tem por 0

e de (4) deduzir

1
=13 6
g (6)

Portanto, podemos obter x de dois modos:

g : ; l 5. 5
- como abcissa do ponto de intersecgdo da parabola y="x’ com a hipérbole
a

equilatera xy=_2a’ — a primeira solu¢do de Menecmo,

2

! ; . ’ / i
- como abcissa do ponto de intersec¢gdo da parabola y=—x" com a parabola
a

g Zi vy’ — a segunda solugdo de Menecmo.
a

Note-se que, em ambos 0s casos, se conclui que x° =2a’, ou seja, x ¢ a aresta do cubo

cujo volume € duplo do volume do cubo dado, de aresta a. A luz dos nossos conhecimentos (e
notagdes) actuais estas solugdes parecem simples, mas para Menecmo que ndo podia recorrer
a geometria analitica — um legado de Descartes no séc. XVII — sdao muito elaboradas, ¢ ndo €
de admirar que tenham exigido de Menecmo uma atengio especial as propriedades das curvas
em causa.

De modo a refor¢ar a actual simplicidade da(s) solugdo(s) atribuida(s) a Menecmo,
vamos exemplificar a duplicag¢do do cubo recorrendo ao uso de duas parabolas e, obviamente,
com a ajuda da geometria analitica.

Seja, por exemplo, um cubo de aresta a=1/, o qual pretendemos duplicar. Procuramos
a solugdo da equagio x’=2-I°, ou seja, pretendemos construir um segmento x cujo

comprimento seja 2.

Para tal, vamos desenhar

2

1
as parabolas y=x" e ¥=2y%; 0

[N ]

seu ponto de intersecgdo

w =

abcissa a medida procurada. O
segmento x, aresta do cubo =2
procurado, esta representado a
vermelho na figura. o T

E importante ndo esquecer que, embora esteja encontrada a aresta do cubo procurado,

esta solugdo ndo se restringe ao uso exclusivo da régua ndo graduada e do compasso, visto
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que ndo é possivel desenhar todos os pontos de uma parabola (ou de uma hipérbole) com tais
instrumentos; além disso a definigio de uma conica através de secgdes do cone envolve
geometria tridimensional. Note-se, ainda, que a atribuigdo da autoria da segunda sclugdo
(duas-parabolas) a Menecmo € posta em causa por G. J. Toomer, que publicou, em 1976, a
traduciio para inglés da versdo arabica da obra de Diocles Dos Espelhos Cadusticos™.

“Tem sido até agora assumido por todos os historiadores que esta segunda prova é também
atribuida a Menecmo, mas G. J. Toomer descobriu, como proposigao 10 da versao arabica da obra de
Diocles Dos Espelhos Causticos, uma solugao para o problema dos dois meios proporcionais pela
intersecgéio de duas parabolas (..), que se assemelha muito a segunda solugdo. E segue-se, como
proposigéo 11, uma outra solugdo que ¢ idéntica nos conteudos matematicos aquela que € atribuida a
Diocles, por Eutocio. Toomer acredita que a segunda solugdo deve assim ser atribuida a Diocles e nao
a Menecrno.” ([Th1], p. 1685).

No entanto, Knorr ([Knl], p. 240) discorda, por considerar que o intuito de Diocles, ao
apresentar o método das duas-parabolas, ndo era oferecer uma nova solugéo para o problema
da duplicagio do cubo:

“Na proposi¢do 10 Diocles volta-se para a duplicagdo do cubo, mostrando como pode ser
resolvida através da intersecgdo de duas parabolas. Pelo facto deste ser precisamente o método das
duas-parabolas, que Eutocio apresenta como uma construgdo alternativa, seguidamente ao método da
parabola-hipérbole atribuido a Menecmo, ndo podemos inferir que a inclusdo de Diocles do método
das duas-parabolas contrarie a sua origem em Menecmo. E concebivel, embora improvavel, que

Diocles ndo tivesse conhecimento dos esforgos de Menecmo.

{one)

Parece-nos, assim, que aqui a inten¢do de Diocles ndo é oferecer uma nova solugdo para o
problema, mas antes apresentar um outro exemplo do seu método de desenhar parabolas.”

Alias, como mais a frente veremos, Diocles apresenta uma solugdo original (através de
uma nova curva) para o problema dos dois meios proporcionais. Uma questdo que tem
intrigado os historiadores € saber qual tera sido a ‘inspiragdo’ de Menecmo, aluno de Eudoxo,
para obter as curvas conicas como a intersecgdo dum cone recto de base circular, com um
plano perpendicular a uma geratriz, e nomeadamente saber se Menecmo tera construido
algum aparelho para desenhar tais curvas. George Allman ([All], pp. 160-174) analisa
algumas das investigagdes sobre o assunto, as quais ndo vamos aqui referir por estarem fora

do ambito desta dissertagio.

* Uma maior referéncia a esta obra sera feita quando analisarmos a solugio de Diocles.
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2.6 A SOLUCAO ATRIBUIDA A PLATAO

Eutocio atribui a Platdo, influente filosofo e matematico da segunda metade do séc. V
a.C. e primeira metade do séc. IV a.C. e “(...) principal promotor do desenvolvimento
intelectual do seu tempo (...)” ([V], p. 202), uma solugdo de cariz mecanico para o prodlema
da duplicagdio do cubo, ou melhor, e uma vez mais, para o problema da inser¢do de dois meios
proporcionais entre dois segmentos de recta.

No entanto, ¢ amplamente aceite que esta solugdo foi incorrectamente atribuida a
Platdo. “Platio reprovou as solugdes mecénicas por estas destruirem a virtuosidade da
geometria.” ([H4], I, p. 255). E, portanto, seria de estranhar que ele proprio apresentasse uma
solugdo dentro dos pardmetros que reprovava5 N

“A proveniéncia Platénica deste método deixa em aberto sérias dividas. Primeiro, Eratostenes
nio lhe faz referéncia ao longo das suas consideragoes sobre os primordiais esforgos na duplicagao do
cubo. Tal facto é ainda mais notorio tendo em atengio que o seu interesse pela filosofia platonica é
muito evidente ao longo da sua obra Platonicus, onde relata a historia do envolvimento de Platéiio com
o oraculo de Delos. Certamente, se fosse o caso, Eratdstenes teria um interesse particular em indicar
uma efectiva solugdo de Platdo, se a conhecesse. Além disso, este método depende da concepgdo de
um engenho’' mecanico.” ([Knl], p. 57).

Existem duas teorias relativas a autoria da solugdo mecéanica atribuida a Platao para
resolver o problema da duplicagio do cubo. Uma que defende que Platdo inventou esta
solugdo mecanica para ilustrar como € facil descobrir tais solugdes; a outra, talvez 4 mais
aceite, que defende que esta solugio mecédnica foi inventada pelos seus discipu.os na
Academia. ([H4], I, p. 255).

Sendo assim, uma duvida persiste: a quem atribuir a autoria deste método’ Sem
responder directamente a esta questdo, Thomas Heath ([H4], I, pp. 256-258) indica alguns
pontos comuns entre o método aqui em causa (na sua vertente mais tedrica e menos mecanica)
e a segunda solugdo de Menecmo; enquanto que Knorr ([Knl], pp. 57-62) acrescenta a

procura de uma relagdo com a solugio perdida de Eudoxo.

Y Ao reprovar as solugdes existentes pressupomos que Platdo também reprovou a solugio de Menecmio. Mas.
tendo em atengio que a solugdo de Menecmo é puramente tedrica, nio envolvendo instrumentos de qualquer
tipo, em que se tera baseado Platdo para reprovar tal solugio? Van der Waerden ([Wal], pp. 162-164), com base
na analise do didlogo Platonicus, tenta responder a esta questdo. No entanto, ndo serd de considerarmos que para
Platdo todas as solugdes que nido fossem solugdes possiveis de executar apenas com régua nio graduada e
compasso seriam solugfes mecinicas?

31 De referir que Eutdcio, no seu texto, traga com muita minucia o engenho mecénico em causa, indo ao
pormenor de descrever o tipo de ranhuras, encaixes, etc..
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Vejamos entdo em que consiste a solugdo mecanica atribuida a Platdo. Considerem-se
duas linhas rectas BC e AB perpendiculares entre si, entre as quais pretendemos encon:rar os
dois meios proporcionais. Tendo em aten¢do que o problema ¢ a duplicagdo de um cubo de
aresta a, vamos aqui considerar o caso particular em que AB ¢ o dobro de BC, isto €, AE'=2a e
BC=a.

Sejam os tridngulos EDC e AED, rectos em D e E, respectivamente, e de modo a que
ED seja comum. Consideremos ainda que as hipotenusas AD e EC se intersectam

perpendicularmente em B, como ilustrado na figura.

A

)

Deste modo, sdo semelhantes entre si os tridngulos BDC, AEB e BED, visto que, tendo
em ateng¢do as condi¢des de construg¢do da figura, os angulos BDC e BAE sdo iguais bem
como os dngulos BAE e BED, sendo ainda recto o angulo em 5.

BC _BD _BE

Donde, =—= ;
BD BE AB

isto €,
Bt e
BD BE 2a
Logo, BD e BE séo os dois meios proporcionais entre a e 2a, sendo BD a arcsta do

cubo cujo volume € duplo do volume do cubo de aresta a. Assim, o problema em causa fica

solucionado desde que se construa uma figura nas condigGes anteriormente descritas.

“O esquadro de Platdo, seria um instrumento constituido por trés
réguas, duas delas paralelas entre si e uma terceira perpendicular as anteriores,
estando esta ultima fixada a uma das primeiras, mas permitindo a deslocagio
da outra numa calha. Portanto, duas das réguas seriam fixas, enquanto que a
‘ outra deslizaria paralelamente a si mesma.” ((ESQSC], p. 311). ~
Vamos entdo construir essa figura utilizando o esquadro de Platdo. Comece-se por

tragar duas rectas perpendiculares m e n intersectando-se num ponto B e marquem-se dois
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pontos A e C sobre m e n, respectivamente, de modo a que AB = 2BC (note-se que estamos a
considerar o caso em que BC=a € a resta do cubo a duplicar).

De seguida, manipule-se o esquadro de Platdo ajustando-o a figura de modo a que as
duas réguas paralelas passem por 4 e C e os pontos em que estas encontram a outra régua, X e

Y, estejam sobre as rectas m e n, respectivamente, como ilustra a figura.

Assim, os segmentos BX e BY sdo os dois meios proporcionais procurados, como
anteriormente provamos, sendo BX a aresta do cubo procurado. Uma vez mais estamos em
presenga de uma solugdo que ndo esta de acordo com as regras previamente estabelecidas,
pois a solugdo em causa envolve um instrumento mecanico (o esquadro de Platdo) muito

diferente da régua ndo graduada e compasso.
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2.7 A SOLUCAO DE ERATOSTENES

O nome de Eratostenes de Cirene ndo esta apenas associado ao problema da
duplicagio do cubo devido ao relato das lendas sobre a historia deste problema,
nomeadamente na sua obra Platonicus e na suposta carta ao Rei Ptolomeu. Esta também
associado a uma solugdo do problema dos dois meios proporcionais, através de um
instrumento mecanico. Esse instrumento, conhecido pelo nome de mesolabo, é descrito’® por
Papo no livro III da Colecg¢do Matematica e por Eutocio no comentario ao livro 11 do tratado
Da Esfera e do Cilindro.

Seguidamente, apresentamos a imagem de um mesolabo, obtida no site do Museu
Universitario de Historia Natural e da Instrumentagio Cientifica da Universidade de Modena

e Reggio Emilia, Italia.

Imagem obtida em http://www.museo.unimo.it/theatrum/macchine/1410gg.htm

A suposta carta de Eratostenes ao rei Ptolomeu € mais uma vez uma importante fonte
de informagdo historica e, embora seja amplamente aceite que a carta ¢ forjada,

“(...) ndo ha motivos para duvidar da historia ai relatada, a qual ¢, de facto, amplamente
confirmada. E deve agradecer-se ao autor por ter incluido na sua carta a prova e o epigrama, ratirados
dum monumento votivo, que sdo trabalhos genuinos de Eratostenes.” ([ThS], I, pp. 256-257).

Eratostenes colocou uma réplica do seu mecanismo, segundo parece em bronze, numa
coluna dedicada ao rei Ptolomeu, erguida em Alexandria. Da coluna também constava uma

breve demonstragio e um epigrama onde se lia:

32 A descrigdo feita por Papo de Alexandria tem uma pequena variagdo em relagdo & descrigdo de Eutocio.

Enquanto que este ultimo fala em paralelogramos, Papo fala em triangulos. No entanto, este facto € indiferente
no contexto em causa. ([Th5], L, p. 291).
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“Se, bom amigo, de qualquer cubo pequeno queres obter um cubo duas vezes maior, e
rapidamente transformar um qualquer solido noutro, aqui esta a tua possibilidade (...). Nao procures
conseguir coisas dificeis de executar por meio dos cilindros de Arquitas, nem cortar o cone pela
triade™ de Menecmo, nem descrevé-las por alguma espécie de linhas curvas de divino Eudoxo. De
facto, por meio destas placas, facilmente construiras milhares de médias a partir de uma base pequena.

Afortunado Ptolomeu, porque és um pai que goza a juventude com o seu filho e lhe ceste tu
proprio tudo o que é preciso para as Musas e Reis; possa ele no futuro, Zeus Celestial, receber o ceptro
das tuas mios. Que assim acontega, e que cada um que veja esta oferta votiva diga: ‘esta é uma oferta
de Eratostenes de Cirene’.” (citado em: [H4], I, p. 260).

Vamos basear-nos no mesolabo descrito por Eratostenes para construir os dois meios
proporcionais da redugdo de Hipocrates, de modo a duplicar um cubo de aresta a.

Comecemos por construir uma estrutura rectangular ABCD de bases paralelas 4B e
DC. Em cada uma das bases estd uma calha tripla de modo que em cada ranhura possa
deslizar um tridngulo, como ilustra a figura seguinte. Os trés tridngulos em causa sdo
congruentes e podem deslizar (tendo em atengdo o modo como foram colocadas as calhas)

paralelos a si mesmos, podendo ocorrer sobreposigdes (parciais ou totais).

K G

D F

G J B

Tendo em atengdo que o cubo a duplicar tem aresta a, o mesolabo devera ser
construido de modo a que AD = 2a.

Seja M o ponto médio do lado K/, do tridngulo LJK, e consideremos fixo o tridangulo
DEF. Deslocam-se os outros dois tridngulos de tal modo que o ponto N, de intersecgdo de HG
com LJ, e o ponto O, de intersec¢do de FF com /G, sejam colineares com os pontos D ¢ M, de

modo & que a recta que os une encontre A8 num ponto que designaremos por P.

3 A frase “ (...) pela triade de Menecmo (. ..)” pode fazer parecer que sec trata das trés formas de secgdes conicas,
parabola, hipérbole ¢ elipse. No entanto, Knorr € de opinido que, tendo em atengio o contexto, esta triade € a
hipérbole e as duas parabolas, as curvas conicas especificamente associadas ao problema da duplicagdo do cubo.
(IKnl], p. 62)
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Assim, tem-se,

D

onde,

OE _ 0P
DA DP’

adjacentes a angulos iguais sdo proporcionais (Elementos V1, 4),

, tendo em atencdo que nos tridngulos equidngulos, OEP e DAP, os lados

0P _0G
DP DE’

adjacentes a Angulos iguais sdo proporcionais (Elementos V1, 4),

, tendo em atengdo que nos tridngulos equidngulos, OGP e DEP, os lados

0G
DE EP’

adjacentes a dngulos iguais sdo proporcionais (Elementos V1, 4),

, tendo em atengdo que nos tridngulos equidngulos, OGP e DEP, os lados

GP NG
EP OE’

adjacentes a angulos iguais sdo proporcionais (£lementos VI, 4),

, tendo em atengdo que nos tridngulos equidngulos, NGP e OEP, os lados

OE _OP _0G _GP _NG
DA DP DE EP OE

NG NP NJ _JP _MJ
OE OP 0OG GP NG

De forma analoga justificariamos que

Logo,
MJ] NG OE . . I
i = ou, ainda, atendendo as condig¢des 1niciais,
NG OE DA
a NG OE
NG OE 2a
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Concluimos, assim, que NG e OF sdo os dois meios proporcionais entre a ¢ 2a e
portanto NG ¢ a aresta do cubo cujo volume ¢ duplo do cubo de aresta a.

Note-se que pode ser necessario prolongar as «calhasy DC e AB de modo a encontrar-
se o ponto P, da intersecgdo da recta DM com o lado AB. Repare-se, ainda, que se
pretendermos encontrar os dois meios proporcionais entre ¢ e d ( d > ¢ ), isto €, ndo sendo o
caso particular de um deles ser o duplo do outro, bastaria construir um mesolabo nas
condi¢Bes analogas, mas em que 4D =d e JM =c. E interessante a visdo de Eratostenes ao
afirmar que:

“(...), por meio destas placas, facilmente construiras milhares de médias a partir de uma base
pequena.” (citado em: [H4], I, p. 260).
De facto, se pretendermos encontrar trés meios proporcionais entre ¢ e d, bastara

considerar mais um tridngulo (numa nova calha) e, de modo anélogo, encontraremos x, y, € z

: c x y z ' '
tais que — = — = = = — | e assim sucessivamente.
x y z d
Do mesmo modo que no caso da solugdo pelo uso do esquadro de Platdo, a solugio de
EratoOstenes ndo esta de acordo com as regras previamente estabelecidas, pois a solugdo em
causa envolve um instrumento mecanico (o mesolabo) muito diferente da régua ndo graduada

€ CoOmpasso.
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2.8 A SOLUCAO DE NICOMEDES

Pouco se sabe sobre a vida de Nicomedes, mas € possivel, cronologicamente, situa-lo
entre Eratostenes e Apolonio, isto €, no séc. III a.C., visto que ele critica Eratostenes pela
constru¢cdo mecanica dos dois meios proporcionais que este apresentou, enquanto que
Apolénio faz referéncia, a certa altura, a «concoide de Nicomedes». ([To3], p. 1864).

A solugio de Nicomedes®* para a construgio dos dois meios proporcionais teve por
base a redugdo do problema a uma construgdo por néusis, que resolveu por meio de uma
curva — a concoide — também usada para resolver o problema da trissec¢do do dngulo (cf. pp.
33-36).

Nicomedes ficou muito orgulhoso pela sua constru¢do, usando a curva que tinha
descoberto, ao ponto de reclamar que esta solugdo para o problema da duplicagdo do cubo era
muito superior ao método de Eratostenes, que considerou estar fora do espirito da geometria:

“Nicomedes também descreve, no seu livro Sebre as Linhas Concéides, a construgdo de um
instrumento cumprindo o mesmo proposito, e do qual parecia estar excessivamente orgulhoso ao ponto
de ridicularizar grandemente as descobertas de Eratostenes como impraticaveis e privadas de sentido
geométrico.” ([E]; em [Th5], pp. 297-298).

Vejamos entdo em que consiste o método de Nicomedes para inserir dois meios

proporcionais entre dois segmentos dados,

seguindo Tomas Heath ([H4], I, pp. 260- M
263).
Sejam dadas duas rectas
perpendiculares AB e BC entre as quais se A L

pretende  construir os dois  meios

proporcionais”. Complete-se o rectingulo

D
ABCL e bissectem-se as duas rectas BC e AB
nos pontos £ e D, respectivamente. A partir
de L trace-se uma recta passando por D e G 5 E K
c

encontrando o prolongamento de CB num
ponto que designamos por G. Tire-se, por £,

a perpendicular £ a BC e de modo que

- > Segundo Tomas Heath, as explicagdes que Eutdcio e Papo dio do procedimento de Nicomedes apenas diferem

ligeiramente ([H4], I, p. 260). Refira-se que apenas conhecemos a obra de Nicomedes Sobre as Linhas

© Concéides de fontes indirectas.

** O caso que nos interessa é AB — 2BC, que é um caso particular daquele aqui descrito.
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CF = AD . Una-se agora GF e trace-se a paralela a esta passando por C, a qual vamos
designar de CH.

Agora, construamos a concoide™ que tem F como polo, CH como régua € a
«distancia» igual a FC (ou AD). Esta concoide (um dos seus ramos) encontra o
prolongamento do segmento de recta EC num ponto que vamos designar por K.

Assim, a determinagdo de K foi reduzida a uma construgdo por néusis: a insergao,
entre as rectas CH e EC, de um segmento de comprimento igual a0 comprimento de AD e
«apontado» para o ponto F (o segmento HK).

De seguida, unamos FK e, pelas propriedades da curva concéide, HK ¢ igual a
«distancia». Assim, HK = FC = AD .

Finalmente, trace-se KL e prolongue-se até encontrar a recta B4 num ponto que vamos

designar por M. Deste modo, CK e MA s3o os meios proporcionais procurados, isto e,

AB _CK _MA
CK MA BC

Provemos agora tal facto. Efectivamente, por BC ser bissectado em E e prolongado até

K, temos (tendo em atengio Elementos 11, 6) que BK -CK + EC? = EK?, adicionando EF ‘a
ambos os membros, vem BK-CK +EC?+EF’° =EK® +EF*

Assim, (Elementos 1, 47 ) temos BK -CK +CF? =FK* . (1)

Tendo em atengdo que, no tridngulo MBK, AL ¢ paralela a base BK, temos (Efementos

VI, 2) que %—% Analogamente, tendo em atengdo que LC ¢ paralelo a MB, tem-se

A/‘LL—:J—B’g . Donde Lo . Mas, AB=2AD e BCziGC (visto que GB=BC, tendo
LK CK AB CK 2

em atengdo que os tridngulos ADL e DGB sdo geometricamente iguais), logo
MA_GC
AD CK

Seja agora o tridngulo GFK, onde GF e CH sdo paralelas, pelo modo como foi

2)

construida a figura. Assim (Elementos VI, 2), tem-se
GC _FH
CK HK

3

% A curva concéide foi descrita com maior pormenor no capitulo sobre a trissecgdo do angulo (cf. p. 34).
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De (2) e (3) obtém-se que % = % Tendo em atengdo Flementos V, 18 vem que

MA+AD  FH +HK MD  FK iy -
= , donde —— =—— e pela hipotese de construgdo temos que
AD HK AD  HK

AD=HK (visto que AD=FC), e consequentemente MD = FK , donde MD*=FK?*

Temos ainda que MD’=MB-MA+AD? (Elementos 11, 6). E, de (1), obtém-se

MB-MA+AD’ = BK -KC+CF*.

Mas AD = CF ,donde MB-MA= BK -KC e portanto K—C:—Aﬁ .
MA BK
Atendamos agora aos triangulos MBK e LCK, os quais sdo semelhantes. Temos que
@: 40 (Elementos V1, 4), e assim vem que —Ci(—= L .
BK (K M4 CK
MB MA LC CK MA ;
Analogamente, ——=—— e, consequentemente, = = , ou sea
BK AL CK M4 AL
(porque 4B =LC e BC =AL),
AB CK MA
CK MA BC

Isto é, CK e MA sdo os meios proporcionais entre AB e BC.

Se pretendermos construir um cubo com o dobro do volume de um cubo dado de
aresta AB, basta considerar BC=24B e assim CK sera a aresta do cubo procurado. Temos
assim uma vez mais uma solu¢do que ndo estda de acordo com as construgdes que se
restringem ao uso apenas da régua nao graduada e compasso, pois como ja afirmamos no
capitulo anterior, ndo podemos construir todos os péntos da concoide de Nicomedes
utilizando apenas estes instrumentos.

No entanto, citando van der Waerden, pelo exposto podemos “(...) admirar o talento de

Nicomedes, que descobriu ndo so a prova mas a construgdo em si.” ([Wal], p. 237).
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2.9 AS SOLUCOES DE HERAO, APOLONIO E FILAO DE BIZANCIO

Seguindo o exemplo de Gomes Teixeira € Thomas Heath, optamos por apresentar as
solugdes destes trés gedmetras em simultdneo, uma vez que elas sdo muito parecidas. Pois
““(...) sabemos por Eutdcio que a solugdo de Herdo € praticamente a mesma que a de Fildo”
([H4], 11, p. 300). No entanto, o0 método de Herdo “(...) ndo aparece apenas na narrativa de

Eutocio, mas também nos legados de Herdo, Mecdnica e Belopoeica, e Papo toma
7

2

conhecimento deste método através de Herfo. Mas outro comentador, Jodo Filopono®
atribui-o a Apolonio.” ([Knl1], p. 188). Além disso:

“Papo, nas Colecgdes Matematicas (...), atribui a Apolonio dois métodos, um mecanico e
outro geométrico, para resolver o problema de Delos, sem no entanto os expor. Nas obras de
Apolénio, que chegaram até nos, ndo encontramos coisa alguma sobre este problema [duplicagdo do
cubo], mas no Comentario [a obra de Arquimedes Da Esfera e do Cilindro] de Eutocio encontramos o
método mecanico de Apolonio, o qual ndo difere no essencial daquele que foi dado por Herdo. A
relagdo estreita entre a construgdo mecanica e a construgdo mediante uma hipérbole, exposta atras™,
levou alguns autores a considerar como provavel que o método geométrico de Apolonio seja idéntico a
esta ultima construgdo, ou pelo menos nio defira dela no essencial; e que as trés solugdes mecanicas
de Herdo, Filio Bizantino e Apolonio foram deduzidas da solugdo geométrica de Apolonio, como
aplicagdes praticas.” ([Tel], p. 295).

Temos assim razdes” que sobejamente nos levam a agrupar estas trés solugdes do
problema da duplicagdo do cubo. E, como seguidamente veremos, os «trés metodos» em
causa tém, em termos de constru¢do, o mesmo objectivo: a determinagdo de dois pontos (G e
F, na nossa exposigio), com caracteristicas especiais. Pontos estes que ndo serdo possiveis de
encontrar com o uso exclusivo da régua ndo graduada e compasso mas, como veremos, tal ja

sera possivel se a régua empregada tiver um bordo com marcas.

57 Filésofo da primeira metade do séc. VI d.C..

® Gomes Teixeira ([Tel]. pp. 293-295) explica como encontrar geometricamente uma determinada recta
mediante certa hipérbole, enquanto que, e ainda segundo ele, Eutécio supde que se procede por tentativas para
determinar tal recta (a recta GF na figura da pagina seguinte).

* Knorr considera que existem trés versdes (muito proximas umas das outras) da solugdo do problema da
duplicagdo do cubo que aparecem associadas ao nome de Apoldnio, existindo ainda a mengéo, por Papo, a uma
quarta — esta pelo uso de secgBes conicas. Aquela que ¢ reproduzida por Eutdcio ¢ equivalente ao método
apresentado por Herdo e, relativamente as duas versdes dados por Jodo Filopono, uma € precisamente o método
‘de Herdo, enquanto que a outra coincide com aquela que € reproduzida por Eutécio associada ao nome de Fildo
([Knl], p. 305). Podemos encontrar em Knorr ([Knl1]. pp. 305-308) uma descrigdo aprofundada das interligagGes
entre os métodos de Apolonio, Herio e Fildo.
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2.9.1 HERAOQ

A solu¢do de Herdo de Alexandria, matematico que possivelmente® tera vivido no
séc. I d.C., aparece nas suas obras Mecdnica e Belopoeica® e é também umas das onze”
solugdes transmitidas® por Eutocio no seu comentario a obra de Arquimedes Da Esfera e do
Cilindro. Vejamos em que consiste essa solugao.

Sejam CD e DB os dois segmentos® entre os

quais pretendemos construir os dois  meios c

proporcionais. Construamos o rectangulo CABD, sendo \;\

E o ponto de intersec¢io das suas diagonais. ﬁ\\ i,

Consideremos uma régua com a aresta colocada em D e ") \ \ D

encontrando o prolongamento de AB num ponto que K . \E |

vamos designar por /' e o prolongamento de AC no = ' | -_BMF
K

ponto que vamos designar por . Manipule-se a régua
de modo a que esta assuma uma posigao em que
EF = EG . Assim, os segmentos CG e BF sdo os meios proporcionais procurados, isto €,

CD _CG _BF
CG BF DB

Justifiquemos agora estes factos. Seja K o ponto médio de AB (= CD), entdo (tendo em

atengio Elementos 11, 6) AF-FB+BK®=FK?, adicionando KE° a ambos os membros
obtemos AF-FB+BK’+KE’ = FK’+KE?, donde (tendo em atengdo Elementos 1, 47)

AF-FB + EB’ =EF*. (1)

8 As incertezas sobre a data em que viveu Herdo sdo muitas. Por um lado Michael Mahoney, autor da biografia
de Diocles no Biographical Dictionary of Mathematicians, aponta a data de 62 d.C.; por outro lado Thomas
Heath ([H4], 11, pp. 300-306) investiga sobre a data em que viveu Herdo, concluindo assim como provivel o séc.
III d.C. No entanto, todos os autores sfo undnimes em considerar como certo que Herdo viveu entre o ano 150
aC. eoano250d.C.

®! No fim dessa obra, consagrada a fabricagio de armas de arremesso, encontra-se um método instrumental pelo
qual Herdo determina dois meios proporcionais para um problema de certo modo andlogo ao problema de Delos.
([Ver2], 11, p. 590).

%2 Nido estamos a contabilizar a «solugio de Eudoxo».

53 Como sabemos, 0 que caracteriza as fontes dos textos gregos. mesmo 0s nossos textos mais antigos, ¢ que
geralmente s3o copias de cdpias, que por sua vez ja eram copias ou fragmentos de originais. Este facto leva
alguns historiadores a ter preferéncia por determinada fonte em detrimento de outra ou outras. Por exemplo, Ivor
Thomas ([Th5], p. 267) tem preferéncia pela versfo transmitida por Papo na Colec¢do Matematica em
detrimento da versdo transmitida por Eutdcio, por considerar que a versdo de Papo conserva com maior
autenticidade as palavras de Herdo, enquanto que Eutocio faz alguns aditamentos.

% Mais uma vez o caso que nos interessa é um deles o dobro do outro, isto é, CD=2DB.
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Seja agora K’ o ponto médio de AC, entdo (tendo em atengdo Elementos II, 6)

AG-CG+CK'?=GK’?, adicionando K'E’ a ambos os membros obtemos
AG-CG +CK'? +K'E* =GK'*+ K E?, donde (tendo em atengdo Elementos 1, 47)
AG-CG + CE?* = GE?, (2)

Visto que EB=CE ¢ EF=GE, de (1) e (2) obtém-se que AF-FB =AG-CG, ou
seja,
AF CG
o= G)
AG FB
Consideremos agora os tridngulos GCD, GAF e DBF, os quais sdo semelhantes entre
si (pois tém os trés angulos iguais, cada um a cada um); tendo em atengdo Elementos VI, 4,
FA CD FB
AG CG DB

tem-se que

CD _CG _FB
CG FB DB

Assim, considerando (3) tem-se que , isto €, CG e BF sdo os meios

proporcionais entre os segmentos dados, CD e DB, como pretendiamos provar.
Portanto, se o cubo dado tiver de aresta DB, basta considerar CD=2DB e o cubo

procurado (como o dobro do volume) tera de aresta FB.
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2.9.2 APOLONIO

Apolonio de Perga, matematico da segunda metade do séc. III a.C. e principio do séc.
Il a.C., é reconhecido como um geometra de mérito excepcional, principalmente pelo seu
famoso tratado Conicas. Esta obra passou a ser o tratado por exceléncia sobre as sessdes
conicas e substituiu os escritos anteriores de Menecmo, Aristeu e Euclides, pois Apolonio
estudou tdo profundamente e exaustivamente as propriedades das conicas que tornou as obras
anteriores obsoletas. Embora se trate de uma obra extensa e de leitura dificil, para quem esta
familiarizado com os métodos modernos, este tratado esta a par do que de mais brilhante
conhecemos da geometria antiga. ([V], pp. 368-369). No entanto, Apolonio também se
dedicou ao problema da duplicagio do cubo:

“Sao do mesmo sabio geometra outros trabalhos, como: Sébre o problema de Delos, com uma
solugdo — diz Eutdcio — que teria sugerido outra inserta nas Mecdnicas de Herdo (...).” ([V], p. 383).

Atendamos a versao transmitida por Eutocio. Sejam AB e CA os dois segmentos entre
os quais pretendemos construir os dois meios proporcionais. A primeira parte da solugdo de
Apolonio resume-se a construgdo de um rectangulo com os dois segmentos dados como lados.

Coloquemo-los de modo a fazer um angulo recto entre si, como indicado na figura.

G~

Com centro no ponto C e raio igual a A8 construimos a circunferéncia C;, € com
centro no ponto B e raio igual ao segmento CA construimos a circunferéncia C; . Seja D o
ponto de intersecgdo destas duas circunferéncias. Temos assim construido o rectdngulo
CABD.

A partir daqui, a solu¢io de Apolonio é uma variagdo da de Herdo. Seja £ o ponto de
~ intersecgdo das diagonais do rectdngulo C4ABD. Com centro no ponto £ construamos uma
circunferéncia intersectando os prolongamentos de AB e AC em F e G, respectivamente, e de

modo a que F, D e (G sejam colineares.
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Assim, os segmentos CG e BF s&o os dois meios proporcionais procurados, isto €,
AB CG _BF
CG BF CA

Justifiquemos agora tal facto. Analogamente a construgao de Herdo, anteriormente

descrita, obtivemos os mesmos pontos G e F, embora no caso de Herdo através da
manipulagdo de uma régua no ponto D €, no presente caso, utilizando uma circunferéncia.
Visto que as condigdes da figura que usamos no caso da solugdo de Herdo sdo ainda

validas no presente caso (repare-se que os segmentos GE e EF sio raios da circunferéncia em

causa, logo iguais), é portanto obvio que a mesma prova € valida neste caso.
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CD CG _BF

2.9.3 FILAO DE BIZANCIO

Pouco sabemos sobre a vida deste matematico que, segundo parece, viveu no séc. 11l
a.C.. No entanto, Eutocio menciona um seu trabalho sobre o problema da duplicagdo do cubo:

“E no livro 1, actualmente perdido, do Tratado de Mecénica de Fildo de Bizancio que esta
solugdo empirica do problema dos dois meios proporcionais é retirada por Eutocio.” ([Ver2], II, p.
592).

Fildo, nos seus empreendimentos de inventor, deparou-se com O problema de criar
uma catapulta que teria como objectivo lancar um projéctil com o dobro do peso de um outro
langado por outra catapulta. Assim, encontrou 0 problema de ter de duplicar o cubo, tendo em
atengdo que os pesos dos dois projécteis em causa estavam em proporgdo com 0s cubos dos
seus diametros. A resolugdo do seu problema ndo pode ser obtida por uma construgido
euclidiana com apenas régua nao graduada e compasso, a solugio passa por encontrar dois
meios proporcionais e, assim, Filio descreveu como encontrar €sses meios Proporcionais.
([Dr], p. 587).

Sejam CD e DB os dois segmentos entre 0s quais pretendemos construir os dois meios
proporcionais. Coloquemo-los de modo a que facam um angulo recto em D. Unamos agora os
pontos C e B e construamos a semicircunferéncia CDB, de didmetro CB. De seguida,

construamos a recta BF perpendicular a DB e a recta CG perpendicular a CD.

% .
7% - ~_

Considere-se uma régua com a aresta colocada no ponto D e encontrando o
prolongamento de AB no ponto £, o prolongamento de AC no ponto G e o semicirculo no
ponto H. Manipule-se esta régua de modo a que esta assuma uma posigdo em que GH = DF .

Assim, os segmentos CG e BF sio os dois meios proporcionais entre CD e DB, isto €,

C-EF DB’ COMO provaremos a Seguir.
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Suponhamos que as rectas FB e GC sdo prolongadas, intersectando-se no ponto 4. E
obvio que as rectas DB e GA sio paralelas, o dngulo de vértice em A € recto e se
completarmos a semicircunferéncia, a circunferéncia obtida passa pelo ponto 4. O rectdngulo
CABD, onde E é o ponto de intersec¢do das diagonais, ¢ o mesmo que o da construgdo de
Herdo (cf. p. 79).

Consideremos a perpendicular a GF passando por E (a vermelho na figura). Tendo em
atengdo que HD ¢ uma corda da circunferéncia de centro £, por Elementos 111, 3, tem-se que
essa perpendicular bissecta HD. Atendendo a hipotese de construgdo da figura temos que
GH = DF , entio M é o ponto médio de GF. Assim, os tridngulos MEF e GEM sio
congruentes™ (Elementos 1, 4), donde GE = EF .

Atendendo que as condigdes da figura que usamos no caso da solugido de Herdo sdo
ainda validas no presente caso, € obvio que a mesma prova € também valida, razdo pela qual
se omite aqui.

Assim, para duplicar (em volume) um cubo de aresta DB, basta considerar CD=2DB e

o cubo procurado tera de aresta BF.

83 Caso de congruéncia de tridngulos lado-ingulo-lado.
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2.10 A SOLUCAO DE DIOCLES

Durante longo periodo de tempo tudo o que se conhecia sobre a obra e vida de
Diocles, matematico do inicio do séc. IT a.C., era através de dois fragmentos da sua obra Dos
Espelhos Causticos, preservados por Eutoécio no comentario ao ja referido texto de
Arquimedes Da Esfera e do Cilindro. Um desses fragmentos € a contribui¢do de Diocles para
o famoso problema de Delos.

S6 recentemente é que uma tradugdo®® arabe Dos Espelhos Cdusticos foi descoberta®’
numa Biblioteca em Mashhad, Irdo.

Assim, é de referir que nenhuma obra (completa) de Diocles era conhecida de Thomas
Heath quando este escreveu, em 1921, A History of Greek Mathematics, tendo Toomer, em
1976, traduzido para inglés e publicado a versdo arabe do perdido tratado de Diocles.

“Na terceira parte Diocles apresenta dois métodos para a duplicagdo do cubo: o primeiro
reproduz simplesmente uma forma alternativa ao método das duas parabolas de Menecmo (Prop. 10),
enquanto que o segundo utiliza uma curva especial, conhecida nos tempos modernos com o nome de
cissoide (Props. 11-16).” ([Knl], p. 234) .

Como inferimos, deve-se a Diocles a solugdo do problema da duplicagao do cubo por
meio de uma nova curva — a cissdide. Segundo parece nio foi Diocles quem lhe atribuiu este
nome, pois nos seus escritos ele utiliza o termo ‘linha’®® para se referir a tal curva e além
disso “o nome cissoide (‘forma de hera”) ¢ mencionado [pela primeira vez] por Gémino no
séc. I a.C., isto é, cerca de um século depois da morte do inventor Diocles.” ([Lo], p. 132).

Mais tarde, o método usado para gerar a curva atribuida a Diocles foi generalizado e
todas as curvas geradas por um processo analogo ao da cissdide de Diocles sdo designadas

coon 69
por cissoides™ .

% De modo a melhor abrangermos a importancia desta descoberta podemos atender as palavras pelas quais G. J.
Toomer inicia a sua tradugdo da referida obra de Diocles: “Nada sabemos sobre Diocles excepto o que pode ser
inferido da presente obra. Até a descoberta do texto drabe. mesmo a sua data constituia uma incerteza.” ([Tol].
p. 1).

%" Informagdo obtida em http.//www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Diocles.html, site da
responsabilidade de Edmund Robertson e John O'Connor, docentes do Departamento de Matemadtica da
Universidade de St. Andrews, Escocia.

5 Segundo Elementos 1, def. 2 “Linha ¢ o que tem comprimento sem largura” e é no comentario a esta definigdo
que Thomas Heath, analisando o conceito/relagdo entre linha e curva, refere que, segundo Eutocio, a cissoide €
supostamente a curva através da qual Diocles resolve o problema da duplicagio do cubo. (cf. [H2], I, p. 164).

% A cissoide despertou o interesse de varias geragdes de matematicos. “Os matematicos do séc. XVII colocaram
a prova a sua pericia através da cissdide. Fermat e Roberval construiram a tangente (1634); Huygens ¢ Wallis
encontraram a drea (1658); enquanto Newton dd-a como exemplo, na sua Arithmetica Universalis, das antigas
tentativas na resolugio de problemas ciibicos (...).” ([Lo], p. 133). Ainda recentemente, matematicos portugucses
colocaram em discussio na Internet, em hftp://www.fe.up. pt/mp/machaves/diocles.htm{, uma proposta de
construgiio (utilizando o moderno software de geometria dindmica The Geometer's Sketchpad) da cissoide de

Diocles, como lugar geométrico do vértice de uma pardbola movel rolando sem escorregamento sobre uma

pardbola fixa.
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Comecemos por definir a curva cisséide no seu caso geral. Sejam § e S8 duas
quaisquer curvas ¢ A um ponto fixo. Desenhemos uma linha recta passando por 4 e
intersectando S e S” em Q e R, respectivamente, € considere-se o ponto P, encontrado nesta
linha, de modo que AP= QR . Entdo, o lugar geométrico do ponto P descreve a cissoide de S
e S’ relativamente ao ponto 4. ([Lo], p. 131).

Na cissoide de Diocles as duas curvas envolvidas sdo uma circunferéncia e uma linha

recta que lhe é tangente, sendo o ponto fixo o ponto da circunferéncia diametralmente oposto

ao ponto de tangéncia, como pode ser observado na figura seguinte.

Vejamos como Diocles construiu a sua cissdide’. Considere-se uma circunferéncia de

centro O onde AB e DC sdo didmetros perpendiculares entre si. Sejam £ e F pontos da

circunferéncia nos quadrantes BD e BC, respectivamente, € colocados de modo a que os arcos

EB e BF sejam iguais.
| Desenhemos GE e HF perpendiculares a DC, tracemos EC e seja P o ponto de

E

intersecgio de £C com HI. Suponhamos, agora, que E e F ocupam novas posi¢des nos

™ Diocles define a sua curva apenas em relagiio a um dos quadrantes da circunferéncia de referéncia.
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quadrantes DB e BC, respectivamente, mas sempre a igual distincia de B. A cissoide de
Diocles ¢ a curva tragada pelo ponto P nas varias posi¢des que este ocupa.

Assim o ponto P, encontrado como acima foi descrito, permite provar que HF e HC
sdo os dois meios proporcionais entre os segmentos DH e HP, isto €:

DH HF HC
HF HC HP’

De facto, tendo em atencdo Elementos V1, 13, tem-se que HF é o meio proporcional

" entre os segmentos DH e HC, isto é, —Qﬁzﬁ
HF Hi.

. e . %% : DH ;

Pelas condigdes de construgdo da figura anterior € imediato que E:g—g pois

HF =GE ,bem como DG = HC .
HC

Por outro lado, %:ﬁ tendo em ateng@o que em triangulos equidngulos, GEC e

HPC, os lados adjacentes aos angulos iguais sdo proporcionais (Llementos V1, 4).
Ficou entdo provado o que pretendiamos, isto €,
DH HF HC
HF HC HP

Vemos assim, que HF" e HC sdo os dois meios proporcionais entre DH e HP.

E se se pretender construir os dois meios proporcionais entre dois segmentos a e b,
como fazer?
Construimos uma circunferéncia, de centro O, onde AB e DC sdo didmetros

perpendiculares. Seguidamente, construimos a cissoide de Diocles, como anteriormente

descrito’", e tomamos um ponto K em OB de modo a que % = % (a=b). (1)

Ligamos o ponto D ao ponto K e prolongamos o segmento DK de modo a intersectar a
curva cissdide num ponto que vamos designar por (. Passando por ( construimos o segmento
ML paralelo a AB.

Pelo que foi anteriormente exposto, ML e MC sdo os dois meios proporcionais entre
DM e MQ, isto &,

DM ML MC
ML MC MO

2

' Atendendo a defini¢dio de cissoide, dada na pagina anterior, as curvas aqui em causa sio a circunferéncia de
didmetro DC e uma recta (a tangente a circunferéncia no ponto D), sendo C o ponto fixo.
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\Z

Por outro lado, aplicando Elementos VI, 4 aos tridngulos DMQ e DOK, obtemos

RE 20 3)
MO OK
De (1) e (3) tem-se que g 4
MO b

Recorde-se que entre DM e MQ ja inserimos dois meios proporcionais: ML e MC.

Vamos agora procurar dois meios proporcionais entre a € b (que sdo dados), procurando x € y

: a x y
tais que, —=—==-.
x y b

Tais x e y encontram-se através de duas construgdes do quarto proporcional
(Elementos V1, 12):

DM ML

- sejaxtalque —=——, (5)
a -
MO M
- sejaytal que —Q:—C ; (6)
by
Efectivamente, tendo em atengdo Elementos V, 16, de (5) sal que
DM _a
(7)
ML x
e, analogamente, de (6) vem que ——, 2 (8)
’ B ’ W Me y
Por outro lado, tendo em ateng@do (4), tem-se que:
ML ML DM MQ ﬁ.f.g X o8
MC DMMQMCaby y’ ’
ML x
o= ©)
MC y
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DM ML MC a
= = , temos — =

ML MC MO x

b istoé xe
b? 2

Finalmente, de (7), (8) e (9) e porque

==

y sd0 os dois meios proporcionais entre a e b.

Alternativamente, segundo van der Waerden, para obter os dois meios proporcionais
entre os segmentos dados a e b, basta multiplicar os quatro termos da proporgdo
DM ML MC
ML MC MQ

Assim, se b=2a o cubo de aresta x tem volume duplo do cubo dado de aresta a.

por um factor de proporcionalidade adequado. ([Wal], p. 268).

Obtivemos mais uma solugdo que obviamente ndo pode ser efectuada apenas com régua ndo

graduada e compasso, pois ndo € possivel construir todos os pontos da curva com estes

instrumentos.
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2.11 AS SOLUCOES DE ESPORO E PAPO

Pouco se sabe sobre a vida de Esporo, matematico e comentador que segundo parece
nasceu na segunda metade do séc. III d.C.. No entanto, e acreditando em algumas fontes,
podemos concluir que ele se dedicou intensamente a dois problemas matematicos: a
quadratura do circulo e a duplicagdo do cubo. A sua contribuigdo para o estudo destes
problemas parece ficar a dever-se, principalmente, a sua critica construtiva das solugdes até
entdo existentes. ([Sza], p. 2311). E é novamente apenas devido a Eutocio que temos
conhecimento da solugdo atribuida a Esporo.

Quanto a Papo de Alexandria, matematico e comentador da primeira metade do séc.
IV d.C., deixou-nos a sua Colecgdo Matemdtica, uma importante fonte — muitas vezes a
principal ou a unica — para os nossos conhecimentos sobre os desenvolvimentos da
matematica que o precederam. Assim, relativamente ao problema da duplicagdo do cubo,
além da versio transmitida por Eutocio podemos ter acesso a versio de Papo, nas suas
proprias palavrasn, no Livro III da sua Colecgdo Matematica. (cf. em [P]; em [Ver3], L, pp.
47-50).

As solugdes de Esporo e Papo sdo essencialmente a mesma que a de Diocles; a
principal diferenga consiste no facto de que, em vez de usarem a cissdide, usam uma régua
que roda em torno de um certo ponto até que certa intersecgdo leve a que dois pares de linhas
sejam iguais. Papo tem conhecimento da obra de Esporo e € provavel que Esporo fosse seu
professor ou colega. ([H4], 1, p. 266).

Na sucessdo das solugdes transmitidas por Eutdcio, no seu comentario a obra de
Arquimedes, as solugdes de Papo e Esporo seguem-se & solugdo de Diocles e efectivamente €
provavel que esta sequéncia seja propositada, tendo em atengdo as similaridades entre as trés
solugdes. Apds concluir a exposigdo da solugdo de Esporo, o proprio Eutocio refere que essa
solu¢do ¢ a mesma que a de Papo e de Diocles (cf. em [E]; [Ver2], II, p. 603).

Knorr vai um pouco mais longe e afirma que tanto Esporo como Papo edificam o
procedimento como uma néusis € que por uma observagdo atenta podemos detectar que
Esporo trabalhou directamente a partir de Diocles, enquanto que Papo parece ter elaborado

uma reformulagio independente do método pseudo-Platonico. ([Knl], pp. 240-242).

"> No livro VIII da Colecgdo Matemadtica, Papo expde novamente a constru¢do dos dois meios proporcionais,
embora de uma forma mais abreviada. Parece que foi esta a fonte da versdo que Eutocio nos transmite. (cf. em
[P]; em [Ver3], 11, pp. 843-845).
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Assim temos, uma vez mais”, razdes que nos levam a agrupar solugdes do problema
de Delos. Vamos agrupar as solu¢des de Papo e Esporo, sem no entanto esquecer as relacdes
destas com a solugdo anterior — a solugdo de Diocles por meio da curva cissoide.

De modo a melhor ilustrar a relagdo entre a versdo de Diocles e as versdes de Esporo e
Papo, vamos trabalhar tendo por base a figura utilizada anteriormente, aquando da versao de
Diocles.

Esporo considera DO ¢ OK os segmentos dados™ e entre os quais pretendemos
construir os dois meios proporcionais. Papo, por seu lado, considera DO e OK dois segmentos
na mesma propor¢do que os segmentos dados e entre os quais pretendemos construir os dois

meios proporcionais. Isto é, se se pretender construir os dois meios proporcionais entre dois

segmentos a e b tomamos DO e OK de modo a que, % = % (a>b).

Estes segmentos sdo colocados perpendicularmente e de modo a que DO seja o raio de
uma circunferéncia de centro em 0. O segmento DK ¢ prolongado de modo a intersectar a

. i TS .
circunferéncia”” num ponto que vamos designar por /.

Agora, temos entdo a grande diferenca: consideramos uma régua com a aresta
colocada em C e manipulada em torno deste ponto de modo a que assuma uma posigdo em
que intersectando DI no ponto O, OB no ponto I"e a circunferéncia no ponto R, origine
T =1IR .

73 Como aconteceu com as solugdes de Herdo, Fildo e Apolonio.

™ Contrariamente a Diocles ¢ a Papo, que consideram que DO e OK estdo na mesma proporgio que 0S
segmentos entre os quais pretendemos construir os dois meios proporcionais.

75 Estamos em presenga da mesma circunferéncia e do mesmo ponto K da solugio de Diocles.
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Efectivamente o ponto Q esta’® na cisséide de Diocles. Assim, estamos em condigdes
de encontrar, com um raciocinio analogo ao método anteriormente exposto (na solugdo de
Diocles), os dois meios proporcionais entre DO e OK .

Esporo prova que O7 € o primeiro meio proporcional dos dois meios proporcionais

entre DO e OK, sendo valida a relagio s = L — A . (cf. em [E]; em [Ver2], II, p. 602).
o NM OK
Papo prova que o cubo construido sobre DO esta para o cubo construido sobre OT, como DO
. .., DO’ DO
esta para OK, isto €, o = K (cf em [P]; em [Ver3], I, p. 48; 11, p. 844).

Omitimos aqui as demonstragdes de Esporo e Papo (que podem ser encontradas nas
obras acima citadas), j4 que anteriormente apresentamos a prova da solugdo de Diocles.
Segundo Thomas Heath, a prova apresentada por Papo ¢ menos confusa do que a prova
apresentada por Esporo. ([H4], L, p. 267).

Sera que Papo ao atribuir esta solugdo a si proprio, expondo-a de uma maneira mais
acessivel que a solugdo de Esporo (a acreditar na versio transmitida por Eutocio) apenas esta
a chamar para si os créditos de uma solugdo que efectivamente sera originalmente de Esporo?
([H4], L, p. 266). Mais uma pergunta que, presentemente, esta sem resposta.

E, sem solugdo continua o problema da duplicagdo do cubo visto que as solugdes de
Esporo e Papo também ndo respeitam as regras da geometria plana.

Como foi inteligivel ao longo de todo este capitulo, além desta solugdo que Papo
atribui a si proprio, podemos encontrar na Colec¢do Matematica algumas das solugdes que
sdo transmitidas por Eutdcio no seu comentario & obra de Arquimedes Da Esfera e do
Cilindro. No entanto, no inicio do Livro III da Colecgdo Matemdtica, Papo discute (e critica)
um método para a resolugdo do problema de Delos que nao € propriamente uma solugdo
exacta para o problema em causa, mas sim um processo, através de métodos planos, para
obter aproximagdes cada vez melhores para uma solug@o exacta. Papo ndo diz quem € o autor
deste método, mas também néo atribui a si proprio a autoria; refere apenas que é da autoria de

um grande geometra. (cf. em [P]; em [Ver3], [, pp. 21-32).

'8 A justificagdo pode ser elaborada tendo em atengdo ([H4], I, p. 267), .
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EPILOGO

Como vimos nos capitulos precedentes, apesar dos geometras se terem debrugado,
durante um longo periodo de tempo (cerca de dois mil anos), sobre os problemas da trissecgdo
do angulo e da duplicagdo do cubo, ndo conseguiram encontrar uma solugdo apenas com o
uso da régua ndo graduada e do compasso, ou seja, através de métodos que designavam por
planos e que so faziam apelo a rectas e circulos. A diversidade das construgdes que envolvem
outras curvas atesta ndo s6 a curiosidade e o interesse pela questdo, mas também a
consciéncia que os gedmetras gregos tinham da sua dificuldade. Contudo, ndo € certamente
facil de avaliar até que ponto era generalizada, na Antiguidade, a suspeita de que estes
problemas n3o tinham solugéo de acordo com as regras da geometria plana.

A impossibilidade de existéncia de uma tal solugdo, no ambito da geometria
euclidiana, foi abordada por René Descartes (1556-1650) em 1937, na sua obra A Geometria,
e talvez se possa dizer que nasceu aqui o germe da prova dessa impossibilidade.

“Foi entido a geometria analitica (obra do século XVII) que permitiu estabelecer a ligagdo
entre as figuras e os numeros e que possibilitou a tradugio das operagdes com régua e compasso da
geometria nas operagdes fundamentais da aritmética mais extrac¢do de raiz quadrada. Num dos
sentidos, esta tradugdo passou pela criagdo duma dlgebra de segmentos e podemos até ver a linguagem
em que Descartes tratou o problema no livro primeiro de 4 Geometria de 1637. ” ([Vi], pp. 99-100).

De facto, sob o titulo, escrito na margem, de “Como o calculo da Aritmética se
relaciona com as operagdes da Geometria”, Descartes diz:

“Todos os Problemas de Geometria se podem facilmente reduzir a tais termos qﬁe, de seguida,
é apenas preciso conhecer o comprimento de algumas linhas rectas para os construir.

E [tal] como a Aritmética é apenas composta de quatro ou cinco operagdes, que sdo: a Adigao,
a Subtracgao, a Multiplicagdo, a Divisdo, & a Extracgdo de raizes, que se pode tomar como uma
espécie de divisdo; assim [também] ndo ha outra coisa a fazer em Geometria, no que respeita as linhas
procuradas, para as preparar para serem conhecidas, do que juntar-lhe outras, ou retirar-lhas; ou entao,
tendo uma a que chamarei a unidade para melhor a relacionar com os niameros, & que pode
usualmente ser tomada a discrigdo, e tendo ainda duas outras, encontrar uma quarta que esteja para
uma destas duas como a outra esta para a unidade, o que ¢ o mesmo que a Multiplicagdo; ou entdo
encontrar uma quarta que esteja para uma destas duas como a unidade esta para a outra, o que é o
mesmo que a Divisdo; ou enfim encontrar um ou dois ou varios meios proporcionais entre a unidade &
qualquer outra linha, o que é o mesmo que tirar a raiz quadrada ou cubica etc.. E ndo hesitarei em

introduzir estes termos de Aritmética na Geometria, a fim de a tomar mais inteligivel. ” ([De]; em

[SL], p.2, p.5).
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No entanto, a impossibilidade de resolugdo dos problemas geométricos so foi
completamente esclarecida no final do século XIX, depois dos trabalhos de Abel (1802-1829)
e Gauss'’ (1777-1855) sobre a resolugdo de equagdes algébricas por meio de radicais. A prova
da impossibilidade dos problemas ja referidos depende da teoria das equagdes cubicas, isto 6,
de conceitos algébricos que foram sendo desenvolvidos ao longo de varios séculos. A
primeira demonstragdo, efectiva, da impossibilidade da duplicagdo do cubo e da trissec¢do do
angulo’™ foi apresentada por Pierre Laurent Wantzel no artigo “Recherches sur les Moyens de
Reconnaitre si un Probleme de Géométrie Peut se Résoudre avec la Régle et le Compas”,
publicado em 1837 no Journal de Liouville” . ([Tel], p. 385; ([Ca], p. 3, p. 5).

Na parte final do livio 7eoria de Galois, da autoria de Owen J. Brison, podemos
encontrar uma prova da impossibilidade dos trés problemas classicos da geometria grega (cf.

[Br], p. 119). De acordo com a Teoria de Galois, os niimeros construiveis sdo ntimeros
algébricos™ cujo grau é uma poténcia de 2. Assim, ¥2 é um nimero construivel porque tem

grau 2, enquanto que 3/2 ndo ¢ construivel por ter grau 3. O conjunto dos nimeros reais
construiveis € um corpo que contém todos os racionais. Tendo em conta que este trabalho se
insere na area da Historia da Matematica, vamos “provar” a impossibilidade destes problemas,
da forma menos algébrica e, se possivel, mais geométrica. A “prova” estara enquadrada nos
capitulos precedentes, sem, no entanto, descurar os resultados da algebra que a suportam. Um
entendimento profundo da impossibilidade destes dois problemas da geometria grega,
fundamenta-se por traduzir os problemas geométricos na linguagem da éalgebra. E, como
afirmou Franco de Oliveira, numa conferéncia no Departamento de Matematica Pura da
Faculdade de Ciéncias na Universidade do Porto: «Estudamos algebra para podermos

compreender a prova da impossibilidade de resolugdo dos trés problemas classicos da geometria

gregay.

" Em 1796 Gauss mostrou que era possivel inscrever, usando apenas régua ndo graduada e compasso, um
poligono regular de 17 lados numa circunferéncia. Enunciou, entdo, uma condigdo necesséria e suficiente para
que um poligono regular de » lados fosse construivel.

™ Os dois problemas em causa requerem a construgdo de raizes cubicas, enquanto que a quadratura do circulo
requer a construgdo de 7. Em 1837 Ferdinand Lindermann (1852-1939) demonstra que /7 € um nimero
transcendente, isto €, ndo ¢ raiz de uma equagdo algébrica de coeficientes inteiros. Este resultado, juntamente
com os trabalhos de Wantzel, permitiu concluir a impossibilidade da quadratura do circulo.

™ Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 2, pp. 366-372. Em 1836 Liouville fundou um jornal de
matematica chamado Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, muitas vezes denominado Journal de
Liouville.

% Um numero real diz-se um mimero algébrico se for raiz de uma equagdo polinomial da forma

-1 -2 5 J & 5 § ‘
ax"+a, x"" +a, ,x""+ ... +a,x+a, =0, comn € Ny, e cujos coeficientes sio nimeros inteiros
ndo simultaneamente todos nulos. O menor # nestas condiges diz-se o grau do numero algébrico.
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A seguir, exploraremos um pouco melhor a relago existente entre os dois problemas
geométricos em causa — duplicagdo do cubo e trissecgdo do angulo — e as equagdes
algébricas envolvidas. E, como afirmam John Conway e Richard Guy ([CG], p. 192):

“A maior parte dos niimeros que surgem nos problemas geométricos sdo numeros algebricos.
Porqué isto? O Teorema de Pitagoras mostra a existéncia das raizes quadradas. (...) para encontrar o
ponto de intersecgdo de duas rectas basta resolver duas equagdes lineares; os dois pontos onde duas
circunferéncias se intersectam, ou onde uma circunferéncia intersecta uma linha recta, sdo obtidos pela
resolugdo de uma equagio quadratica.

Trabalhando na direcgdo contraria, podemos ver que qualquer nimero que seja raiz de uma
equagdo quadratica pode ser obtido geometricamente.”

Vejamos o seguinte resultado que clarifica a questdo acima abordada.

Lema: Um problema geométrico que seja resolivel usando apenas régua ndo graduada e
compasso ¢ equivalente a um problema com mimeros, envolvendo apenas as quatro

operagdes fundamentais e a extracgdo da raiz quadrada.

Demonstragdo:

Consideremos um problema geométrico que seja resolivel usando apenas régua nao
graduada e compasso.

Suponhamos que o problema tem solugio. Entdo pelo menos dois pontos do plano sdo
construiveis com régua nio graduada e compasso; e se dois pontos sdo construiveis podemos
construir a recta r que os une (Elementos 1, postulado 1). Sendo assim, € possivel construir
uma recta perpendicular & recta r (Elementos 1, 11). Se considerarmos uma medida de
comprimento, escolhida para unidade, podemos definir um referencial ortonormado (a que
por conveniéncia chamaremos referencial XOY). Um ponto qualquer desse referencial
identifica-se por um par ordenado de numeros (¥, y), que se designam por coordenadas desse
ponto; neste contexto vamos assumir que as coordenadas sdo nimeros racionais.

Se o problema geométrico € resolivel com régua ndo graduada e compasso, entdo
todos os novos elementos geométricos sdo obtidos através de um namero finito de passos,
entre os seguintes:

a) dados dois pontos, desenhar a recta que os une (Elementos 1, postulados 1 € 2);

b) desenhar uma circunferéncia dado um ponto como centro e passando por outro

ponto (Elementos 1, postulado 3);
¢) desenhar o(s) ponto(s) de intersec¢do de duas rectas, de uma recta com uma

circunferéncia ou de duas circunferéncias.
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A operagdo da alinea a) corresponde a, partindo das coordenadas dos dois pontos,
considerar a equagio da recta que os une. Dados os pontos P,(x,,y,) e P,(x,,y,), entdo a
equagdo da recta que os une ¢

(Y, =y )%+ (x,-%)y + (%5, - %,y,)=0.

Ou seja,

ax+by+c=0,
onde,

a=y, =V b=x,—x,ec=x,y,-x),.

Mas x,, y,, X, € y, sd0 nimeros racionais e como o conjunto dos nimeros racionais
¢ um conjunto fechado relativamente as quatro operagdes elementares (adi¢do, subtracg@o,
multiplicagdo e divisdo), os nimeros procurados a, b, e ¢ podem obter-se usando s6 as quatro
operagdes elementares.

Para a operagdo da alinea b) consideremos a circunferéncia de centro no ponto
A(a, ) eraio p. A sua equagdo €

X’+y? +ax+by+c=0,
onde,
a=-2a;b=-2f,ec=a’+p>-p°.

Como a, f# e p sdo nimeros racionais, mais uma vez os numeros procurados a, b, e
¢ obtém-se usando apenas as quatro operagdes algébricas elementares.

Relativamente as operagdes da alinea c) para encontrar as coordenadas do ponto de
intersecgdo (caso exista) de duas rectas, elas envolvem apenas operagdes racionais sobre os
coeficientes das equagdes em causa; enquanto que encontrar o(s) ponto(s) de intersecgdo de
uma recta com uma circunferéncia ou de duas rectas podera envolver, além das quatro
operagdes elementares ja referidas, a extrac¢do da raiz quadrada.

Podemos, assim, concluir que um problema geométrico que seja resolivel apenas com
régua nio graduada e compasso, traduz-se num problema numérico envolvendo apenas as
quatro operagdes fundamentais e a extracgdo da raiz quadrada.

Consideremos agora um problema numérico que seja resoliivel apenas com as quatro
operagdes fundamentais mais a extracgdo da raiz quadrada; vamos, a seguir, provar que
também ¢ resoluvel com a utilizagdo, apenas, da régua ndo graduada e do compasso.

Sejam dois segmentos de recta que tém como medida de comprimento
respectivamente os numeros a e b, dada uma wunidade de comprimento previamente escolhida.

Se conseguirmos construir um segmento que (nessa mesma unidade) tenha como medida de
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comprimento a soma, a diferenga, o produto e o quociente desses dois niimeros a e b, € um
segmento que tenha como medida de comprimento a raiz quadrada da medida de
comprimento do segmento escolhido, entio fundamentamos o nosso proposito.

Consideremos a seguinte unidade de comprimento |———1——| -

A B C D
e 0s segmentos | | B i

Construir os segmentos de medidas de comprimento AB+CD, AB-CD, AB-CD,

AB/CD e +AB ¢ um processo simples e de justificagdo directa, no campo da geometria

elementar, como se ilustra a seguir:

i) AB+CD

Tracemos uma linha recta e nela construamos — por Elementos I, 2 — um segmento
congruente com AB. Pretendemos construir, sobre a mesma recta, um segmento congruente
com o segmento CD e de modo a que B coincida com C. Construamos uma circunferéncia
com centro em B e raio CD, que vai intersectar a recta nos pontos D e £. Um destes dois
pontos, digamos D, € tal que B esta entre A e D. Portanto, esta construido, apenas com régua

nio graduada e compasso, o segmento AD, ou seja, AB+CD.

ii) AB-CD

A construgdo do segmento AB-CD ¢ andloga a anterior, no entanto, teremos que
considerar obrigatoriamente que o segmento AB ¢ maior do que o segmento CD, caso
contrario ndo € possivel efectuar a subtracgdo dos dois segmentos. Uma vez que 4B € maior
do que CD, um destes pontos, digamos £, pertence ao segmento de recta AB. Como £ esta

entre A ¢ B esta construido, apenas com régua ndo graduada e compasso, o segmento A%, ou

seja, AB-CD.
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) AB-CD

Sobre uma linha recta marquemos o segmento de comprimento AB. A partir de 4
construamos uma semi-recta onde marcamos a unidade e, seguidamente, o segmento de
comprimento CD. Unamos o ponto C com o ponto B (segmento verde na figura seguinte).
Construamos uma paralela a este segmento passando por D (a azul na figura), assim
construimos o segmento de comprimento AB-CD. A justificagdo deste facto deve-se a

aplicagio directa de Elementos V1, 2 ao tridngulo cujos vértices sdo os pontos assinalados a

vermelho®'.

V) AB/CD

Construamos o segmento AB/CD, de modo analogo ao caso anterior, como ilustra a

| figura:

#1 Repare-se que a construgdo do segmento AB - CD , ndo é mais do que a construgdo do quarto proporcional dos
segmentos de recta: unidade, AB e CD — Elementos V1,12,
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V)-JA—B

Quanto a construgdo de um segmento cuja medida de comprimento seja v AB , basta

ter em atengdo o esquema exemplificado na figura seguinte®”.

Como refere Maria Teresa Viegas ([Vi], p. 100):

“Deste modo, o problema das construgdes com régua e compasso passou a poder ser visto a
uma luz muito diferente. Com efeito, averignar o que é possivel construir apenas com estes
instrumentos, no mundo das figuras, traduz-se agora em saber o que se pode obter apenas com as
operagdes fundamentais mais extracgdo de raiz quadrada, no mundo dos numeros. Ora, este ponto de
vista era completamente inacessivel aos gregos, dado o divorcio que a crise dos incomensuraveis tinha
provocado entre geometria e aritmética. A geometria analitica, unindo estas de novo, veio permitir que
a geometria pudesse usufruir das poderosas técnicas algébricas entretanto desenvolvidas na aritmetica
e que os niimeros passassem a contar com a preciosa intuigdo visual fornecida por um desenho.

Tomou-se assim natural que a solugdo de muitos problemas enunciados em termos de régua e
compasso viessem a ser resolvidos com recurso a algebra. E também faz sentido a grande distancia no
tempo entre o pdr de alguns desses problemas (na Antiguidade) e o indicar da respectiva solugdo (no
século XIX). Nido so foi preciso que a geometria analitica traduzisse os problemas noutra linguagem,

como também encontrar técnicas adequadas para os resolver na sua nova formulagéo.”

Continuemos, entdo, com a apresentagdo de resultados que conduzem a prova da

impossibilidade da duplicagio do cubo e da trissecgdo do dngulo.

Defini¢do: A raiz de uma equagdo diz-se uma raiz construivel com régua ndo graduada e
compasso, ou simplesmente raiz construivel, se possuir a seguinte propriedade: dada uma
unidade de comprimento (um segmento unildrio), podermos construir, com régua ndo

graduada e compasso, um segmento de recta de medida de comprimento igual a raiz.
|

*2 Trata-se da construgio do meio proporcional entre os segmentos de recta: unidade ¢ AB — Elementos VI, 13.
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Quando nos referimos ao facto de poder construir, com régua ndo graduada e
compasso, um segmento de recta de medida de comprimento igual & raiz em causa, estamos a
dizer que pretendemos desenhar esse segmento com um numero finito de opera¢Ses entre as
seguintes: dados dois pontos, desenhar a recta que os une; desenhar uma circunferéncia em
torno de um ponto e passando por outro ponto, desenhar os pontos de interseccdo de duas

rectas, duma recta e duma circunferéncia ou de duas circunferéncias.

Teorema da Raiz-Construivel: Uma equagdo cubica de coeficientes inteiros que ndo tenha

raizes racionais também ndo tem raizes construiveis.

A prova deste teorema esta fora do ambito deste trabalho; no entanto, podem ser

encontradas provas em varios textos, como por exemplo em ([Ma], p. 42-43).

Teorema da Raiz-Racional: Seja a x" +a, ,x" ' +a, ,x"?+ ... +a,x+a, = 0 uma equagdo

polinomial de coeficientes inteiros. Qualquer raiz racional desta equagdo pode ser escrita na

Jforma p/q, onde p é um factor de ay e q é um factor de ay.

Demonstragdo :

Consideremos que p/g € uma raiz racional da equagdo, onde g # (0 e mdc(p,q)=1.

Substituindo, na equagdo, x por esta solugdo e multiplicando por g" obtemos,

ap"+a, ,p"'q+ra, ,p" ¢+ ... +a,pq" +a,4" = 0.

Uma vez que p divide o segundo membro da equagdo, também divide o primeiro
membro. Mas como p divide todos os termos do primeiro membro, com a excepgao, talvez
apenas, do ultimo, tera obrigatoriamente também de dividir o ultimo. Tendo em ateng¢do que
mdc(p,q)=1, obtém-se que p divide ay , ou seja, p € um factor de ap.

Por outro lado, visto que g divide o segundo membro da equagdo, também divide o
primeiro membro. Mas como ¢ divide todos os termos do primeiro membro, com a excep¢ao,
talvez apenas, do primeiro, tera obrigatoriamente também de dividir o primeiro. Dado que

mdc(p,q)=1, entdo g divide a,, isto ¢, ¢ € um factor de a,.
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Seguidamente, veremos o que esta em causa na demonstragdo da impossibilidade da

resolugio do problema da duplicagdo do cubo. Consideremos um cubo de aresta a=1 (cujo

volume é I°), o qual pretendemos duplicar, o que significa que, pretendemos encontrar a

solugdo da equagdio x’ = 2-7°, ou seja, construir um segmento x cuja medida de comprimento

seja 2.

Estamos perante a seguinte equagdo polinomial

x’=2=0. (1)

Para mostrar que a duplicagio do cubo ¢ impossivel de efectuar com régua ndo
graduada e compasso, vamos ver que a equagdo (1) ndo tem raizes construiveis; caso
contrario, uma das solugdes encontradas seria a medida de comprimento da aresta do cubo
procurado (de volume 2), portanto seria construivel com régua ndo graduada e compasso.

Pelo Teorema da Raiz-Racional, as possiveis raizes racionais para a equagao (1) sdo:

-1,+1,-2e+2.
Dado que nenhum destes valores satisfaz a equagdo (1), podemos afirmar que a

equagdo ndo tem raizes racionais e, pelo Teorema da Raiz-Construivel podemos concluir que

a equagdo (1) ndo tem raizes construiveis. Logo 32 (medida de comprimento da aresta do
cubo procurado) ndo é um nimero construivel com régua ndo graduada e compasso.
Concluimos, entdo, que ndo € possivel duplicar, com régua nio graduada e compasso,

o cubo de aresta /; entdo podemos afirmar que nio é possivel duplicar um qualquer cubo.

Seguidamente, vamos debrugar-nos sobre a impossibilidade do problema da trissecgdo
do angulo. Isto ¢, dado um qualquer angulo, pretendemos construir, com régua nao graduada e
compasso, um angulo cuja amplitude seja a terga parte da amplitude do angulo dado.
Obviamente que, para provar que a trissec¢do de um qualquer angulo € impossivel, basta
encontrar™ um 4ngulo que seja impossivel de trissectar. No entanto, ja vimos que ¢ possivel
efectuar a trissec¢do de determinados dngulos, como € o caso do angulo recto.

Como vimos no capitulo 1, uma possivel abordagem para o problema da trissecgdo do
angulo € reduzi-lo a um problema de néusis (cf. sec¢do 1.2, pp. 17-19), o qual pode ser
resolvido de varias maneiras, sendo exemplos de resolu¢io a apresentada por Nicomedes
através da concoide (cf. secgdio 1.5, pp. 33-36) e por Papo pelo uso da hipérbole (cf. secgdo
1.6.1, pp. 39-40).

¥ Vamos ter por base o interessante esquema apresentado na obra The Historical Roots of Elementary
Mathematics ([ BIB], pp. 118-120).
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Consideremos a figura seguinte (ja conhecida do capitulo 1), onde se pretende
trissectar o angulo agudo ABC. Ja foi provado anteriormente que o dngulo DBC € o angulo
procurado, isto é, a recta BD trissecta o dngulo ABC, o que significa que o nosso objectivo se

reduzia a procura do ponto £.

Construamos o segmento A/, perpendicular a DE. Considerando AB =a, pelas
condigbes de construgdo da figura (cf. secgdo 1.2, pp. 17-18), temos que DE=2a, e
AH =DH = HE=a.

Designemos, BF por b, AE por x e BD por y.

Uma vez que os tridngulos ADE, DFB e AIE sio semelhantes € valida a seguinte

relagdo:

AE _FB _IE
DE DB AE’

@

Dado que o tridngulo ABH ¢ isosceles, com AB = AH , o pé da perpendicular 4/ em
BH é o ponto médio de BH. Assim,

H=1pg-2Yt?
2 2
e
IE=IH+HE=
yta, . _ y+23a_

Assim, podemos rescrever (2) da seguinte forma:
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x b +3a
X212 3)
2a y 2x

Recorde-se que o ponto 4 é um ponto qualquer de um dos lados do angulo ABC, o que
significa que, sem perda de generalidade, podemos tomar AB =1, ou seja, @ =/. Assim a

relagdo (3) toma a forma

donde se obtém xy =2b e x° =y +3.
Finalmente, obtemos a equagdo seguinte que designaremos por equagdo da trissecgdo:
x’=3x-2b=0. (4)

Quer isto dizer que trissectar o angulo ABC ¢ procurar x que satisfaga a equagdo
anterior. Encontrado x, sera possivel localizar o ponto E e trissectar o angulo em causa atraves
da recta BD. Portanto, so falta agora averiguar se a equagdo da trissecgdo tem raizes

construiveis.

Note-se que, na equagdo da trissecgdo, existe um parimetro representado por b.
Vejamos que a existéncia de raizes construiveis nesta equagdo depende do pardmetro b.

Consideremos o parametro » = 0. Assim, a equac@o ¢ dada por

x’-3x=0,
cujas raizes s@o 0, — JE e J§ )

Como estas raizes sdo construiveis, em particular V3 , entdo € possivel trissectar um
angulo, com régua ndo graduada e compasso, quando »=0. A que corresponde este caso? Se
atendermos 2 figura anterior, facilmente descobrimos que € o caso do angulo recto que, como

ja vimos, € possivel trissectar com os instrumentos euclidianos (cf. secgdo 1.1, p. 13).

. 1 : .
Consideremos agora o caso de b = 7 o que corresponde a trissectar um angulo de 60°.

Tendo presente o tridngulo rectangulo 4ABF, facilmente se prova que a amplitude do angulo

ABC é de 60°. Neste caso a equagdo da trissecgdo €:
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x’-3x-1=0. (5)

Pelo Teorema da Raiz-Racional, as possiveis raizes racionais para a equagdo anterior

$a0:
-letl

Visto que nenhum destes valores satisfaz a equagdo (5), podemos afirmar que a
equagdo ndo tem raizes racionais. E, pelo Teorema da Raiz-Construivel, concluimos que a
equagdo ndo tem raizes construiveis. Isto significa que ndo podemos construir, com régua ndo
graduada e compasso, o segmento de recta AE. Acabamos de provar que ndo € possivel
trissectar o angulo de amplitude 60°, com os instrumentos euclidianos, entdo, podemos

afirmar que ndo € possivel trissectar um qualquer angulo.

Longo foi o caminho percorrido pelos matematicos ao tentarem resolver estes dois
famosos problemas da Antiguidade; caminhos que conduziram a conceitos modernos de
algebra. Os geémetras gregos falharam nas suas buscas porque procuravam algo de
impossivel, como o proprio Papo referiu ([P]; em [Ver3], I, pp. 206-210), procuravam
resolver problemas solidos por meios planos.

A busca de solugdo para estes, e outros, problemas geométricos permitiu, ao longo
destes dois mil anos, que inesperados e interessantes desenvolvimentos matematicos
surgissem e novos horizontes se abrissem no universo da algebra. Problemas de enunciados

muito simples levaram a criagdo de ramos da matematica muito complexos.
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