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PREFÁCIO 
Leibnitz, deverá ter sido um dos primeiros matemáticos a pensar em termos Booleanos. 

Nas suas teses de 1714 acerca de Monadologia afirma que "Se há compostos, é necessário 
haver substâncias simples, pois o composto é apenas reunião ou aggregation dos simples". Se 
este grande filósofo tem razão então este trabalho pretende ser uma achega ao aggregation 
dos 256 autómatos celulares de mais simples definição. Na bibliografia mencionada estão 
algumas das proposições e teoremas que inspiraram e guiaram este trabalho. Não posso ainda 
deixar de acrescentar à bibliografia os conselhos e sugestões do meu amigo João Carvalho 
com quem divaguei muitas vezes as minhas ideias. 
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1. INTRODUÇÃO 

1.1. Definição de um Autómato Celular 
Um autómato celular pode ser encarado como um conjunto de células ou sítios, cada um 

dos quais podendo assumir diversos estados, com uma determinada evolução temporal. Desta 
forma o autómato celular não é mais do que um sistema completamente discreto: discreto no 
espaço porque é formado por um conjunto de células individuais, discreto no tempo porque 
consideramos a sua evolução por etapas sequenciais e finalmente discreto em magnitude 
porque cada célula só pode assumir um número finito de estados. 

O instrumento a que nos habituamos para descrever o mundo físico, que nos rodeia, tem 
sido as equações diferenciais que descrevem a mudança de quantidades através duma função 
contínua do espaço e do tempo. Neste contexto os autómatos celulares desempenham um 
papel de aproximação discreto aos sistemas dinâmicos, isto é qualquer sistema físico descrito 
através de equações diferenciais poderá ser aproximado por um autómato celular introduzindo 
diferenças finitas e variáveis discretas. 

Para descrever um autómato celular, convenientemente, precisamos de caracterizar 
quatro propriedades: a geometria do autómato, a vizinhança da célula, o número de estados de 
cada célula e finanlmente a regra de evolução do autómato. 

1.2. Geometria dum Autómato Celular 
O conjunto das células ou sítios constituem o autómato celular pode dispor-se de várias 

formas, segundo uma linha, no plano, no espaço tridimensional ou num espaço com mais de 
três dimensões. Esta disposição conduzirá a autómatos unidimensionais, bidimensionais, 
tridimensionais e pluridimensionais. A razão porque isso acontece dependerá em cada caso da 
aplicação concreta que é feita do autómato celular. Para o estudo do crescimento dum floco de 
neve poderá ser apropriado tomar como modelo uma matriz bidimensional. 

De alguma forma, se bem que convenientemente caracterizados, autómatos celulares em 
espaços com três ou mais dimensões são de difícil visualização. Por outro lado, o 
comportamento dos autómatos mais simples, deste ponto de vista, os unidimensionais poderá 
apresentar factores complexos, como se verá. 

1.3 Vizinhança duma Célula 
Esta noção topológica introduz um grau de complexidade na estrutura dos autómatos 

celulares de cada dimensão. Entende-se como vizinho dum sítio, outro que para os efeitos 
considerados se possa considerar "perto" e portanto possa influenciar esse sítio. Num 
autómato celular consideramos que cada sítio evoluiu em função do estado desse próprio sítio 
e de todos os que estando perto o possam influenciar, ou sejam, os seus vizinhos. 

No caso unidimensional, a situação mais simples é tomar como vizinhança dum ponto 
(célula) xt as células adjacentes, os sítios xt_x e xM. Se considerarmos o agregado de células 
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unidimensionais infinito, esta definição não conduz a quaisquer problema, no entanto se o 
agregado for finito a primeira célula x{ não tem vizinho à esquerda assim a última célula xn 

não tem vizinho à direita. Para ultrapassar esta dificuldade podemos optar entre duas 
soluções, que não são relevantes para a evolução do autómato: 

Io) Considerar o vizinho esquerdo da célula X\ com sendo uma célula num determinado 
estado, o nulo, que definiremos a seguir e tomar para vizinho direito da célula xn 

uma célula virtual nas mesmas condições que o vizinho direito de xx. 
2o) Considerar que o vizinho esquerdo de jq é a célula xn e considerar que o vizinho 

direito de xn é a célula Xj. Isto corresponde, em termos topológicos, a considerar o 
segmento, onde se situam as células JCJ,X2,...,X„, com os extremos identificados, 
que é o mesmo que considerar as células dispostas segundo um círculo. 

No caso bidimensional, que de certa forma inspiram toda a teoria dos autómatos 
celulares é costume considerar para cada célula JC« duas vizinhanças típicas: a vizinhança de 
von-Neumann, constituída pela célula xt: e pelas situados respectivamente, a norte, a sul, a 
este e a oeste, simbolicamente x,_j ,• ; xi+l • ; *,-j_i e *,-;+i ou então a chamada vizinhança de 

Moore constituída pela célula e por todas as que a rodeiam. 
Geometricamente, teremos: 

/> 

m z& 

Vizinhança de von Neumann Vizinhança de Moore 

Um dos autómatos celulares mais conhecidos e mais divulgados devido a Martin 
Gardner, é o "jogo da vida", autómato criado por John Conway em 1970 e que pretende 
simular a evolução da vida: uma célula nasce permanece viva ou morre dependendo do 
número de células vizinhas. 

1.4. Número de Estados duma Célula 
Cada célula poderá apresentar-se segundo um número finito de estados. Naturalmente 

no caso mais simples a célula poderá ter apenas dois estados que representaremos por 0 e 1, 
são os chamados autómatos celulares Booleanos. No caso do "jogo da vida" diríamos que a 
célula estaria "morta" (0) ou "viva" (1). 

Está mais ou menos definido que o número de estados duma célula deverá ser um 
número primo, por razões de cálculo algébrico. 
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Torna-se agora claro que na evolução de autómatos celulares unidimensionais finitos, 
podemos considerar como vizinhas das células das extremidades células virtuais em estado 
nulo (zero) em alternativa a condições de fronteira circulares. 

1.5. Regras de Evolução 
Entendemos por regras de evolução dum autómato celular como sendo a aplicação que 

nos indica o estado futuro duma célula x\, situada no ponto i no tempo t, quando o tempo 
evolui de uma unidade, ou seja o estado da célula x\+ : 

x\ T^X'Í+1 

' regra de * 
evolução 

Como já foi dito a evolução do estado duma célula depende não só do estado em que ela 
se encontra mas também dos estados em que se encontram as células vizinhas, isto é: 

í+i _ ff t t t \ 

o estado de x\+ depende dos estados das 2r + l células que constituem a vizinhança de 
"raio r" da célula xt no tempo t. Se considerarmos que os estados possíveis para cada célula 
pertencem a um conjunto finito S (#S - s) a aplicação anterior / pode-se caracterizar como 

/ : 5 2 r + 1 -» S 

ou seja uma aplicação da potência cartesiana de ordem Ir +1 de 5 nele próprio . 
No caso unidimensional, caso que será daqui para a frente o único considerado, o 

número de autómatos celulares diferentes considerando vizinhanças de n sítios e k estados 
para cada célula é: 

De todos estes, os autómatos mais simples e os mais estudados, são os autómatos em 
que n = 3 (os vizinhos dum ponto são os seus adjacentes) e K = 2 (cada autómato só tem dois 
estados possíveis: 0 e 1). Temos para este caso 2 =2 =256 possibilidades de 
estabelecermos regras evolutivas, sendo cada regra uma aplicação de B em B onde 
B = {0,1} 

/ : B3 -> B 
(x,y,z)-*f(x,y,z) 

Sendo Y a célula considerada no tempo t e X, Z os seus vizinhos. Isto é: 

/ : B3 -» B 
í+i 
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Neste caso em que K~2 e n = 3, as vizinhanças dos pontos 1 e 0 são descritas 
facilmente: 

Vi ={111,110,011,010} 
V0 = {101,100,001,000} 

Só temos que atribuir a cada um destes termos de números os valores 1 ou 0, que é 
equivalente a preencher a seguinte tabela, 

X Y z 
1 1 1 
1 1 0 
1 0 1 
1 0 0 
0 1 1 
0 1 0 
0 0 1 
0 0 0 

que traduz o número total de funções booleanas de três argumentos. 
É sabido que cada função booleana se pode representar por forma canónica ou forma 

normal disjuntiva da seguinte maneira: 

f(xl,x2,...xn) = Zf(al,..My[
aMa2)---4an) ^{0 ,1}V, 

onde 

. . ÍX se a,- = 1 
xíai)= J 

[Xi se a , = 0 (X;- é o complementar ou negação de X;) 
a soma X é entendido no sentida da disjunção inclusiva e o produto Xt-X,- como a conjunção. 

(a ) [a ) Cada um dos termos X\ .. .X^ n> é chamado um minitermo. 
No nosso caso, de três argumentos, a expansão representa-se por 

./(x,y,z) = X/(«b«2.«3)^ ( a i )^ ( a 2 )z ( a 3 ) (Fi) 

e os únicos e efectivos termos são aqueles em que ^ / ( a 1 , a 2 , a3 ) = 1. Quando nos é dada 
uma tabela a forma normal disjuntiva é imediatamente calculada. Ex.: 
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X Y z 
1 1 1 0 
1 1 0 0 
1 0 1 1 
1 0 0 1 
0 1 1 0 
0 1 0 0 
0 0 1 1 
0 0 0 0 

este autómato celular é conhecido como Regra 50 (já de seguida se verá porquê) e a sua 
expressão como função booleana de três argumentos é 

/(x,F,z) = /(i,o,i)x
(1)

y
(0)

z
(1) + /(i,o,o)z

(1)
y

(0)
z

(0)
+/(o,o,i)z

(0)
F

(0)
z

(1) 

ou seja 

f(X, Y,Z) = XYZ + XYZ + XYZ 

Quando consideramos o anel Booleano (Z2,©,«), a operação © corresponde à disjunção 

exclusiva e as relações: 

X+Y=XY®x+Y etambémX = X © l 

Isso quer dizer que podemos escrever a expressão (Fl) apenas com operações neste anel: 
Por exemplo, para a Regra 50: 

XYZ + XYZ + XYZ (F2) 

= XYZ ■ XYZ © XYZ © XYZ + XYZ 

= XYZ® XYZ + XYZ 

= (XYZ © XYZ)XYZ © XYZ © XYZ © XYZ 

= XYZ -XYZ® XYZ -XYZ® XYZ® XYZ® XYZ 
= XYZ ® XYZ © XYZ (F3) 

Utilizamos nesta simpificação algumas propriedades booleanas tais como: 

XX = X2 = X XX = 0 X 0 = 0 X®0 = X 

Olhando para as expressões (F2) e (F3) parece que tudo se resumiu a mudar os + pelos 
©. Assim, é, de facto, se bem que existe uma explicação para isso. 

Considerem-se dois minitermos: 

Ma = x[^X^4a^ e Mp = xf^X^xf^ 
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não podemos ter at = /?,- V(- e {1,2,3} porque então, Ma~MBo que é impossível acontecer 

nos minitermos. Portanto 

li e {1,2,3}:^ ïfr 

sem perdas de generalidades podemos considerar a, = 1 e /3,=0 donde 

xj a ' ) = X{ e Xf'' = X seja Ma+Mp= MaM8 ®Ma®MB em MaM^ vai aparecer o 

factor Xf^Xp' = Xt -Xj- = 0 donde MaM^ = 0 , daí a razão de termos para os minitermos 
da expansão disjuntiva Ma + Mg- Ma® Mg, igualdade que permite escrever a expressão 

(Fl) da seguinte forma 

/(X,F,Z) = X / ( - « i I « 2 , a 3 ) ^ ( a i ) i ' ( a 2 ) 2 ( a 3 ) (F4) 

onde Y se refere à soma lógica entendida como disjunção exclusiva podemos ir um pouco 

mais longe. Sabemos que X = X®\, igualdade que podemos utilizar para simplificar a 

expressão (F4). 
Tomando como exemplo a expressão (F3) obtido da Regra 50: 

XYZ®XYZ®XYZ (F3) 
= x(Y ® \)z ® x{Y ® i)(z e i) e (X ® i)(Y ® \)z 
= XYZ®XZ® XYZ® XY ® X® XYZ® XZ®YZ®Z 
= XYZ®XY®XZ®YZ®X®Z (F5) 

A expressão que obtivemos em (F5) a partir de (F3) poderá ser feita para qualquer outra 
expressão que resulte de expandir a regra do autómato celular no anel. Ou seja qualquer 
expressão do tipo (F4) pode ser escrito na forma 

f{X,Y,Z) = Jjg(al,a1,a3)Xa^Y^Z^ (F6) 

\Xi S e al - 1 

onde g(al,a2,a2)e{0,l} e Xt ' =< _ 

Daqui para a frente o símbolo ]T referir-se-á sempre à disjunção exclusiva que temos 
vindo a representar por © .Falta-no agora falar da forma como podemos atribuir um número a 
cada regra. 

Tomemos, ainda como exemplo, a dita regra 50 cuja tabela é: 
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X Y z 
1 1 1 0 
1 1 0 0 
1 0 1 1 
1 0 0 1 
0 1 1 0 

0 1 0 0 
0 0 1 1 
0 0 0 0» 

se considerarmos cada linha como sendo uma potência de base 2, desde 2 (a linha inferior) 
até 27 (linha superior), os expostos das potências em numeração binária representam os 
termos ordenados XYZ. Temos sucessivamente 

2 ° = 2 0 0 0 = 1 2 4 = 2 1 0 0 = 1 6 

2 1 = 2 0 0 1 = 2 2 5 =2 1 0 1 =32 
2 2 = 2 o i o = 4 2 6 =2 1 1 0 = 64 

2 3 = 2 0 1 1 = 8 2 7 = 2 m = 1 2 8 

Numeramos cada regra considerando as somas das potências cujos exponentes em binário 
(identificados com as vizinhanças) são aplicadas em 1. Ainda no exemplo que temos vindo a 
tratar, vemos que 

101—> 1 100->1 001->1 

portanto a nossa regra será 

Regra = 32+16+2 = 50 ou seja Regra 50 

Com este processo podemos numerar os 256 autómatos celulares Booleanos 
unidimensionais de vizinhança 3, de 0 correspondente ao autómato cuja matriz é (00000000) 
e que transforma tudo em zero até ao autómato 255 a que corresponde a matriz (11111111) e 
que transforma tudo em 1. Entre um e outro estão todos os restantes autómatos. 

Por exemplo, qual será o autómato celular correspondente à Regra 104? 
Comecemos por decompor 104 em potências de base 2: 

104 = 64 + 32 + 8 = 2 6 + 2 5 + 2 3 

ficamos portanto a saber que os únicos ternos ordenados que têm por imagem 1 são: 

6: 110 5: 101 e 3: 011 

daqui facilmente construímos a tabela de aplicações: 
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X Y z 
1 1 1 0 
1 1 0 1 
1 0 1 1 
1 0 0 0 
0 1 1 1 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 0 

Este é o autómato celular Rl04 — (01101000) 

2. BREVES REFERÊNCIAS A ALGUMAS PROPRIEDADES ELEMENTARES E 
GLOBAIS DOS AUTÓMATOS CELULARES 

Como ficou visto os autómatos celulares unidimensionais binários com vizinhança 
mínima são de fácil definição. No entanto a evolução destes autómatos a partir dum sítio 
único ou duma sequência aleatória de sítios em estados 0 e 1 poderá conduzir a padrões de 
alta complexidade. 

Em primeiro lugar podemos estabelecer algumas condicionantes para estas regras. 
Podemos por exemplo proibir que 000 —> 1, isto é que uma ocupação seja criada a partir do 
nada, ou ainda que as regras produzam simetria, isto é que 011 e 110 conduzam ao mesmo 
valor (bem como 001 e 100). Com estas restrições temos aquilo que se designa por regras 
legais. Têm por matriz: 

(0^02,03,04,02,05,04,0) 

Por outro lado existem regras que exibem propriedades simplificadoras. É o caso das 
regras ditas aditivas, que além de serem legais exibem a propriedade de sobreposição aditiva 
ou seja a evolução duma sequência de uns e zeros pode ser obtida pela sobreposição (somar 
módulo 2) da evolução de cada um dos sítios uns, feita isoladamente. Estas regras 
caracterizam-se pela matriz 

(0^2 003020^3 O) com 03=Oj©o2 

correspondentes às regras 0, 90, 150 e 204, de fácil caracterização 

RQ = 0 transforma tudo em zeros, anula qualquer situação inicial. 

i?204 = Y mantém qualquer situação inicial inalterável. 
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RÇQ = X © Z representa a adição (módulo 2) dos sitos vizinhos do sítio considerado. 
Se fizermos a evolução a partir do sítio único não há evolução, uma vez que 
os vizinhos do sito único são zeros. 

/?150 = X © Y © Z corresponde à adição (módulo 2) dum sítio com os seus vizinhos. 

Outras considerações poderão ser feitas analisando outras características. Se em vez da 
sobreposição aditiva pensarmos na sobreposição multiplicativa ou conjuntiva teremos as 
regras 

RQ = 0 

R4 = XYZ®XY®YZ®Y 
R50 = XYZ®XY®XZ®YZ®X®Z 
R25A = XYZ®XY®XZ@YZ®X®Y®Z 

Também considerando o princípio da sobreposição disjuntiva inclusiva, teremos as 
regras 

^204 = Y 

R250 = XZ®Z 
R254 = XYZ®XY®XZ®YZ®Z®Y 

Noutra perspectiva as regras poderão considerar-se periféricas se a evolução dum sítio 
depende não desse sítio mas da periferia do sítio, isto é dos seus vizinhos. Estes autómatos 
traduzem-se pela matriz: 

(ala2ala2a20a20) 

Se atendermos à evolução do sítio único ocupado, várias situações podem ocorrer: esse 
sítio é imediatamente apagado (por exemplo regras 0 e 160), é mantido para sempre (regras 4 
e 36) ou esse 1 mantem-se mas em cada evolução temporal dois novos sítios são ocupados, 
um em cada direcção, criando-se uma estrutura uniforme de sitos ocupados que vai crescendo 
no tempo numa forma triangular. Qualquer uma destas regras é considerada simples a 
contrário das regras do tipo 18, 22 ou 90 que conduzem a padrões não-triviais e são 
denominadas complexas. Nestas regras a característica principal é o aparecimento de formas 
triangulares formadas pela ausência de sítios ocupados. A regra 90, por exemplo, manifesta 
auto-semelhança nos seus triângulos criando assim uma estrutura do tipo fractal semelhante 
ao triângulo de Sierpinski. 

Quando o estudo é feito considerando sequências iniciais finitas de zeros e uns (com 
condições de fronteira periódica ou não) os padrões observados diferem quer se trate de regras 
ditas simples ou das regras complexas. À semelhança do que se passa com sistemas 
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dinâmicos as regras simples apresentam pontos limtes ou círculos limites, isto é uma dada 
configuração aparece, mantendo-se indefinidamente, ou o autómato evolui a partir de certa 
altura percorrendo periodicamente um ciclo de estados. Por outro lado as regras complexas 
exibem uma fenomenologia semelhante aos atratactores estranhos. 

Stephen Wolfram divide os autómatos celulares em 4 classes, analisando a forma como 
evoluem a partir duma sequência finita aleatória de zeros e uns. Na classe 1 são incluidos os 
autómatos celulares para os quais o padrão estabiliza homogeneamente, por exemplo todas as 
células permanecem com uns, ou então com zeros. A segunda classe é constituída por 
autómatos em que os padrões degeneram em estruturas periódicas, os chamados ciclos 
limites. São da classe 3 os autómatos que criam padrões caóticos embora não aleatórios. 
Finalmente Wolfram inclui na classe 4 todos os autómatos que criam padrões complexos. O 
comportamento dos autómatos de cada uma destas classes tem consequências imediatas 
Podemos pensar no que acontecerá se modificarmos ligeiramente a configuração inicial. Para 
os autómatos da classe 1 isso é irrelevante o estado final a atingir será o mesmo, para a classe 
2 o efeito é visível mas localiza-se junto à área onde a mudança ocorreu. Apenas nas classes 3 
e 4 podemos ver a propagação da mudança através da evolução, sendo os autómatos da classe 
4 mais sensíveis a pequenas perturbações que os da classe 3. Conjectura-se, por isso, que para 
autómatos da classe 4 qualquer conjectura sobre a evolução futura só poderá ser decidida 
atavés da própria evolução. Por esta razão apresentam-se estes autómatos como candidatos a 
estruturas mais simples capazes de computação universal. 

Outra questão que se prende com os autómatos celulares é a possibilidade de serem ou 
não capazes de reversibilidade, isto é de serem ou não invertíveis. Sabemos que uma dada 
configuração terá na sua evolução temporal uma e uma só sucessora. No entanto existem 
autómatos para os quais uma dada configuração pode ser atingida a partir de diferentes 
configurações antecessoras no tempo. Uma condição necessária para a reversibilidade é pois 
que a lei de transição possa ser determinista nos dois sentidos (para a frente e para trás), só 
podendo haver um sucessor e um antecessor para cada configuração. Uma forma de criar 
reversibilidade nas regras foi inventada por Fredkin e aplicada por Margolus, a ideia chave é 
deixar que o próximo estado duma célula dependa apenas dos dois prévios estados no tempo 
dos seus vizinhos. O estado no tempo (í+1) é portanto a diferença do estado no tempo ípelo 
estado no tempo (í-1) e vice-versa o estado no tempo (í-1) é a diferença entre os estados no 
tempo (í) e (í+1). Nestes autómatos e por causa do determinismo bidireccional não poderão 
existir atractores.. 

Seguem-se imagens de evolução de alguns autómatos celulares mencionados. 
Comecemos pelas regras 128, 136, 160, 170, 192, 204, 240 e 250, regras que são de 

grande importância para o que vai seguir-se. 
As primeiras imagens foram obtidas a partir dum ponto único e podemos varificar que 

todos eles ou "morrem" ou criam estruturas simples e estáveis, usando 50 iterações. 
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R=128 
i 

R=136 

14 
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R=160 

R=170 
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R=192 

R=204 
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R=240 

R=255 
As imagens seguintes foram obtidos com os mesmos autómatos mas a partir duma 

sequência aleatória de zeros e uns. Apresentam estruturalmente o mesmo tipo de 
comportamento, ao fim do mesmo número de iteração. 
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R=160 

R=170 
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R=192 

R=204 

20 



Por fim podemos ver a imagem do autómato celular 30 que pertence à classe 3 e tem a 
aparente inexplicável capacidade de gerar números pseudo-aleatórios. Começaremos com um 
ponto único e depois com a nossa sequência aleatória usada anteriormente. 
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R=30 

R=30 
Para ilustrar a classe 4 escolhemos um autómato celular Booleano com comprimento de 

vizinhança 5 e assim definido; o centro da vizinhança evolui para 1 ou para zero dependendo 
de existirem 3 ou 4 células na sua vizinhança iguais a 1 ou não. É na regra totalista e podemos 
ver os padrões complexos que se geram a partir duma sequência aleatória. 
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Classe 4 

Classe 4 (401 x 200) 
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Classe 4 (601 x 300) 

3. GRUPOS LIVRES E AUTÓMATOS CELULARES 

3.1. Introdução 
No que se seguirá designaremos por AC(2,3) os 256 autómatos celulares 

unidimensionais Booleanos (cada célula apresenta-se sob dois estados, 0 e 1) e de vizinhança 
simétrica mínima (ou seja a célula xt, situada no sítio i tem como vizinhança ela própria, e as 
células adjacentes xt_\ e xi+{). 

É nossa pretensão mostrar que AC(2,3) é um grupo livre abeliano com relações. O 
propósito da construção é tentar reduzir o estudo de AC(2,3) ao estudo dum conjunto mínimo 
de autómatos que de certa forma representam AC(2,3). 

3.2. Alguns Resultados Relativos a Grupos Livres 
Um grupo livre é uma estrutura que é construída a partir dum conjunto de elementos 

{a,b,c,... } e <& chamadas as letras dum certo alfabeto. Quando juntamos várias letras por 

exemplo aaa...a obtemos uma sílaba que se representa por an (sendo n o número de vezes 
que "a" se repete. As palavras deste alfabeto são as sequências ordenadas de sílabas obtidas 
por simples concatenação. Para efeito de construção designa-se por a a palavra vazia (sem 
sílabas) a que também daremos a representação 1. Neste conjunto de palavas define-se o 
produto de palavras como a concatenação de palavras, à semelhança do que se faz com as 
sílabas para obter a palavra. 

Ex: 
sejam p = anbmcn e q = bscl duas palavras. O seu produto p• q será p*q = anbmcnbsc'. 
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Este conjunto representado por W(S&) tem a estrutura de semi-grupo. Se definirmos em 
W(S&) as duas seguintes relações: 
sejam W\ e W2 duas palavras 

(1) Wia
0W2 = WXW2 

(2) WlanamW2 = Wlan+mW2 

Verificamos que definem em W(&) uma relação de equivalência R. O conjunto 
cociente W(S&)/R = F(<5#.) herda a multiplicação nas classes equivalentes, isto é: 
sendo [u] e [v] duas classes de palavras equivalentes respectivamente a "w" e a "v" então 
[M]-[V] = [M-V]. 

F(&) é assim um grupo. A razão desta afirmação está no facto de ser possível definir 
para cada classe [w] na classe inversa [u]~ de modo que [«]•[«]" =[1], [u]~ é 
simplesmente a classe das palavras equivalentes obtidas da palavra u por ordem inversa das 
sílabas de u e troca do sinal do expoente em cada sílaba, isto é, sendo [u] = a3 bed"2 

[u]~ —d c b á~ . A este grupo cociente F(S&) designamos por grupo livre de base <&. 

Se considerarmos um grupo qualquer G e um subconjunto £ c G à intersecção de todos 
os sub-grupos de G que contém E chamamos o grupo livre gerado por E que é 
necessariamente um sub-grupo de G. Os elementos deste grupo são os produtos da forma 

8il822—8kk o n d e SieE ¥i = l>k e nieZ ¥i = lk 

Quando este grupo coincide com o próprio G, dizemos que E é o conjunto de geradores de G 
e podemos apresentar um resultado importante: 

- Qualquer homomorfismo de G num grupo qualquer H fica determinado se 
conhecermos a sua expressão no conjunto E. A razão é trivial. Sendo /esse homomorfismo 

f(s[Hgn22...8n
k

k) = r(gi)'fn2(82)-fnk(gk) 

dito de forma mais poderosa, qualquer aplicação 0 : E —> M extende-se a um homomorfismo 
de G->M. 

Daqui resulta o facto mais importante da teoria de grupos livres: 
Proposição 1: qualquer grupo é imagem homomorfica dalgum grupo livre. 

Esta proposição corresponde, dentro da teoria dos grupos, ao que os sistemas de 
coordenadas representam na Geometria Cartesiana. Qualquer grupo pode ser estudado à custa 
dum certo "referencial" que é um grupo livre. 

A veracidade da proposição resulta imediatamente do seguinte: seja E um conjunto de G 
e seja F(<5&) o grupo livre no alfabeto S& cuja cardinalidade é igual ou superior à 
cardinalidade de E (#£<#<&). Seja A: <& -4 E uma aplicação qualquer cuja imagem é E. 
Como J# é uma base livre para F(S&), X extende-se a um homomorfismo de F{&) em G 
ou seja 
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A 
<& -» £ 

/? si i Í 

F(<&) -> G 

(p 

onde 
p é a projecção canónica no grupo cociente F(<&) ; 

i é a inclusão; 
X a aplicação considerada; 
<p fica definido pela comutatividade do rectângulo 

(pop - ioX 

De fato, para um dado grupo, não são só os geradores os elementos importantes para a 
sua descrição. Por exemplo se tomarmos o grupo gerado pelos elementos {a,b} com a 
seguinte operação, definida pela tabela 

1 a b 
1 1 a b 
a a b 1 
b b 1 a 

facilmente reparamos que b - a e portanto a = 1, ou seja, este grupo só tem um gerador 
{a}, ou ainda este grupo é um grupo ciclo de ordem três \a,a ,1>. Dizer isso ou dizer que 

este grupo é o grupo com dois geradores {a,b} e a relação a = b é basicamente a mesma 

coisa. Repare-se que este grupo não é um grupo de base {a}, esse grupo seria simplesmente o 

grupo das potências inteiras de base a ou seja \an,ne Z\. Este exemplo levou a que para 

além dos geradores dum grupo {g^-.-gk} s e considerem possíveis relações existentes entre 

estes geradores, que são equações do tipo 

/ i (S i -£*) = 1« f2{gl>-8k) = l> ■■■Ji{g\---8k) = ]-

Voltemos aos grupos livres. Seja então um grupo F, grupo de base x{,x2,x3,...xe (os 

geradores poderão não ser finitos, embora nesta exposição se presuma que sim dado o fim que 
temos em vista) e aplicação (p injectiva aplica os X\,x2,... nos geradores de G,gl,g2,-.-gic-

Sabemos já que esta aplicação ç se prolonga a um homomorfismo 0 de F em G 
definido por 
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A cada relação fj[gl,g2,...) = l corresponde na relação do tipo fj{xx,x2,..) = rj obtida 
simplesmente substituindo cada g{ por 0x( (deveríamos usar dois simbolos diferentes para os 
/.•. Não o fazemos para não sobrecarregar a notação, de facto são aplicações distintas (pois o 

domínio é distinto). 
Aos elementos rx,r2,r3,... chamamos os relatores do grupo. Estes relatores geram um 

subgrupo normal de F, R, denominado a consequência dos n. 

Retomando ao homomorfismo 0 fica claro que no triângulo 

F > - G 

V 
/ R 

R 

*P é um isomorfismo de F/R em G, simplesmente porque com as devidas identificações R é 
o núcleo do homomorfismo 0 

Este grupo cociente F/R representa-se habitualmente por \X: r\ onde X são os geradores 
e r os relatores. 

Chamamos uma pré-representação do grupo G ao par \X:r\ e isomorfismo X, de tal 
forma que comute o diagrama 

F 

- > G 

onde F é um grupo livre G a sua imagem homomorfa e \X: r\ o grupo cociente atrás definido. 
Utilizamos as designações de finitamente gerado se o conjunto de geradores é finito e 

finitamente relacionado se o conjunto dos relatores é finito. 
Apenas uma observação. No exemplo anterior do grupo gerado por {a,b} falamos da 

relação a =b que não é de forma alguma do tipo /1(g1...g^) = l, no entanto se 
considerarmos a =b <=> a b —\ fica claro que a relação é do tipo f{a,b)-\ com 
f(a,b) = a2b-1. 

Quando tomamos a operação, no grupo livre, comutativa podemos falar em grupos 
abelianos livres, embora se deveria entender por grupo abeliano livre o abelianizado dum 
grupo livre, isto é um grupo F/R obtido do grupo livre e onde o sub-grupo dos relatores é o 
comutador do grupo, isto é as consequências das relações do tipo 

8í8j 8jSi 'i,j ^ 8i 8j 8i8j * i,j 
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Na nossa construção usaremos um subterfúgio para escapar a este pesado formalismo, que se 
baseia na proposição. 
Proposição 2: Se num grupo G, a = 1 para qualquer elemento G, então o grupo é abeliano 
(ou seja a operação é comutativa). 

É imediato: 

«2 = 1 VaeG => (a,bf = 1 YaMG =* abab = 1 

como também a2 = 1 =» a = a~ teremos 

abab = 1 <=> aba~ b~ = 1 <=» ab = ba ¥abeG 

3.3. Construção dum Grupo Livre com Relatores em AC(2,3) 
Ficou já visto que para qualquer autómato celular, entendido como aplicação do cubo 

cartesiano de B = {0,1} em B, essa aplicação se representa univocamente na forma: 

f(X,Y,Z) = ^8(cci,a2,a3)Xa'Y^Za^ 

ÍX se a;- = 1 
onde g[al,cc2,a2) e {0,1} e X ' =< por exemplo a regra 146 representa-se 

por fl46(X,Y,Z) = XYZ®XY@YZ@X@Z 
Se considerarmos as regras 

#255 = ! #170 = Z #136 = Î Z 

#240 = X #192 = ^ ^ #128 = XYZ 

#204 ~ ^ A 60 = XZ 

aquilo que foi anteriormente dito reduz-se a afirmar que uma dada regra pode ser obtida por 
soma Booleana (©) dum número de parcelas que é um subconjunto destas 8 regras, ou ainda, 
na linguagem que estamos a adoptar que estas 8 regras geram um grupo livre. 

Designando por 

ft = #255 = 1 8A = #170 = z Si = #136 = YZ 

82 = #240 = X 85- #192 = XY 8&= #128 = XYZ 

83 = #204 = Y 86 = #160 = XZ 

e ainda por 1 = RQ - 0 e por 

8i8j = 8i © 8j 

Obtemos um grupo livre F de base 

{&.S2»S3»£4«£5'S6«£7'£8} 
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Sabemos da algebra Booleana que a © a = 0 ¥a. esta relação induz neste grupo livre 

um conjunto de relatores: 

r\ = g\g\ rA = g4gA r7 = g7g7 

r2 = 8282 r5 = 8585 r8 = 8s8g 
r3 = 8383 r6 = 8686 

cuja consequência R origina o grupo cociente F/R = G grupo abliano livre com relatores 

G = \8i-ri\ « = 1.8 

De facto estes relatores, pelo que foi dito na proposição 2, induzem um grupo abeliano. Para 
efeitos da exposição omitiremos que o grupo é abeliano livre pelo simples facto que é a 
propriedade de ser grupo livre que nos interessa mais. 

3.4. Anel dum grupo 
A cada grupo G é possível associar um anel KG, à custa dum anel K de inteiros, com a 

seguinte definição 

KG = {v:G-^k com v(g) = 0 g e G, excepto para uma número 

finito de elementos de G} 

v1+v2: G —> k 
g ^ v 1 ( g ) + v2(g) 

v,- • v2 : G —» A: 

g ^ Z(vi^(v2/i"V) 

esta soma não traz problemas porque o número de parcelas não nulas é finito. 
É trivial que (KG,+.0) é um anel. Em relação ao par (KG,+) 

Ov : G —» & funcionar como elemento n 

g —> 0 (zero do anel) 

e 

-v : G —> fc como o inverso aditivo do 
£-»-v(g) 

elemento v : G —» fc 
g -> v(g) 

trivialmente se verifica que Vj + v2 = v2 + Vj e (VJ + v2) + v3 = V! + (v2 + v3) 
KG é portanto um grupo abeliano. A associatividade de (KG,*) é uma questão técnica. 
(v1»v2)«v3=v1»(v2»v3) . 
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Basta notar que (v1v2)v3g = vl(v2v3)g ¥geG. 

Calculemos o primeiro membro 

(viv2)v3g = £(v1v2/i) • (v3h~lg) 
heG 

heG 
I(v1/)-(v2r1/l) 

feG 
fa*"1*) 

= I(vi/)(v2/-1/î)(v3/I-1g) 
hJeG 

quanto ao segundo membro 

vi{v2v3)g= yL{vihl){v2v3^lg) 
heG 

= I (viM 
heG 

XteMfc/rVs) 
/i«G 

= l(vi/ii)(v2/ I1)(v3/1-1ftr1g 
*l . / l6G 

Como /z e /percorrem G bem como fy e / j , fazendo 

I r1*=/i 
temos 

[/ = *! 
I h = hjx 

donde 

/rVí=(Vi)-1*=(r1*)"1*=*-1* 
e a propriedade fica verificada. KG é de facto um anel. De acordo com as convenções 
utilizadas num anel, fica bem definido o termo nv com neZ será a aplicação 

(nv)g = niyg) 
= (v + v + v...+v)g 
= vg + vg+...+vg 

(n parcelas) 
(n parcelas) 

Consideremos agora um homomorfismo assim definido 

T >KG 

g->. 

onde 
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g*: G -> K 
il se /i = g 
[0 se h & g 

(Io) ¥ está bem definida 
se g = g temos atendendo à definição g* 

g*h = \ se h- g 
g*h = 0 se h* g 

como g - g 

g*h = l se h = g portanto g* = g * 
g* h = 0 se / î ^ g 

(2°) ¥ é injectiva 

¥(*) = ¥(*)=>** = £* 

ou seja g*h-g*h YheG 

para g * /i = 1 e g * /z = 1 temos g = h e g =h donde g = g 
(3°) ¥ preserva produtos, isto é *P é um homomorfismo de G em KG 

{gg)*:G-*K 

(1 se h = g-g 
[0 se hï g-g 

V(g) = g* g*:G^K 
il se /i = g 
[0 se A ^ g 

V(g) = g* g*:G->K 
il se h-g 

h-*\ _ 
10 se h *■ g 

onde 

se fizermos o produto g*-g* teremos 

{g*-g*)h= I(g*/)(g*/
_1

/î) 
feG 

este somatório só é igual quando 
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g * f = 1 e g * / lh = 1 ou seja / = g e / !/i = g 

"multiplicando" ambos os membros 

f~lh = gg^h = gg 

portanto 

g*g*:G-*K 
il se /i = gg 
[0 se « * gg 

comparando as definições de (gg) * e g * -g * verificamos que são aplicações idênticas, 

portanto 

Das afirmações (Io), (2o) e (3o) fica provado que 

g —> g * é um isomorfismo sobre a imagem 

Ao elemento neutro eeG corresponderá por este isomorfismo o elemento e* que é o 
elemento unidade do anel KG. 

A importância deste isomorfismo reside no facto de ser possível fazer uma 
representação mais objectiva e mais manejável dos elementos de KG. 

Seja v G KG um elemento não nulo e sejam g{g2,...gk k > 1 elementos de G para os 
quais v(g(-) ^ 0 , seja nf = v(g,) i = \,k então 

v = nigi*+...+nkglc* 

basta calcular as aplicações de cada membro nos elementos g\,g2>---8k-
É deste facto que resulta a afirmação anterior que traduz o facto da imagem de g pelo 

homomorfismo g -> g * gerar o grupo aditivo KG. Assim é possível escrever os elementos de 

KG como combinações inteiros finitos de elementos de G. 
Uma consequência imediata é que sendo G um grupo comutativo também KG o é e 

vice-versa. 
Com esta identificação é possível estabelecer a seguinte proposição, de grande 

importância. 
Proposição 3: Qualquer homomorfismo de G num grupo abelianoA tem uma única extensão 
como homomorfismo ao anel KG 

0:KG-*A 

É quase uma consequência imediata de tudo o que foi dito até aqui. 
Em primeiro lugar estabeleça-se que 0 0 = 0 
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Como cada elemento não nulo de KG tem uma expressão única do tipo 

nxgx +... +nkgk n,- * 0 i = \,k para gt * gj ¥tj 

para obter a extensão basta que 

0(n1g1+...+nkgk) = nx0gx+...+nk0gk 

Se queremos uma extensão de 0 que seja homomorfismo esta igualdade terá que ser válida 
para quaisquer gt- e quaisquer n(- donde a unicidade fica garantida. Resta-nos verificar que 0 

assim definida preserva os produtos nos respectivos anéis. Também isso é imediato 

f \ 
0 iMi-YÀjii 

\ ' i ) 
( \ 

= 0 HLwjZiij 
w 

= Yjninfê[8i8j:) Po r definição de 0 

- ^ninj0[gi)0Ígj) porque 0 é homomorfismo em G 
U 

0 ■ 0 novamente por definição 

Um corolário imediato desta proposição é o seguinte 
Corolário: Qualquer homomorfismo entre grupos G e G' 

0-.G-+G 

tem uma extensão única as respectivos aneís de grupo KG e KG' 

0 : KG -» KG 

Estamos em condições de definir dois homomorfismo de grande importância. 
O Abelianizador: 

Considerando a:G-ï ÇA , onde [G, G] é o comutador de G. 

O abelianizador será a extensão de G a KG. 
O Trivializador: 

Consideremos para cada grupo G o homomorfismo t:G-> K definido por 
t(g) = l VgeG. 

O trivializador é a única extensão de G ao anel KG 
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t: KG -> K 

por definição f(Xw/&) = S«fí(ft) =XW« 

3.5. Construção do Anel de Grupo em AC(2,3) 
Foi definido AC(2,3) como o grupo G = \gt:r,-| i = 1,8. Uma vez que estamos a tratar de 

autómatos celulares Booleanos o natural é tomarmos para anel K o anel (Z2,+,«) anel 
cociente Z/2' Z com as operações + e • tomadas módulo 2. 

Z2G define-se de modo natural como sendo o conjunto 

{v:G->Z2 com vg,=0 ou vg,=l Vgiec} 

Como este conjunto é finito é trivial garantir que vg = 0 exepto para um número finito de 

elementos de G. 
A adição v{ + v2 não carece de observações particulares. Relativamente ao produto Vjv2 

uma simplificação pode ser feita 

Vj • v 2 : G —» Z 2 

8 

S ^ S(VA)(V2VV) 
í=l 
fc,eG 

Como lyl - hj^ YheG a expressão do produto vem 

X(vA)(v2%) 

1=1 

4. CÁLCULO EM GRUPOS LIVRES E SUA APLICAÇÃO AO GRUPO AC(2,3) 
4.1. Introdução 

Nas páginas que vão seguir-se, será desenvolvida uma técnica com vista ao cálculo de 
invariantes num grupo livre e sua consequente aplicação ao grupo AC(2,3). O interesse desses 
invariantes, que no caso concreto é uma sequência de Ideais principais do anel de grupo, 
reside no facto dessas invariantes caracterizarem o grupo a menos dum isomorfismo. 
Qualquer outro grupo com a mesma sequência de Ideais principais de KG poderá ser tomado 
como uma interpretação de AC(2,3). 

4.2. Definição de Derivada 
Dá-se o nome de derivada num anel de grupo a toda a aplicação D : KG -> KG com as 

seguintes propriedades 

Io) D(v1+v2) = Dv,+Dv2 

2o) D(v1v2) = Dv1í(v2) + v1Dv2 
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onde t é o trivializador 
O reflexo de D nos geradores de G é 

D{gig2 ) = Dgi+ gxDg2 uma vez que f(& ) = 1 ¥g. e G 

Por este facto é também possível definir a derivada em KG com a única extensão linear a £G 
da aplicação em G assim definida 

G->G 
g^Dg com a propriedade D(gxg2 ) = Dgl+ gxDg2 

Sabemos que esta extensão existe e fica completamente caracterizada pelos valores que toma 
nos elementos de G. 

Como exemplo trivial de derivada temos a aplicação constante nula 

JG^JG 
g->0 (geG) 

também a aplicação G-*G induz uma derivada, dado que D(glg2) = g\g2 -1 

Dgl + glDg2 = g{ -1 + gj(g2 -1) = gx -1 + g]g2 ~g\= g\g2 ~ ! 

Temos ainda possibilidade de construir novas derivadas a partir de derivadas já conhecidas. 
Por exemplo, sendo D e D' duas derivadas em KG e v0 um elemento qualquer de KG então 

(1) (D + D)v = Dv + D'v 
e 

(2) (D0v0)v = (Dv)v0 

são duas novas derivadas. A justificação resume-se a meros, cálculos todos eles imediatos 

(1) (D + D')(v1+v2) = Z)(v1+v2) + D'(v1+v2) 
= Dv1 + Dv2 + D v{ + D v2 

= (D + D')vl+(D + D)v2 

e também 

(D + D ){v{v2) = Dvxv2 + D vxv2 

- (Dv{tv2 + VjDv2) + (Dvj + tv2 + v{D v2) 
= Dvxtv2 + D vxtv2 + vx(D + D )v2 

= (D + D )vltv2+vl(D + D )v2 

Para a outra derivada 
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(2) (D0v0)(v1 + v2) = [D(VJ + v2)]v0 

= (Dv1 + Dv2)v0 = (DVJJVQ + (Dv2)v0 

= (l>0V0)v1+(l>ovo)v2 

e também 

(D0v0)(v1v2) = (Dv1v2)v0 

= [Z)vjrv2 + v1Dv2]v0 

= (Dv1tv2)v0+(vlDv2)v0 

= (Dv1)v0iv2 + v1(Dv2)v0 

= {DoV0)v1tv2 + vl(D0v0)v2 

Para aspectos práticos de cálculo apresentemos de seguida quatro propriedades de que gozam 
as derivadas. 
Propriedade 1 D ( £ ng,- ) = £ nDgt 

A justificação assenta inteiramente na lineariedade aditiva de D e na definição de ng{ como 

sendo uma soma de n parcelas todas iguais. 
Propriedade 2 Dn = 0 
Na verdade esta igualdade poderá causar alguma perplexidade uma vez que "n" não é um 
elemento de KG. Entenda-se "n" como sendo a soma 

n = l + l+...+l 

"1" o elemento unidade com n parcelas e do anel KG. 
Em primeiro lugar vejamos que Dl = 0: 

como 1 = 1.1 

Dl = Dl • 1 
Dl = Dlí(l) + lDl 
Dl = Dlí(l) + Dl 

donde Dlr(l) - 0 e como í(l) = 1 vem Dl = 0 usando este facto e a propriedade anterior 

Dn = D(l +1+...+1) = Dl + Dl+...+Dl = 0 + 0.. .+0 = 0 

Propriedade 3 Dg~l = -g Dg ¥geG 

resulta de g • g" =1 

D(gg-l) = Dl^Dg + gDg-l=0 

donde gDg~x = -Dg <=> Dg -1 = -g~lDg 
Propriedade 4 Diz-nos como derivar gn(n G Z) 

Antes disso definemos o elemento de G 
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s-1 

0 se n = 0 
n-l 

Xs1 se n > 0 

-Xg' se n<0 

com esta definição 

Dgn=^-Dg ( g * l ) ¥„ e G 
Í - 1 

neZ 

A justificação é feita para neJV por indução matemática: 
para « = 1 

J V = £ > £ $-4-Dg = Ç-^Dg = hDg = Dg 
1 * - l 

está verificado 
para n + 1 

.n+l Dgn+l=Dgn.g = Dgn+gnDg 

Dg + gnDg por hipótese de indução 

«-1 . nn - \ 
- y,g'Dg + gnDg por definição de 

= Ift^ = " 1 
8-1 

Dg 

e temos assim provada a formula da derivada para potências de expoente inteiro positivo. Para 
n = 0 resulta imediatamente que, Dg = Dl = 0 e 

i-ZlDg = ^-Dg = -?-Dg = ODg = 0, 
g-\ g-\ g-\ 

para n -1 Dg - = -g~ Dg 

g - ' - l Dg = -JJgiDg = -g-1DG 
i=-í 

finalmente para n < 0 basta reparar que n = -m com m& N e portanto 
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.,„>-! Dgn=Dg-m=D(g" 

= -(gm )_1 • Dgm propriedade 3 

sm - 1 = - g m • Dg propriedade 4 para expoentes inteiros positivos 

= _£ g +8 Dg = * -Dg = ï— Dg 
g-l g - 1 £ - 1 

e fica a propriedade 4 provada para qualquer expoente inteiro. 
Como qualquer derivada em KG é determinada pelos valores que toma nos geradores de 

G estas quatro propriedades bastam para o cálculo de derivadas no anel KG. 
Com alguma semelhança entre o que acontece em Rn, onde se pode definir o que se 

entende por função derivada e depois por derivada parcial, num grupo livre existe uma única 
r) rir-

derivada D. que se representará por —— com a propriedade de —L = õi. (simbolo de 
1 dXj oXj J 

Kronecker) onde x{ e x- são os geradores do grupo livre. 

4.3. Construção de Derivadas num Grupo Livre Usando os Geradores 
Consideramos um grupo livre designado por F cuja base de geradores é o conjunto 

{xl,x2,...\-
Sendo K um anel, sabemos já que os elementos de KF (anel de grupos) são as somas 

finitas de produtos finitos dos elementos Xi,x2,.... 

É nossa intenção associar a cada x-, (gerador) uma derivada —— com a propriedade 
OXi 

atrás mencionada. A unicidade resultará do facto de conhecidos os resultados de —— no 

a 
conjunto de geradores de F ficar completamente determinado o comportamento de —— no 

OXj 

anel KF. 
Vamos agora proceder à sua construção. Para isso tomemos um conjunto qualquer 

A = {a1,a2>---} e m correspondência unívoca com os geradores xl,x2,-.. através duma 

aplicação d: 

e v 
<h >xi 

Do que já sabemos é possível estender 6 a uma aplicação do semi-grupo W(A) das palavras 
do alfabeto A, no grupo livre F, de forma a preservar os "produtos". 

Tomando um elemento Xi qualquer definamos na aplicação 

Aj-.W(A)->KF 

da seguinte forma 
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A • 1 = O (1 é a palavra vazia) 

J Xi -1 

A;. [ai ■ a) = Kjal + x?A ;a (a e W(A)) 

Esta aplicação induzirá em KF uma derivada que designaremos por D ; ou ——. 

A nossa primeira observação é que 

(E1 ) A;(flfc) = A ;a + 6a-Ajb, a,b e W(A) 

A demonstração é feita por indução sobre o número de sílabas em ab. 
Sendo a a palavra vazia, o resultado é imediato 

Aj(l-b) = Aj(l) + dl-Ajb 

em qualquer dos membros o resultado é A :b. 
Consideremos agora que "a" contém pelo menos uma sílaba, ou seja a = a?c 

Aj(a,b) = Aj(a?-cb) 

= Ajã? + x"Aj (c, b) pela definição de A;-

= Aja" + x?\AJC + 6c ■ Ajb\ por hipótese de indução 

= Ayof + xf Ajc + xfdcAjb 

= A ■ (a? ■ c\ + x" OcAjb novamente por definição de A;-

- Aj (a) + 6(a)Aj (b) porque afc-a e 

8(a?c) = 9a?dc = x?8c 

temos concluído a prova que (Z^) é verdadeira 
Falta-nos ver que as imagens por A;-, de duas palavras equivalentes, são iguais. Ou seja 

(E2) Aj[aa^b)^=Aj(ab) 

(£3) A;(aar
+m

è) = A;(aara,
n
&) 

pois são estas as duas transformações de equivalência que definimos no semi-grupo das 
palavras. 

Relativamente a (E{) temos 
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Aj[aafb) = Aj(aa?) + d(aa?) ■ Ajb 

= Aj(a) + d{a)-Ajb 

= Aj(ab) 

utilizamos dois factos já provados 

Aj(aa?) = Aj(a-Ï) = Aj(a) e 

0(aa?) = da ■ 0a,° = 0a-xf = Ga-l = 6a 

Quanto a (E2) comecemos por reparar que 

x .m+n 1 „m IX: í m Xi 1 
' - -■■-■'- -- + xf

1
-' 

xt -1 Xj-l xi~^ 

resultante do uso da propriedade distributiva do produto em relação à soma e da propriedade 

associativa da soma 

m+n i .m+n _ 

x,.-l 
= 1 + X-+Xf +...+JC; 

=(i+xI.+x!
2+...+xr1)+(xr+^r+1+--^r+n_1) 

=(i+xí+xI
2+...+xi

m_l)+xi
m(i+x[-+...+xr1) 

r ^ - l r f - 1 

Xi -1 ' Xi ~ 1 

Tendo em atenção esta igualdade vamos ver que 

Aj(ar+n) = Aj(a?-a?) 
m+n _ i 

Aj (a,m+" ) = Sy por definição 
i 

.m 1 „n X ^ - l JC- - 1 
= - Í 5:,- + xí" — <5,; usando a igualdade mostrada anteriormente 

x ( - l y ' J C , - - 1 y 

= A;(aI
m-aI") (usando Ej) 

Estamos agora em condições de provar (£3) 
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= A; (a) + d(a)Aj(a™+n) + 9(aa?+n)Ajb 

= A; (a) + 0aA ;(af of ) + 0(00,!%" )A;i> 

= A ;(aafflf) + 6)(aaf ,af)A / 

= Aj(aaTcCb) 

Com estes ingredientes toma-se possível definir a aplicação 

— : F ^ K F 
OXj 

x = da-*Aj(a) com a eW(A) 

Esta aplicação está bem definida porque se tivermos 9a = 9b isto quer dizer que "a" e "b" são 
palavras equivalentes e já vimos que para palavras equivalentes 

Aja = Ajb 

r) dx 
Do modo como já foi definido ——, resulta a propriedade de que —L = <5i7. 

àXj dxj 

É imediato: 

Só nos resta ver que se trata de facto duma derivada em KF. Tomemos dois elementos x,y 
em F 

x = 9a y = 9b 
-\ ~\ 

T~(x '3 ;) = -T—(0ab) = Ajãb 
dXj OXj 

= A jã + 9aAjb 

3 ■ 9a + 9a-?-9b dxj dxj 

— X + X- — 
dxj dxj 

Como uma derivação em F induz uma derivação em KF temos a construção justificada. 
A utilização de derivadas num grupo livre resulta de grande importância pelo facto da 

estrutura desse grupo ficar determinada pelo conjunto das derivadas num seu anel de grupo 
livre como se pode ver pelo seguinte teorema. 
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Teorema: 
Para quaisquer polinómios livres fyOc),/^(*)... existe uma e uma só derivada D em KF tal 

que 

Além disso para qualquer f(x) e KF temos 

Df(x) = J,f-hj(x) 
j dxJ 

Demonstração: 

A existência está garantida se ficar provado que f(x) i-> Y^~T~hM^ é u m a d e r i v a d a 

j dXj 

Observemos primeiro que se Xi não ocorre no polinómio f(x) então 

df = 0 
dxj 

Como o polinómio f(x) é de forma 

f(X) = Ymi : iX^X^.-.X^ 

dada a aditividade da derivada 

_Vm. . . JJxyxy /'O 
ôbcj- ^

 í
"

2
'-■■'* áxj 

<9f 
para analisar se -=— é ou não zero basta ver que se passa para produtos de dois momómios e 

dXj 

concluir por indução: 

d I n: n: \ d ri: ri: O n-. 
*. l< X: S = - — X: e + X: 'e —— X: < 

dxj \ l* l* I dxj l< '« dXj '' 

Xi - 1 w '< x, - 1 w se i * j e Í5 * ;' a derivada é nula, porque 

\j = \j=° 
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Como a derivada de cada momómio x"*1 ...x{'k se reduz ao cálculo de derivadas do tipo 
ti ih 

dxj 
x"'s, se X: nunca aparecer na formação deste monómio as suas derivadas são nulas e 

portanto —— = 0 
dXj 

Este resultado permite-nos concluir que a aplicação 

está bem definida porque o número das suas parcelas nunca será infinito. 
Calculemos as imagens dos geradores do grupo livre por esta aplicação 

xi-2->yZ^hj(x) = hhi(x) = hi(x) 
dXj 

portanto Dxj=hj(x) ¥j 

Mostremos por fim que D se comporta como uma derivada nos geradores 

D ( v t ) = IfelA .w 
;' oxj 

reparemos, usando a observação anterior que as duas únicas parcelas não nulas são 

—- (xtxk )hi (x) + — - (xtxk )hk (x) 
dxi àxk 

dx; . dxk - + X-
dx,- dx. Koxi 

dx 

hi(x) + 
i J 

dx 
- + JC, 

dxi 
V dxk dxk j 

hk(x) 

dxk ^Lhi(x) + xi^-hk(x) 
dxt dxk 

= hi(x) + Xjhk(x) = D(XÍ) + XiD(xk) 

Portanto como nos geradores xl,x2,-.., D actua como uma derivada, é possível extendê-la ao 
anel de grupo livre KF, mantendo as propriedades pretendidas. Como a extensão é, única tudo 
fica provado. 

Como também já foi visto f(x) h-> f(x) - / ( l ) é uma derivada em KF. Daqui podemos 
como corolário deste teorema, obter a formula fundamental. 

/(*)-/(D = Xj^;-l) M 
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Basta fazer g(x) = f(x) - f(l) e hÁx) = JC,- - 1 . Como - ^ - = ^ ^ - aplicando o teorema 
" J J dXj dXj 

anterior a g(x) resulta a expressão (£4). 

4.4. A Matriz de Alexander e os Ideais Elementares dum Anel 
Temos vindo a sugerir que o cálculo livre é uma ferramenta imprescindível na 

construção de invariantes importantes da pré-representação de grupos. Vejamos quais são 
esses invariantes. 

Foi já dito que a partir dum conjunto de geradores X = (xl,x2,...) podemos definir um 

grupo livre F de base X com eventuais relatores r^, r2,.... 
Chamando R à consequência de (rhr2,...) a pré-apresentação do grupo é a aplicação 

F-^F/R = W->-Í\ 

onde p é o homomofismo cnónico. Estabelecendo a seguinte cadeia de aplicações 

KF Bxi )KF-^->K\X:r\-^->JH 

onde 7 é a extensão de p e a o abelianizador já atrás definido, podemos introduzir a matriz 
de Alexander de \X:r\ , grupo livre de base X como sendo a matriz A cujo elemento genérico 
aijé 

a» = ay 
fdr^ 

\dxJJ 

A importância de y e a na definição está no facto de y aplicar qualquer relator r{ em 1 e a 

transportar o cálculo para um anel comutativo onde é possível definir determinantes. 
Em qualquer anel comutativo com unidade é possível considerar o conjunto das 

matrizes A, m x n cujo elemento genérico a^ G A. 
Nesse conjunto de matrizes pode definir-se para VKeN o K ésimo ideal elementar 

EK(A) da matriz A como sendo: 

(Io) Para 0<n~k<m, o ideal gerado pelos determinantes das 
(n - k) X (n - k) sub-matrizes de A. 

(2o) Para n - k > m, Ek(A) = 0 

(3o) Para n-k<0, Ek(A) = R (anel considerado) 

O determinante duma matriz pode ser expandido como combinação de cofactores dos 
elementos de qualquer linha ou coluna, daí resulta que os ideais elementares de A formam 
uma cadeia ascendente 
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E0(A)CEl(A)C...CEn(A) = En+l(A)=...= R 

A importância dos ideais elementares fica estabelecida pelo seguinte teorema cuja 
demonstração se baseia apenas em propriedades básicas de homomorfismo e grupos cociente. 
Teorema: 

Os ideais elementares formam um invariante numa pré-representação dum qualquer 
grupo finito, isto é duas pré-representações dum grupo G tem forçosamente a mesma cadeia 
de ideais elementares. 

4.5. Construção dos Ideais Elementares de AC(2,3) 
Os geradores de AC(2,3) são os autómatos celulares, já mencionados, a que atribuimos 

por comodidade um simbolo constituido por uma letra(g) e um índice. Relembremos: 

Si = ^255 8A ~ Rno 81 - Ri36 

82 ~ ^240 85 = ^192 #8 - ^128 

83 ~ ^204 86 = ^160 

designamos por g0 = \ = RQ, o elemento neutro do grupo livre gerado pelos g,- Ï = 1,8. 
Sabemos que este grupo possui relatores rt e que 

ri = gf Vi=l,8 

Como este grupo livre é comutativo o seu anel de grupo também é e portanto coincide 
com o Abelianizado. Dito doutro modo estamos perante um grupo comutativo livre. 

Nas nossas notações, o elemento genérico da matriz de Alexander foi definido como, 

a:: = a- p dgj 

onde p é a projecção canónica do grupo no grupo cociente e a o Abelianizador. No nosso 
caso p tem o efeito de estabelecer as identificações gf = 1 e OC é pura e simplesmente a 

dr-
identidade, portanto au = ——. Efectuemos as derivadas: 

aij = 
drt _ dg 2 

d8j d8j 

Para i & j 

a , •» 2 d8i = d (g2\8i - 1 dgj =gj - 1 Q = 0 

dgj dgj \ ' 1 gi - 1 dgj gi - 1 

Para i = j 
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<?ft <?ft ^ ' ' ft - 1 dgi gi - 1 ft - 1 

Concluímos assim que a matriz de Alexander de AC(2,3) é a matriz diagonal: 

fgx+\ 0 0 N 

0 g2 + \ ': 

A= . 
: g 5

+ 1 : 

, 0 ft$ + l, 

O cálculo das ideias elementares fica extremamente simplificado: 
Como m = n, temos que Ek(A), para 0<n-k<n, será o ideal gerado pelos 

determinantes de todas as (n-k)x(n- k) sub-matrizes de A. É importante referir que apenas 
os determinantes das sub-matrizes (n-k)x(n-k) diagonais são não-nulos, ou seja na 
determinação do ideal Ek(A) apenas nos teremos que preocupar com essas sub-matrizes. A 
razão é a que em termos práticos para formarmos uma sub-matriz (n - k) X (n - k) teremos 
que eleminar k linhas e k colunas da matriz. Quando aas k linhas têm exactamente os mesmos 
índices que as k linhas que vão ser excluidos então a sub-matriz (n-k)x(n-k) é uma matriz 
diagonal e no nosso caso com todos os elementos au * 0. Quando um dos índices das linhas a 

excluir não coincidir com quaisquer dos índices das colunas a excluir então existirá um 
elemento a,7 = 0 e portanto o determinante dessa matriz, assim obtida, será nulo. 

Para k = 1 teremos E{(A) gerado pelas sub-matrizes 7 x 7 das quais apenas nos 
teremos que preocupar com as únicas 8 que têm elementos diagonais não nulos. 

Cada determinante Dj com j = 1,8 é da forma 

7 

£;=n(ft;+l)
 com 

! = 1 

{lj,2j,3jAi,5j,6j,lj} C {1,2,3,4,5,6,7,8} 

ou seja o conjunto {/,■; i = 1,7 J- para um dado j é um sub-conjunto de N$ = {n e N:n < 8} 

com 7 elementos. 
Utilizando as operações definidas no anel Z2G é possível escrever Dj como um 

somatório 

onde pelo menos um dos a,- é nulo e 
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a, __ Í8i se a ; = 1 
8i [1 se a f = 0 

Vamos agora concluir que E\(A) é o próprio anel Z2G. 
Observemos antes de mais que dado um anel R e dados OL\,a2,...an elementos desse 

anel o ideal I, gerado pelos elementos de R são da forma 

Xriai + X"/'a/' c o m ri G ^ e nj e ^ 
No nosso caso os geradores são DX,D2,...D%. O ideal EX{A) sem o conjunto dos elementos da 

forma 

X & A + X " , ^ o n d e Si&G e " ; G Z 2 
ou seja El(A) = Z2G dada a forma dos D,-. Foi também dito que os ideais elementares 

constituiam uma sucessão ascendente, por este facto fica também concluido que 

E2(A) = E3(A)=...= Ez(A) = Z2G 

A conclusão é também imediata fazendo um raciocínio directo como fizemos para 
£j(A). Seja por exemplo o cálculo de Ek(A) para um k genérico. Como já observamos 
apenas nos teremos que preocupar com C£ matrizes quadradas (n - k) x (n - k) com 
elementos na diagonal todas diferentes de zero. Esses C£ determinantes são assim definidos 

Dj = Il[8ij + l) c o m 7 = 1. C* 

e onde j l -,2,-,...(n-fe),] C N8 são todos os sub-conjuntos de Â 8 com n-k elementos. 
Exactamente como no caso anterior Dj pode ser escrito na forma 

onde pelo menos K dos a,- são nulos. Resulta também que os elementos da forma 

são elementos tanto do ideal Ek(A) como do anel Z2G e por isso Ek(A) = Z2G. Portanto 
EQ(A) = 0 e Ek{A) = Z2G para fe > 1. 

A conclusão de tudo isto é que Z2G não apresenta ideais próprios. Em termos do nosso 
objectivo inicial que era dar, para além duma pré-representação do grupo livre G, um estudo 
que permitisse localizar dentro do grupo, sub-grupos estruturalmente respresentativos, por 
exemplo apontar que autómatos da classe 3 pudessem ser estruturalmente estáveis, 
concluimos pela impossibilidade de garantir por métodos algébricos que isso seja verdade. 
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5. UMA ABORDAGEM DE AC(2,3) EM TERMOS DE DERIVADAS BOOLEANAS 

5.1. Introdução 
Vimos até aqui que no grupo livre AC(2,3) os autómatos geradores agem como uma 

base de representação de todo o grupo. Num artigo publicado em 1984 na "Communications 
in Mathematical Physics" pp. 51, Oliver Martin, Andrew Odlyzko e Stephen Wolfram, 
analisam os autómatos aqui designados por X, Y, Z, X®Y, X®Z, Y0 Z e X© Y© Z em 
grande detalhe. Estes autómatos formam como se pode facilmente verificar um sub-grupo de 
AC(2,3) gerado para X,Y e Z. 

A sua apresentação gráfica foi feita no capítulo 2 e representam respectivamente um 
deslocamento para a direita, a identidade e, um deslocamento para a esquerda, quando 
aplicados a uma qualquer configuração inicial. No citado artigo a cada um destes autómatos é 
associado um monómio generalizado (com expoentes em Z), respectivamente; x, 1 e x . 

Representando cada configuração inicial de N sítios dispostos circularmente pelo 
polinómio 

í=0 

onde xl representa o sítio "i", aj° a grandeza do sítio "i" no tempo "t" e A(í) a configuração 
no tempo " t" a evolução segundo cada um dos autómatos mencionados pode ser obtida pela 
mutiplicação dum polinómio generalizado T(x) pelo polinómio Ac(x), produto feito módulo 
xN -1 (resultante das condições de fronteira onde o sítio "0" se identifica ao sítio "N"). Os 
autómatos mencionados são, nesta perspectiva, representados pelos polinómios seguintes: 

X = x Y@Z = \ + x~l 

Y = \ X®Y®Z = x + l + x~x 

Z = x~l 

X®Y=x+l 
X®Z = x + x~l 

Usando técnicas da análise polinominal os autores fazem um estudo exaustivo destes 
autómatos (ditos aditivos) generalizando os resultados a vizinhanças maiores que 3 e a 
número de estados por sítio superiores a 2. Para as outras regras, de maior complexidade 
conjucturaram que a ausência de aditividade impede em geral o uso de técnicas algébricas. 

Nesta nossa perspectiva de encarar AC(2,3) como um grupo livre comutativo 
pretendemos dar um contributo no sentido dessa aditividade em falta. 

O sub-grupo anterior foi obtido apenas com os elementos: dois deslocamentos, uma 
identidade e uma operação. Dito doutro modo a evolução, por exemplo, duma configuração 
qualquer com o autómato X © Z resulta da adição do deslocamento para a esquerda com o 
deslocamento para a direita. Se quisermos falar dos autómatos celulares representados por 
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regras legais, temos que dar uma interpretação aos geradores XYZ, XY, XZ e YZ. Comecemos 
por reparar que todos eles são produtos de deslocamentos e da identidade. Tomemos por 
exemplo o autómato XY®X®Z. Este autómato tem uma parte aditiva X@Z que já 
sabemos interpretar, quer em termos de polinómios generalizados, quer em termos de 
deslocamentos básicos (para a direita, para a esquerda e identidade). Falta-nos a parte XFque 
é o produto da identidade com o deslocamento para a esquerda. A aditividade permanece 
entre os três geradores da regra. Resta-nos dizer que AC(2,3) fica completamente 
caracterizado se juntarmos a estes deslocamentos básicos o " 1 " que corresponde aos sítios 
todos ocupados, ou ainda ao polinómio 

N-l 

Z*' 
Nesta perspectiva bastariam seis elementos para gerarem o conjunto AC(2,3): três 
deslocamentos (X,Y,Z) um preenchimento de sítios (1) e duas operações (©,•). 

Vamos seguidamente tentar reinterpretar os geradores de AC(2,3) em termos de 
derivadas Booleanas. 

5.2. Definição de Derivada Booleana 
Toma-se habitualmente como definição de derivada em Ro limite 

l i mAfW= 1 .m / (* + A*)/w 
Ax->0 Ax Ax->0 Ax 

É possível usando as mesmas motivações da análise real, definir para funções 
Booleanas uma derivada. Como no cálculo só existem dois valores possíveis "0" e "1" , Ax 
definido como acréscimo da variável independente, só poderá ser a constante "1" isto é 

Ax = x © x = ;c©(x©l) = l 

isto é x © Ax = x (note-se que a operação inversa de © é ela própria). 
Portanto / (x) = f(x © Ax) © f(x) 
ou seja f(x) = f(x) © / (x) 

Desta definição resultam algumas propriedades em tudo semelhante às das derivadas reais 
(Io) Sendo "a" uma constante, a sua derivada é zero 

Se f(x) = a, f(x) = a f(x) = a®a = 0 

(2o) A derivada é linear relativamente à adição 
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[fix)® gix)] = fix)® g'ix) 

[fix) © g(x)] = [f(x) © gix)] © [fix) © g(x)] 

= [/(x)©/(x)]©[g(x)©g(x)] 

= fix)®g'ix) 

(3°) Se fix) = agix), com "a" constante, então 

/ ( x ) = ag'(x) 
/ ix) = as(*) © ag(x) = a[g(x) © g(x)] = ag' (x) 

(4°) [/(*) • g(x)J = / ' (x) • g(x) © /(x)g' (x) © / (x)g' (x) 
Esta é a única regra que se apresenta apenas parcialmente semelhante à sua homóloga 

real. Justifiquemos 

[fix)-gix)]=fix)gix)®fix)gix) 
= /(x)g(x) © /(x)g(x) © /(x)g(x) 
©/(x)g(x) © /(x)g(x) © /(x)g(x) 
= [/(x)g(x) © /(x)g(x) © /(x)g(x) © /(x)g(x)] 
©/(x)g(x)©/(x)g(x) 
= [/(x) © /(x)][g(x) © gix)] © /(x)g(x) © /(x)g(x) 
®/(x)g(x)©/(x)g(x) 
= / (x) • g' (x) © /(x)[g(x) © g(x)] © [/(x) © /(x)]g(x) 
= / (x) • g' (x) © fix) ■ g' ix) © f ix) ■ gix) 

Usaremos daqui para a frente a notação de Leibnitz - ^ — em vez de / ' (x) por razões de 
dx 

simplificação quando falarmos de derivação parcial. 
Também à semelhança das derivadas em Rn é possível definir o que se entende por 

derivação parcial, para funções Booleanas de várias variáveis. 
Por definição 

^ ^ l = / (x l J . . .x 1 .©l , . .x„)©/(x 1 , . .x r . .x„) 

Formalmente ao derivar f{x[,...xn) em ordem a xi usamos as regras de derivação atrás 
enunciados considerando com variável independente a variável x(- e considerando as variáveis 
xx... x,_i, x[+1,... xn como constantes, ex: 

djxy®y) = djxyl9^ = xdym = x m 

dy dy dy dy 
djxy®y) ^djxy)_@dl = ydx@0 = y 

dx dx dx dx 
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Definição 

dnf 
dxidx2...dxn dxx dxn 

f df^ 
\ \"xmJ 

w 

esta definição é idêntica aquela que usamos na análise real e também existe uma propriedade 
que nos permite trocar a ordem de derivação. 

Propriedade 

d2f(xv..xn) _d2f(xx...xn) 
dxtdxj dxjdxi 

ao contrário do campo real esta propriedade é universal para qualquer função Booleana. A 
demonstração é imediata e baseia-se nas propriedades associativa e comutativa da adição 

d2f{xx...xn) _ d \df(xl...xn) 
dxidxj dX; dx 

J J 

dx 
\f(xl...xj,...xn)®f(xl...Xj,...xn) 

= —f[xl...Xj,...xn)®—f(x1...xj,...xn) 

= [f(xl...xi,...xj,...xn)®f(xl...xi...xj...xn)j 

®[f(xl...xi...Xj...xn)@f(xl...xi...Xj...xn)\ 

= [f(xl...xi...Xj...xn)®f(xv..xi...Xj...xn) 

®[f(xl...xi...xj...xn)®f(xl...xi...Xj...xn) 

= ^f(Xl---*i---Xn)®~ãx~f(Xl"-Xi-'-X») 

\f(xl...xi...xn)@f(xv..xi...xn)] 
dx 

dX; 
'tf 

dX: 
d2f 

dxjdxi \.j y UA-i J 

A generalização por indução matemática é imediata e permite-nos escrever 

dnf = dnf 
dxxdx2.. ■ dxn dXo(\)dxo{2)'- ■ ^xo(n) 

onde {(j(l),cr(2)...,0'(n)} representa uma permutação do conjunto {1,2,...,«} 
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5.3. Expansão Booleana em Série de MacLaurin 
À semelhança das funções reais de variável real podemos expandir qualquer função 

Booleana em série. De facto o termo série não está correctamente aplicado, uma vez que a 
soma que a seguir definiremos é sempre necessariamente finita. Manteremos a designação por 
uma questão de semelhança formal. 

Vimos já nos capítulos anteriores que qualquer regra respeitante a um autómato celular 
Booleano poderá ser escrita como 

f(X,Y,Z)= ^g(ax,a2,a^Ya*Za* 
(a1>a2,a3)=(0)0)0) 

Uma vez que at e {0,1} ¥,- aquela soma é formalmente equivalente a 

fix, Y, z) = xQ • i e xxx © X2Y © x3z e X4XY e x5xz © X6YZ © X7XYZ (/} ) 

com X-x e {0,1} ¥,-. Comecemos por observar que /(O,0,0) = 1 0 • 
Calculemos todas as possíveis derivadas até à terceira ordem e apliquemos essas 

derivadas no ponto (0,0,0). Teremos: 

$- = xx © X4Y © X5Z © X7YZ 
oX 

f ■*. 
<™ (0,0,0) 

^- = A2 © Â4X © A6Z © A7XZ 
<?r

 2 4 6 7 

df_ 
dY 

À-* 
(0,0,0) 

-^- = X3 © A5X © X6Y © A7X7 
<9Z 

dZ = x, 
(0,0,0) 

# # 
dXdY dYdX 

df 
dXdY (0,0,0) 

= XA © A7Z 
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d2f _ df 
dxdz dzdx 

df 

= A5 0 X7Y 

dxdz 
= A< 

(0,0,0) 

d2f .. d2f 
dYdZ dZdY 

d2f 

= A6 e x 7 x 

dYdZ 
- A , 

(0,0,0) 

d3f d3f d'f 
dXdYdZ dYdXdZ dZdYdX 

d3f 
dXdYdZ 

A, 
(0,0,0) 

fica claro porque terminamos na ordem 3. As derivadas de 4 a ordem e seguintes são nulas. 
Para n > 3 

dnf 
dX^dY^dZ"* 

0 com nj + n2 + n3 = n 

Designando por X = (X,Y,Z) e por / o número "i" em binário entendido como u m te rmo 
('l>*2>'3) podemos compactificar a expressão (Dj) da seguinte forma 

7 à
1 f 

/(X) = I ; 
7=0 dx< 

■X' Wí 
(0,0,0) 

onde 

d'f(X) 
«9X7 

por exemplo A5 
<?V (como 5 = 4 + 1) 5 = (1,0,1) 1 + 0 + 1 = 2 e daí que 

" dX5 

d5f(X)_d2f(X,Y,Z) 
dX> dxdz 

a°/(X) 
Convencionando que A0 = — 0 = /(0,0,0) a expressão (D2) pela sua semelhança com o 

dX 
desenvolvimento em série de MacLaurin para funções reais designa-se por expansão 
Booleana em série de MacLaurin. 
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5.4.0 Grupo Livre AC(2,3) em Termos de Derivadas Booleanas 
A expansão (D2) que se escreve também como 

/(z,y,z) = /(o,o,o)-i©j| 
(0,0,0) dY 

®%-
dz ■ z® d

2
f 

(0,0,0) dXdY 
XY® d

2
f 

© d
2
f 

dYdZ 

(0,0,0) 

3 
YZ® dóf 

(0,0,0) dXdYdZ 

dxdz 

XYZ 

(0,0,0) 

XZ 
(0,0,0) 

(Di) 
(0,0,0) 

não é mais do que a expressão do elemento genérico do grupo livre AC(2,3) construido no 
capítulo 3. 

Formalizando um pouco mais é possível com o auxílio das derivadas reduzir os 
geradores do grupo AC(2,3) formalmente a um, a regra 128 correspondente ao autómato XYZ. 
Basta repara que 

X = 

F = 

Z = 

1 = 

d2 (XYZ) 
dYdZ 

d1 (XYZ) 
dxdz 

d2 (XYZ) 
dXdY 

d3 (XYZ) 
dXdYdZ 

XY 

XZ 

YZ--

XYZ = 

d(XYZ) 
dZ 

d(XYZ) 
dY 

d(XYZ) 
dX 

d°(XYZ) 
dXdYdZ 

Com estas novas rotações (D3) escreve-se na forma: 

d\XYZ) m df 
f(X,Y,Z) = f (0,0,0)- •©■ 

dXdYdZ dX (0,0,0) 

d2(X,Y,Z) 
dYdZ 

0 
dY 

d2(XYZ)^df 

(0,0,0) dXdZ dZ (0,0,0) 

©• d
2
f 

® 

dXdY 

d
2
f 

d(XYZ)@ d2f 

(0,0,0) dZ dxdz 

d2 (XYZ) 
dXdY 

d(XYZ) 

(0,0,0) 

dYdZ 

introduzindo a notação 

d(XYZ)@ d3f 

(0,0,0) 

d1 (XYZ) 

dX ' dXdYdZ 

como sendo 

(0,0,0) 

dX1 ~~""~ dXHdYl2dZli 
de 1-1,1 em binário, escrevemos (D2) como 

dY 

d°(XYZ) 
dXdYdZ 

■ onde (11,12,13) é a representação 
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f(X) _ Ï d1/ d7-!(XYZ) , . 

/=0°'A (0,0,0) ° ^ 

Esta última expressão permite olhar o grupo AC(2,3) como sendo o grupo livre gerado pelas 
derivadas do autómato XYZ. 

Se entendermos as derivadas como uma taxa de variação, qualquer regra incorpora em 
si as diferentes variações da regra 128. 

Por outro lado a expressão D4 é útil em termos de implementação de sistemas 
dinâmicos associados aos autómatos celulares, porque reduz o número de componentes. 

6. GENERALIZAÇÕES 
A generalização de AC(2,3) para outros grupos AC(k,n) em termos de grupos livres está 

garantida. O aumento da vizinhança, resulta num aumento no número de variáveis.Com 
vizinhanças de tamanho "n" teremos funções do tipo f(Xl,X2,...X„) 

Se aumentarmos o número de estados de cada sítio, modificamos os relatores do grupo 
livre. Com k estados trabalhamos em Zk e os relatores seriam da forma Xt = 0 

Resulta claro porque é preferível ter um número de estados primos. (ZK,®K,*K) é um 

corpo para k primo. 
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