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PREFACIO
Leibnitz, devera ter sido um dos primeiros matemdticos a pensar em termos Booleanos.

Nas suas teses de 1714 acerca de Monadologia afirma que "Se hd compostos, € necessario
haver substéncias simples, pois 0 composto ¢ apenas reunifio ou aggregatum dos simples". Se
este grande fildsofo tem razdo entdo este trabalho pretende ser uma achega ao aggregatum
dos 256 autématos celulares de mais simples definigdo. Na bibliografia mencionada estdo
algumas das proposi¢des e teoremas que inspiraram e guiaram este trabalho. N&o posso ainda
deixar de acrescentar a bibliografia os conselhos e sugestdes do meu amigo Jodo Carvalho

com quem divaguei muitas vezes as minhas ideias.



1. INTRODUCAO

1.1. Definiciao de um Autémato Celular

Um automato celular pode ser encarado como um conjunto de células ou sitios, cada um
dos quais podendo assumir diversos estados, com uma determinada evolugdo temporal. Desta
forma o autémato celular ndo é mais do que um sistema completamente discreto: discreto no
espago porque ¢ formado por um conjunto de células individuais, discreto no tempo porque
consideramos a sua evolugdo por étapas sequénciais e finalmente discreto em magnitude
porque cada célula s6 pode assumir um nimero finito de estados.

O instrumento a que nos habituamos para descrever o mundo fisico, que nos rodeia, tem
sido as equagdes diferenciais que descrevem a mudanga de quantidades através duma fungdo
continua do espago e do tempo. Neste contexto os autématos celulares desempenham um
papel de aproximagdo discreto aos sistemas dinamicos, isto € qualquer sistema fisico descrito
através de equacdes diferenciais poderd ser aproximado por um autémato celular introduzindo
diferencas finitas e varidveis discretas.

Para descrever um autémato celular, convenientemente, precisamos de caracterizar
quatro propriedades: a geometria do autémato, a vizinhanga da célula, o nimero de estados de

cada célula e finanlmente a regra de evolugado do autémato.

1.2. Geometria dum Autémato Celular

O conjunto das células ou sitios constituem o autémato celular pode dispor-se de varias
formas, segundo uma linha, no plano, no espago tridimensional ou num espago com mais de
trés dimensdes. Esta disposi¢do conduzird a autématos unidimensionais, bidimensionais,
tridimensionais e pluridimensionais. A razdo porque isso acontece dependerd em cada caso da
aplicagdo concreta que € feita do autémato celular. Para o estudo do crescimento dum floco de
neve poder4 ser apropriado tomar como modelo uma matriz bidimensional.

De alguma forma, se bem que convenientemente caracterizados, autématos celulares em
espacos com trés ou mais dimensdes sdo de dificil visualizagdo. Por outro lado, o
comportamento dos autématos mais simples, deste ponto de vista, os unidimensionais podera

apresentar factores complexos, como se vera.

1.3 Vizinhanca duma Célula

Esta nogdo topolégica introduz um grau de complexidade na estrutura dos autématos
celulares de cada dimensdo. Entende-se como vizinho dum sitio, outro que para os efeitos
considerados se possa considerar “perto” e portanto possa influenciar esse sitio. Num
autémato celular consideramos que cada sitio evoluiu em funcdo do estado desse proprio sitio
e de todos os que estando perto o possam influenciar, ou sejam, os seus vizinhos.

No caso unidimensional, a situa¢fio mais simples € tomar como vizinhan¢a dum ponto
(célula) x; as células adjacentes, os sitios x;_; e x;,;. Se considerarmos o agregado de células



unidimensionais infinito, esta defini¢cdo ndo conduz a quaisquer problema, no entanto se o
agregado for finito a primeira célula x; ndo tem vizinho a esquerda assim a ultima célula x,
ndo tem vizinho a direita. Para ultrapassar esta dificuldade podemos optar entre duas
solugdes, que ndo sdo relevantes para a evolugdo do autémato:
1°) Considerar o vizinho esquerdo da célula x; com sendo uma célula num determinado
estado, o nulo, que definiremos a seguir e tomar para vizinho direito da célula x,
uma célula virtual nas mesmas condi¢des que o vizinho direito de x;.
2°) Considerar que o vizinho esquerdo de x; € a célula x, e considerar que o vizinho
direito de x, € a célula x;. Isto corresponde, em termos topolégicos, a considerar o

segmento, onde se situam as células x;,x,,...,x,, com 08 extremos identificados,

que € o mesmo que considerar as células dispostas segundo um circulo.

No caso bidimensional, que de certa forma inspiram toda a teoria dos autématos

celulares € costume considerar para cada célula x; duas vizinhancas tipicas: a vizinhanga de
von-Neumann, constituida pela célula x;; e pelas snuados respectivamente, a norte, a sul, a
este e a oeste, simbolicamente x;

_1 € X; ;1 ou entdo a chamada vizinhanca de

I]._j" i+l,j’ ij+

Moore constituida pela célula e por todas as que a rodeiam.

Geometricamente, teremos:
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Vizinhanca de von Neumann Vizinhanca de Moore
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Um dos autématos celulares mais conhecidos e mais divulgados devido a Martin
Gardner, € o “jogo da vida”, autémato criado por John Conway em 1970 e que pretende
simular a evolucdo da vida: uma célula nasce permanece viva ou morre dependendo do

numero de células vizinhas.

1.4. Niimero de Estados duma Célula

Cada célula podera apresentar-se segundo um ndmero finito de estados. Naturalmente
no caso mais simples a célula podera ter apenas dois estados que representaremos por O e 1,
sd0 os chamados autématos celulares Booleanos. No caso do “jogo da vida” diriamos que a
célula estaria “morta” (0) ou “viva” (1).

Estd mais ou menos definido que o niimero de estados duma célula deverd ser um

nimero primo, por razdes de célculo algébrico.



Torna-se agora claro que na evolugdo de autématos celulares unidimensionais finitos,
podemos considerar como vizinhas das células das extremidades células virtuais em estado

nulo (zero) em alternativa a condig¢des de fronteira circulares.

1.5. Regras de Evolucao
Entendemos por regras de evolugdo dum autémato celular como sendo a aplicagdo que

nos indica o estado futuro duma célula x/, situada no ponto i no tempo ¢, quando o tempo

evolui de uma unidade, ou seja o estado da célula xf“ :
t+1
x.
regra de i
evolugdo

I
X

Como j4 foi dito a evolugdo do estado duma célula depende nao sé do estado em que ela

se encontra mas também dos estados em que se encontram as c€lulas vizinhas, isto é:

+1 _ t t t
X; —f(xi_r,...,xi,...x:-.,_r)

o estado de x,-”l depende dos estados das 2r+1 células que constituem a vizinhanga de
“raio r” da cé€lula x; no tempo t. Se considerarmos que os estados possiveis para cada célula

pertencem a um conjunto finito S (#S =) a aplicacdo anterior f pode-se caracterizar como

FFH ¥

ou seja uma aplicagdo da poténcia cartesiana de ordem 2r+1 de § nele préprio .
No caso unidimensional, caso que serd daqui para a frente o tnico considerado, o
nimero de autématos celulares diferentes considerando vizinhangas de n sitios e k estados

para cada célula é:

n
KK
De todos estes, os autématos mais simples e os mais estudados, sdo os autématos em
que n =3 (os vizinhos dum ponto sdo os seus adjacentes) e K =2 (cada autémato sé tem dois

3
estados possiveis: 0 e 1). Temos para este caso 22 =28 =256 possibilidades de

estabelecermos regras evolutivas, sendo cada regra uma aplicagido de B> em B onde
B={0,1}

f: BB

- (53,2) = f(x0,2)
Sendo Y a célula considerada no tempo ¢ e X, Z os seus vizinhos. Isto é:

fi B>B

(xf’yf,zi)_)yf‘l-l
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Neste caso em que K=2 e n=3, as vizinhan¢as dos pontos 1 e 0 sdo descritas
facilmente:
v, ={111,110,011, 010}
Vo= {101, 100, 001, 000}

Sé temos que atribuir a cada um destes termos de nimeros os valores 1 ou 0, que €

equivalente a preencher a seguinte tabela,

oclo|— |~ oo |= |~ |~
o~ |lo|l=|ol~|o |~ |N

OOOO’—"""—"—'N

que traduz o nimero total de fun¢des booleanas de trés argumentos.
E sabido que cada func¢do booleana se pode representar por forma candnica ou forma
normal disjuntiva da seguinte maneira:

Flxxan.x,) = 3 o0 )X x{%2) | x{on) o € {0,1}V,

n

onde

X; se ;=0 (X; é o complementar ou negagdo de X;)

X_(al) :{Xl Se sz- =1

asoma 2 é entendido no sentida da disjungdo inclusiva e o produto X;X ; como a conjungao.

Cada um dos termos Xl(a‘ ). ) .Xr(la") ¢ chamado um minitermo.

No nosso caso, de trés argumentos, a expansao representa-se por

'f(X’Y’Z):Ef(al,(Xz,a3)X(a‘)Y(a2)Z(a3) (F1)

e os unicos e efectivos termos s3o aqueles em que Zf(al,az,a3) =1. Quando nos € dada

uma tabela a forma normal disjuntiva é imediatamente calculada. Ex.:



X | Y| Z

1 1 1 0
1 1 0 0
1 0 1 1
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 0

este automato celular é conhecido como Regra 50 (j4 de seguida se verd porqué) e a sua

expressdo como fung¢do booleana de trés argumentos é

FXYZy= FL.o.DXPFVZV + £1,0,00Xx V%20 + 70,0, X Py 0z
ou seja
FXY. 2= XYZ +XYZ + X¥Z

Quando consideramos o anel Booleano (ZZ,EB,-), a operagdo @ corresponde a disjuncido

exclusiva e as relagdes:

X+Y=XY®x+Y etambémX =XD1

Isso quer dizer que podemos escrever a expressao (F1) apenas com operagdes neste anel:

Por exemplo, para a Regra 50:

XYZ+XYZ+XYZ (F2)
=XYZ XYZOXYZDXYZ +XYZ
=XYZ®XYZ +XYZ

=(XYZOXYZ)XYZO XYZO XYZ D XYZ
=XYZ-XYZ®XYZ -XYZDXYZDXYZDXYZ
=XYZOXYZDXYZ (F3)

Utilizamos nesta simpificagdo algumas propriedades booleanas tais como:
XX=X2=X X-X=0 X-0=0 X00=X

Olhando para as expressdes (F2) e (F3) parece que tudo se resumiu a mudar os + pelos
@. Assim, €, de facto, se bem que existe uma explicagio para isso.

Considerem-se dois minitermos:

Ma — Xl(al )XgaZ)Xg‘IB) e Mﬁ — XI(JBI )X&BZ)X:(;B})



ndo podemos ter o; =f; V; €{1,2,3} porque entdo, M, = Mg o que & impossivel acontecer

nos minitermos. Portanto

I,-E{I,2,3}:Oti¢ﬁf
sem perdas de generalidades podemos considerar o;=1 e f;=0 donde

X_(ai) — X

: e X=X seja My +My = MMy ® My © My em M, Mp vai aparecer o
factor Xl-(m")Xi(JB 2 X,-X; =0 donde M M g =0, dai a razdo de termos para 0s minitermos

da expans@o disjuntiva M, +Mpg =M, ® My, igualdade que permite escrever a expressao

(F1) da seguinte forma

f(X’Y’Z):Zf('a[,az,a3)‘X(GI)Y(al)Z(GB) (F4)

onde Z se refere a soma légica entendida como disjungdo exclusiva podemos ir um pouco

mais longe. Sabemos que X =X @1, igualdade que podemos utilizar para simplificar a

expressao (F4).

Tomando como exemplo a expressdo (F3) obtido da Regra 50:

XYZ®XYZDXYZ (F3)
=X(renZexyenzZeneXehyenz
=XYZOXZDXYZOXYDXDXYZ@XZDYZDZ
=XYZEXYDXZOYZOXDPZ (F5)

A expressido que obtivemos em (F5) a partir de (F3) poderd ser feita para qualquer outra
expressdo que resulte de expandir a regra do autémato celular no anel. Ou seja qualquer

expressdo do tipo (F4) pode ser escrito na forma

FXY,2)=7 g(oy,0,,05) XY 2% (F6)
X.

;ose ;=1

onde g(ay,y,05)€{0,1} e X = {1 &

Daqui para a frente o simbolo Y, referir-se-d sempre a disjungdo exclusiva que temos
vindo a representar por @ .Falta-no agora falar da forma como podemos atribuir um nimero a
cada regra.

Tomemos, ainda como exemplo, a dita regra 50 cuja tabela €:



X|vy |z
1| 1] 1]0
1 | 1]10]0
1 o[ 1]1
1] o] o] 1
of1]1]0
of1]0]o0
oo 1|1
o|lo|o] o0

se considerarmos cada linha como sendo uma poténcia de base 2, desde i (a linha inferior)
até 2’ (linha superior), os expostos das poténcias em numeragdo bindria representam os

termos ordenados XYZ. Temos sucessivamente

20 =200 - 24 =210 _-16
21 . 2001 =) 25 :2101 =
22:2010:4 26:2110264
23:2011=8 27=2111___128

Numeramos cada regra considerando as somas das poténcias cujos exponentes em bindrio
(identificados com as vizinhangas) sdo aplicadas em 1. Ainda no exemplo que temos vindo a

tratar, vemos que

101 =1 100 — 1 001 —=1

portanto a nossa regra serd

Regra = 32+16+2 = 50 ou seja Regra 50

Com este processo podemos numerar os 256 autématos celulares Booleanos
unidimensionais de vizinhanga 3, de 0 correspondente ao autémato cuja matriz € (00000000)
e que transforma tudo em zero até ao autémato 255 a que corresponde a matriz (11111111) e
que transforma tudo em 1. Entre um e outro estdo todos os restantes autématos.

Por exemplo, qual serd o autémato celular correspondente a Regra 1047

Comecemos por decompor 104 em poténcias de base 2:

104 =64 +32 +8=2% +2% +23

ficamos portanto a saber que os tinicos ternos ordenados que tém por imagem 1 sdo:

6: 110 5: 101 e 3: 0Ol

daqui facilmente construimos a tabela de aplicacdes:

10



X | Y| Z

1 111110

1 | 1|0 1 |«6
1 10| 1 [ 1 |«<5
1| 0] 0] O
0O 1] 1] 1 |«<3
o 1] 0] O
O]l]0]1 110
0101010

Este € o autémato celular Rp4 =(01101000)

2. BREVES REFERENCIAS A ALGUMAS PROPRIEDADES ELEMENTARES E
GLOBAIS DOS AUTOMATOS CELULARES

Como ficou visto os automatos celulares unidimensionais bindrios com vizinhanga
minima sdo de fécil defini¢do. No entanto a evolugdo destes autématos a partir dum sitio
tinico ou duma sequéncia aleatéria de sitios em estados 0 e 1 poderd conduzir a padrdes de
alta complexidade.

Em primeiro lugar podemos estabelecer algumas condicionantes para estas regras.
Podemos por exemplo proibir que 000 — 1, isto € que uma ocupacao seja criada a partir do
nada, ou ainda que as regras produzam simetria, isto € que 011 e 110 conduzam ao mesmo
valor (bem como 001 e 100). Com estas restri¢des temos aquilo que se designa por regras

legais. Tém por matriz:
(al,az,a3,a4,a2,a5,a4,0)

Por outro lado existem regras que exibem propriedades simplificadoras. E o caso das
regras ditas aditivas, que além de serem legais exibem a propriedade de sobreposic¢do aditiva
ou seja a evolugido duma sequéncia de uns e zeros pode ser obtida pela sobreposi¢do (somar
mdédulo 2) da evolugdo de cada um dos sitios uns, feita isoladamente. Estas regras

caracterizam-se pela matriz
(a1a2 0a3a2a1a3 0) com a3 = al @ az
correspondentes as regras 0, 90, 150 e 204, de ficil caracterizagdo

Ry =0 transforma tudo em zeros, anula qualquer situagdo inicial.

Ryo4 =Y mantém qualquer situagdo inicial inalterdvel.

11



S e

Rygg = X @ Z representa a adigdo (médulo 2) dos sitos vizinhos do sitio considerado.

Se fizermos a evolugdo a partir do sitio Uinico ndo hé evolu¢do, uma vez que

os vizinhos do sito tnico sdo zeros.

Riso = X @Y ® Z corresponde a adi¢ao (modulo 2) dum sitio com os seus vizinhos.

Outras consideracdes poderdo ser feitas analisando outras caracteristicas. Se em vez da
sobreposi¢do aditiva pensarmos na sobreposi¢do multiplicativa ou conjuntiva teremos as
regras

Ry=0

R, =XYZOXYOYZDY

Ry =XYZOXYBXZOYZOXDZ
Ry, =XYZOXYDXZBYZOXOYDZ

Também considerando o principio da sobreposi¢@o disjuntiva inclusiva, teremos as

regras
Ry=0
Ryos =Y
R250 = XZ @ Z

Rysy =XYZOXYBXZ®YZDZDY

Noutra perspectiva as regras poderdo considerar-se periféricas se a evolu¢dao dum sitio
depende ndo desse sitio mas da periferia do sitio, isto € dos seus vizinhos. Estes automatos

traduzem-se pela matriz:
(alazalagaz 0a2 0)

Se atendermos a evolugdo do sitio Gnico ocupado, varias situagdes podem ocorrer: esse
sitio ¢ imediatamente apagado (por exemplo regras 0 e 160), é mantido para sempre (regras 4
e 36) ou esse 1 mantem-se mas em cada evolugdo temporal dois novos sitios sdo ocupados,
um em cada direc¢do, criando-se uma estrutura uniforme de sitos ocupados que vai crescendo
no tempo numa forma triangular. Qualquer uma destas regras é considerada simples a
contrario das regras do tipo 18, 22 ou 90 que conduzem a padrdes ndo-triviais e sdo
denominadas complexas. Nestas regras a caracteristica principal é o aparecimento de formas
triangulares formadas pela auséncia de sitios ocupados. A regra 90, por exemplo, manifesta
auto-semelhanca nos seus tridngulos criando assim uma estrutura do tipo fractal semelhante
ao tridngulo de Sierpinski.

Quando o estudo € feito considerando sequéncias iniciais finitas de zeros e uns (com
condigdes de fronteira periddica ou ndo) os padrdes observados diferem quer se trate de regras

ditas simples ou das regras complexas. A semelhanca do que se passa com sistemas
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dindmicos as regras simples apresentam pontos limtes ou circulos limites, isto € uma dada
configuragio aparece, mantendo-se indefinidamente, ou o autémato evolui a partir de certa
altura percorrendo periodicamente um ciclo de estados. Por outro lado as regras complexas
exibem uma fenomenologia semelhante aos atratactores estranhos.

Stephen Wolfram divide os autématos celulares em 4 classes, analisando a forma como
evoluem a partir duma sequéncia finita aleatéria de zeros e uns. Na classe 1 sdo incluidos os
autématos celulares para os quais o padrio estabiliza homogeneamente, per exemplo todas as
células permanecem com uns, ou entio com zeros. A segunda classe € constituida por
autématos em que os padrdes degeneram em estruturas periddicas, os chamados ciclos
limites. Sdo da classe 3 os autématos que criam padrdes cadticos embora ndo aleatorios.
Finalmente Wolfram inclui na classe 4 todos os autématos que criam padrdes complexos. O
comportamento dos autématos de cada uma destas classes tem consequéncias imediatas
Podemos pensar no que acontecerd se modificarmos ligeiramente a configuragéo inicial. Para
os autématos da classe 1 isso € irrelevante o estado final a atingir serd o mesmo, para a classe
2 o efeito é visivel mas localiza-se junto a drea onde a mudanga ocorreu. Apenas nas classes 3
e 4 podemos ver a propagacdo da mudanca através da evolugdo, sendo os autématos da classe
4 mais sensiveis a pequenas perturbagdes que os da classe 3. Conjectura-se, por isso, que para
autématos da classe 4 qualquer conjectura sobre a evolugdo futura sé poderd ser decidida
atavés da propria evolucdo. Por esta razdo apresentam-se estes autdmatos como candidatos a
estruturas mais simples capazes de computagao universal.

Outra questdo que se prende com os autématos celulares € a possibilidade de serem ou
nio capazes de reversibilidade, isto é de serem ou ndo invertiveis. Sabemos que uma dada
configuragdo terd na sua evolucdo temporal uma e uma sé sucessora. No entanto existem
autématos para os quais uma dada configuragdo pode ser atingida a partir de diferentes
configuragdes antecessoras no tempo. Uma condigido necessaria para a reversibilidade € pois
que a lei de transigdo possa ser determinista nos dois sentidos (para a frente e para trds), s6
podendo haver um sucessor e um antecessor para cada configuragio. Uma forma de criar
reversibilidade nas regras foi inventada por Fredkin e aplicada por Margolus, a ideia chave €
deixar que o préximo estado duma célula dependa apenas dos dois prévios estados no tempo
dos seus vizinhos. O estado no tempo (#+1) € portanto a diferenga do estado no tempo ¢ pelo
estado no tempo (z-1) e vice-versa o estado no tempo (¢-1) € a diferenga entre os estados no
tempo (#) e (t+1). Nestes autématos e por causa do determinismo bidireccional nao poderdo
existir atractores. .

Seguem-se imagens de evolucdo de alguns autématos celulares mencionados.

Comecemos pelas regras 128, 136, 160, 170, 192, 204, 240 e 250, regras que sio de
grande importincia para o que vai seguir-se.

As primeiras imagens foram obtidas a partir dum ponto tinico e podemos varificar que

todos eles ou "morrem" ou criam estruturas simples e estaveis, usando 50 iteragdes.
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128
136

R=
R
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160
170

R=
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R=192
R=204




R=240

R=255
As imagens seguintes foram obtidos com os mesmos autématos mas a partir duma
sequéncia aleatéria de zeros e uns. Apresentam estruturalmente o mesmo tipo de

comportamento, ao fim do mesmo nimero de iteragio.
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R=240

Por fim podemos ver a imagem do autémato celular 30 que pertence a classe 3 e tem a
aparente inexplicdvel capacidade de gerar nimeros pseudo-aleatérios. Comecaremos com um

ponto tnico e depois com a nossa sequéncia aleatéria usada anteriormente.
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Para ilustrar a classe 4 escolhemos um autémato celular Booleano com comprimento de
vizinhanga 5 e assim definido; ntro da vizinhan (; volui para 1 ou par o dependendo
de existirem 3 ou 4 células inhanga g a 1 ou nio. E na regra totalista e podemos
ver os padroes complexos que se geram a partir duma sequé aleatdria
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Classe 4 (601 x 300)

3. GRUPOS LIVRES E AUTOMATOS CELULARES

3.1. Introducio
No que se seguird designaremos por AC(2,3) os 256 autématos celulares

unidimensionais Booleanos (cada célula apresenta-se sob dois estados, O e 1) e de vizinhanga
simétrica minima (ou seja a célula x;, situada no sitio i tem como vizinhanga ela propria, e as

células adjacentes x;_; € x;,;).
E nossa pretensdo mostrar que AC(2,3) é um grupo livre abeliano com relagdes. O
propésito da construgdo € tentar reduzir o estudo de AC(2,3) ao estudo dum conjunto minimo

de autématos que de certa forma representam AC(2,3).

3.2. Alguns Resultados Relativos a Grupos Livres
Um grupo livre é uma estrutura que € construida a partir dum conjunto de elementos
{a,b,c,... }es chamadas as letras dum certo alfabeto. Quando juntamos vérias letras por

exemplo aaa...a obtemos uma silaba que se representa por a” (sendo n o niimero de vezes

“ bkl

que “a” se repete. As palavras deste alfabeto sdo as sequéncias ordenadas de silabas obtidas

4 palavra vazia (sem

por simples concatenagdo. Para efeito de construgdo designa-se por a
silabas) a que também daremos a representagdo 1. Neste conjunto de palavas define-se o
produto de palavras como a concatenagdo de palavras, & semelhanga do que se faz com as
silabas para obter a palavra.

Ex:

sejam p=a"b™c" e g =b*c' duas palavras. O seu produto peq serd peg=a"b"c"b’'c’.
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Este conjunto representado por W(&) tem a estrutura de semi-grupo. Se definirmos em
W(H) as duas seguintes relagdes:
sejam W, e W, duas palavras

1) Wwa®w, = w,w,
(2) Wa"a™W, = W,a""'W,

Verificamos que definem em W(&) uma relagdo de equivaléncia R. O conjunto
cociente W(s4)/R = F(&) herda a multiplicagdo nas classes equivalentes, isto é:

L1 b L9

sendo [u] e [v] duas classes de palavras equivalentes respectivamente a “u” e a “v” entdo
[u]-[v] =[u-v].

F(#) é assim um grupo. A razdo desta afirmacio estd no facto de ser possivel definir
para cada classe [«] na classe inversa [u]”' de modo que [u]-[u]™ =[1], [u]" ¢
simplesmente a classe das palavras equivalentes obtidas da palavra u por ordem inversa das
silabas de u e troca do sinal do expoente em cada silaba, isto &, sendo [u]=a’b~>c%d™>
[u] " = d%c°b%a>. A este grupo cociente F(#) designamos por grupo livre de base &.

Se considerarmos um grupo qualquer G e um subconjunto £ c G a intersec¢do de todos
os sub-grupos de G que contém E chamamos o grupo livre gerado por E que é

necessariamente um sub-grupo de G. Os elementos deste grupo sdo os produtos da forma

g'gy%...8F onde g;eE ¥, =lke meZ ¥ =1k

Quando este grupo coincide com o préprio G, dizemos que E € o conjunto de geradores de G
e podemos apresentar um resultado importante:
- Qualquer homomorfismo de G num grupo qualquer H fica determinado se

conhecermos a sua expressdo no conjunto E. A razdo € trivial. Sendo fesse homomorfismo

flares..gpt)= 1" (&) o £ (g2)--F™ (i)

dito de forma mais poderosa, qualquer aplicagdo &: E — M extende-se a um homomorfismo
de G- M.

Daqui resulta o facto mais importante da teoria de grupos livres:
Proposi¢ao 1: qualquer grupo é imagem homomorfica dalgum grupo livre.

Esta proposi¢do corresponde, dentro da teoria dos grupos, ao que os sistemas de
coordenadas representam na Geometria Cartesiana. Qualquer grupo pode ser estudado a custa
dum certo "referencial" que € um grupo livre.

A veracidade da proposigdo resulta imediatamente do seguinte: seja E um conjunto de G
e seja F(&) o grupo livre no alfabeto & cuja cardinalidade é igual ou superior a

cardinalidade de E (#E <#). Seja A: 4 — E uma aplicagdo qualquer cuja imagem é E.
Como &4 ¢ uma base livre para F(&8), A extende-se a um homomorfismo de F(&) em G

ou seja
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p 1
F(&4

)

| 4

onde

p é a projecgio canénica no grupo cociente F(&);
i é a incluséo;

A a aplicacdo considerada;

¢ fica definido pela comutatividade do rectangulo

Qop = ioA

De fato, para um dado grupo, nfo sdo s6 os geradores os elementos importantes para a
sua descricdo. Por exemplo se tomarmos o grupo gerado pelos elementos {a,b} com a

seguinte operacio, definida pela tabela

facilmente reparamos que b = a’ e portanto a® =1, ou seja, este grupo s6 tem um gerador

{a}, ou ainda este grupo € um grupo ciclo de ordem trés {a,az,l}. Dizer isso ou dizer que

este grupo € o grupo com dois geradores {a,b} e a relagdo a* =b é basicamente a mesma
coisa. Repare-se que este grupo nio é um grupo de base {a}, esse grupo seria simplesmente o

grupo das poténcias inteiras de base a ou seja {a”,n € Z}. Este exemplo levou a que para
além dos geradores dum grupo {g[,... gk} se considerem possiveis relagdes existentes entre

estes geradores, que sdo equagdes do tipo

filgr--g) =1 falgn-g8)=1 ... figr-8)=1

Voltemos aos grupos livres. Seja entdo um grupo F, grupo de base x,x,,x3,...x, (08

geradores poderdo ndo ser finitos, embora nesta exposigdo se presuma que sim dado o fim que
temos em vista) e aplicacdo ¢ injectiva aplica 0s x|,Xx,,... nos geradores de G,gy,8>,-..8-

Sabemos ja que esta aplicagdo ¢ se prolonga a um homomorfismo @ de F em G

definido por

g =3x; ¥.
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A cada relagdo fj(gl,gz,...)=1 corresponde na relagdo do tipo fj(xl,xz,...) =r; obtida
simplesmente substituindo cada g; por &x; (deveriamos usar dois simbolos diferentes para os
f;. Nao o fazemos para ndo sobrecarregar a notagdo, de facto sdo aplicagdes distintas (pois o

dominio € distinto).
Aos elementos ry,r,,r3,... chamamos os relatores do grupo. Estes relatores geram um

subgrupo normal de F, R, denominado a consequéncia dos 7;.

Retomando ao homomorfismo @ fica claro que no tridngulo

F——

A

¥ ¢ um isomorfismo de F/R em G, simplesmente porque com as devidas identificacoes R €

o niicleo do homomorfismo &
Este grupo cociente F/R representa-se habitualmente por |X:r| onde X sdo os geradores

e r os relatores.
Chamamos uma pré-representa¢do do grupo G ao par |X:r| e isomorfismo A, de tal

forma que comute o diagrama

¢

.G Y G

onde F é um grupo livre G a sua imagem homomorfa e |X:r| o grupo cociente atras definido.

Utilizamos as designagdes de finitamente gerado se o conjunto de geradores € finito e
finitamente relacionado se o conjunto dos relatores € finito.

Apenas uma observagdo. No exemplo anterior do grupo gerado por {a,b} falamos da
relagcao a=b que n3o ¢ de forma alguma do tipo fl(gl...gk) =1, no entanto se
considerarmos a® =b < a?b~ ' =1 fica claro que a relagdo € do tipo f(a,b)=1 com
fla,b)=a*b7!.

Quando tomamos a operagdo, no grupo livre, comutativa podemos falar em grupos

abelianos livres, embora se deveria entender por grupo abeliano livre o abelianizado dum
grupo livre, isto € um grupo F/R obtido do grupo livre e onde o sub-grupo dos relatores € o

comutador do grupo, isto € as consequéncias das relagdes do tipo

-1 -1
ggi=ga¥y < & 8 88 =1¥%;
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Na nossa construg@o usaremos um subterfiigio para escapar a este pesado formalismo, que se
baseia na proposigao.

Proposicio 2: Se num grupo G, a® =1 para qualquer elemento G, entdo o grupo € abeliano
(ou seja a operagdo € comutativa).

E imediato:
at =1¥%,.6 = (a,b)* =1¥, e = abab =1

como também a® =1=>a=a" teremos

abab=1& aba™'b™ =1 ab=ba ¥, ¢

3.3. Construcdo dum Grupo Livre com Relatores em AC(2,3)
Ficou jd visto que para qualquer autémato celular, entendido como aplicagdo do cubo
cartesiano de B = {0,1} em B, essa aplicagio se representa univocamente na forma:

fXY,2)=Y g(oy,ap,03)XY*2Z%

X se o;=1

onde g(0y,0,03)€{0,1} e X% ={ por exemplo a regra 146 representa-se

1 se o;=0
por flus(X.Y,2)=XYZDXYRYZDXDZ

Se considerarmos as regras

Ryss=1 Ripg=2Z R=YZ
Rygo =X Rigp=XY Rypg=XYZ
Ryos =Y Rigo=XZ

aquilo que foi anteriormente dito reduz-se a afirmar que uma dada regra pode ser obtida por
soma Booleana (€©) dum nimero de parcelas que € um subconjunto destas 8 regras, ou ainda,

na linguagem que estamos a adoptar que estas 8 regras geram um grupo livre.

Designando por

g =Ryss=1 g =Ryp=Z g1=Rs=YZ
81=Ryp=X g5=Rop=XY g=Rypg=XYZ
=Ry =Y gg=Rg=XZ

e ainda por 1 = Ry =0 e por

& =898;

Obtemos um grupo livre F de base

{81’gz’g3,g4»85,86,87,88}
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Sabemos da algebra Booleana que a®a =0 ¥,. esta relagdo induz neste grupo livre

um conjunto de relatores:

NnN=848 r4=8484 T71=E8787
rhy=8282 Ts=8585 Tg= 8883
r3s = 8383 Fs = 8686

cuja consequéncia R origina o grupo cociente F/R =G grupo abliano livre com relatores
Gzlgitlﬂ 1:1,8

De facto estes relatores, pelo que foi dito na proposi¢ao 2, induzem um grupo abeliano. Para
efeitos da exposi¢do omitiremos que o grupo € abeliano livre pelo simples facto que € a

propriedade de ser grupo livre que nos interessa mais.

3.4. Anel dum grupo
A cada grupo G é possivel associar um anel KG, a custa dum anel K de inteiros, com a

seguinte definigao

KG={v:G—k com wv(g)=0geG, exceptoparauma nimero

finito de elementos de G}

V1+V2: G—)k

g v(g)+va(8)
Vi . V2 . G — k
g Z(vlh)-(vzh_lg)
heG

esta soma ndo traz problemas porque o nimero de parcelas ndo nulas € finito.
E trivial que (KG,+.0) é um anel. Em relagdo ao par (KG,+)

ov:G—=k funcionar como elemento n

g —> 0 (zerodo anel)

—v:G—k como o inverso aditivo do

g — —v(g)
elementov: G — k

g v(g)
trivialmente se verifica que v; +v, = vy + vy & (v +v,)+v3 = v +(vy +13)
KG ¢ portanto um grupo abeliano. A associatividade de (KG,®) é uma questdo técnica.

(Vl .Vz).V3:V1 .(VZ.V3).
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Basta notar que (vjv;)vsg =v(va13)g  ¥eeq-

Calculemos o primeiro membro

(vv2)vsg = hZG(Vivzh) (vsh7'g)

=2 { > (mf): (vgf‘lh)](v3h"g)

heG| feG

= Y f)(vaf ) vshg)

h,feG

quanto ao segundo membro

vi(vovs)g = 2(V1h1)(V2V3h1_18)
heG

= % (Vlhl)[ Z(Vzhl)(vz.fl—lhl_lg)}

e f1€G
= Z(V1h1)(vzh1)(vsf1_lhflg)
h.f1eG

Como A e fpercorrem G bem como Ay € f;, fazendo

f:h'l {f:hl
femos
F %= h=h f

donde

fitte=(f) g =(rh) g=hlg

e a propriedade fica verificada. KG é de facto um anel. De acordo com as convengdes

utilizadas num anel, fica bem definido o termo nv com n € Z serd a aplicagdo

(nv)g =n(vg)
=(v+v+v..+v)g (n parcelas)
=vg+vg+...+vg (n parcelas)

Consideremos agora um homomorfismo assim definido
: b
G——KG
g—¥g*

onde
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gt G- K

1 se h=g
h—
0 se h#g

(1°) ¥ esta bem definida
se g =g temos atendendo a definigao g*

g*h=1 se h=g
g*h=0 se h#g

como g=g

og|
*

g¥h=] s& he=p portanto g¥=
g*¥h=0 se h#g

(2°) ¥ € injectiva
Y()=Y@)=¢g*=2"
ouseja g*h=g*h ¥

para g*h=1e g*h=1temos g=he g=h donde g=g

(3°) ¥ preserva produtos, isto € ¥ é um homomorfismo de G em KG

¥(g-g)=(g8)*
onde

(gg)*: G- K

Y@E)=g* g~G-oK

se fizermos o produto g *-g * teremos

(g*g*h= Y(g* Ng*r'n)

feG

este somatdrio sé € igual quando
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g =] eg*f_lhzlouseja f=gef"1h=§

"multiplicando" ambos os membros

fh=gg=>h=¢3

portanto
g*g*xG-oK
1 h=gg
] 5 B
0 se h#gg

comparando as defini¢des de (gg)* e g*-g* verificamos que sdo aplicacGes idénticas,

portanto

¥(g-8)="¥(g)- ¥(@)
Das afirmacdes (1°), (2°) e (3°) fica provado que

g — g* é um isomorfismo sobre a imagem

Ao elemento neutro e € G corresponderd por este isomorfismo o elemento e* que € 0
elemento unidade do anel KG.
A importincia deste isomorfismo reside no facto de ser possivel fazer uma

representacdo mais objectiva e mais manejivel dos elementos de KG.
Seja v e KG um elemento ndo nulo e sejam g;8,,...8x k =1 elementos de G para os

quais v(g;)#0,seja n; =v(g;) i=1k entdo

v=mg ¥+ tmg *

basta calcular as aplicagdes de cada membro nos elementos g;,87,...8x-

E deste facto que resulta a afirmagio anterior que traduz o facto da imagem de g pelo
homomorfismo g — g * gerar o grupo aditivo KG. Assim € possivel escrever os elementos de
KG como combinagdes inteiros finitos de elementos de G.

Uma consequéncia imediata é que sendo G um grupo comutativo também KG o € e
vice-versa.

Com esta identificagdo é possivel estabelecer a seguinte proposigdo, de grande
importancia.

Proposicao 3: Qﬁalqucr homomorfismo de G num grupo abelianoA tem uma dnica extensdo

como homomorfismo ao anel KG

. KG— A

E quase uma consequéncia imediata de tudo o que foi dito até aqui.

Em primeiro lugar estabelega-se que &0 =0
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Como cada elemento nio nulo de KG tem uma expressdo Unica do tipo

mgt...+mg, m#0 i=Lkpara g #g; ¥ ;

para obter a extensao basta que
@(nlgl Faea '+nkgk) = n1®g1+. . .+nk@gk

Se queremos uma extensdo de & que seja homomorfismo esta igualdade terd que ser vélida
para quaisquer g; e quaisquer n; donde a unicidade fica garantida. Resta-nos verificar que &

assim definida preserva os produtos nos respectivos aneis. Também isso € imediato

Q[Znigi ' Z”J&,J

£

-o| Swiss)

= Znin'j@(gig'j) por definigdo de &
iJ

= Znin'j@( g,')@(g'j) porque & ¢ homomorfismo em G
Lj

= 2”;@8;' ’ Z”Ij@g‘j
' J

I
= @[Z n,-gij - @[z n} gJJ novamente por defini¢do
i J

Um corolério imediato desta proposic@o € o seguinte

Corolario: Qualquer homomorfismo entre grupos G e G

AG—->G

tem uma extensdo tnica as respectivos aneis de grupo KG e KG'

& KG — KG

Estamos em condigdes de definir dois homomorfismo de grande importancia.

O Abelianizador:
Considerando a: G — %G G onde [G,G] é o comutador de G.

O abelianizador serd a extensdo de G a KG.
O Trivializador:

Consideremos para cada grupo G o homomorfismo #:G— K definido por
H(g)=1 ¥eeq-

O trivializador € a dnica extensio de G ao anel KG
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LKG—> K
por definigdo I(Z n; g‘-) =Y mt(g)=y.n;

3.5. Construgio do Anel de Grupo em AC(2,3)
Foi definido AC(2,3) como o grupo G =|g;:r;| i=1,8. Uma vez que estamos a tratar de

autématos celulares Booleanos o natural é tomarmos para anel K o anel (Zz,+,-) anel
cociente Z/2' Z com as operagdes + ¢ ® tomadas médulo 2.

Z,G define-se de modo natural como sendo o conjunto
{v: G—Z, com vg;=0 ou vg=1 -Vg,-EG'}

Como este conjunto é finito € trivial garantir que vg =0 exepto para um nimero finito de

elementos de G.
A adi¢do v, + v, ndo carece de observagdes particulares. Relativamente ao produto viv,

uma simplificagio pode ser feita

v v G—= 7,

g Slunlwi)

i=1
h;eG

Como k' =h; ¥, ec @ expressao do produto vem
8
> (vif;)(v2hig)
i=1

4. CALCULO EM GRUPOS LIVRES E SUA APLICACAO AO GRUPO AC(2,3)

4.1. Introducéo

Nas paginas que vao seguir-se, serd desenvolvida uma técnica com vista ao célculo de
invariantes num grupo livre e sua consequente aplica¢do ao grupo AC(2,3). O interesse desses
invariantes, que no caso concreto é uma sequéncia de Ideais principais do anel de grupo,
reside no facto dessas invariantes caracterizarem o grupo a menos dum isomorfismo.
Qualquer outro grupo com a mesma sequéncia de Ideais principais de KG poderd ser tomado

como uma interpretagio de AC(2,3).

4.2. Defini¢io de Derivada
Di-se o nome de derivada num anel de grupo a toda a aplicagio D: KG — KG com as

seguintes propriedades

10) D(V‘ +V2):DV| +DV2
2%} D(vlvz) = Dvlt(vz) + v Dv,
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onde ¢ € o trivializador
O reflexo de D nos geradores de G €

D(g18,) = Dg; + g1 Dg, uma vez que £(g;)=1 ¥, ¢

Por este facto é também possivel definir a derivada em KG com a tnica extensdo linear a KG

da aplicacdo em G assim definida
G->G
g— Dg com a propriedade  D(g8,) = Dg, + & Dg>

Sabemos que esta extensdo existe e fica completamente caracterizada pelos valores que toma
nos elementos de G.
Como exemplo trivial de derivada temos a aplicag@o constante nula

JG - JG
g—0 (geiG)

também a aplicagio G — G induz uma derivada, dado que D(g,g,) = g8, — 1

g—>g-1

Dg +gDg =g —1+g(g-1)=g -1+818 -8 =88 1

Temos ainda possibilidade de construir novas derivadas a partir de derivadas ja conhecidas.

Por exemplo, sendo D e D' duas derivadas em KG e v, um elemento qualquer de KG entdo

(1) (D+D)y=Dv+Dv

e
(2) (Dyvg)v=(Dv)v,

sdo duas novas derivadas. A justificagdo resume-se a meros, calculos todos eles imediatos
() (D+D) (v +vy)=D(v; +v,)+ D (v, +13)

=DV1+Dv2+DrV1+D‘V2
=(D+D)v+(D+D)v,

e também
(D+ D )(V1V2) = DV1V2 +D ViVa
= (Dvltvz g B VIDV2) + (Dvl + Ivz + V]DI Vz)

= DV1W2 +D VltVz + V](D+ D )Vz
=(D+ D )vtv, +v(D+D)v,

Para a outra derivada
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) (Dgvo)(v +va) =[D(v1 +v2)]vo
(Dvy +Dvy )vg = (D vy +(Dvy Jvg

=(Dovo)vi +(Dgvo )2

e também

(Dovo)(viv2) = (Dvivy vy
= [Dvltvz + VIDV2 ]Vo

= (DVIWZ)VO + (V]DVz)VO
= (DVI)VotVz + VI(DVZ)VO

e (DOVO)VIIV?_ + Vl(DOV0)V2

Para aspectos praticos de cdlculo apresentemos de seguida quatro propriedades de que gozam

as derivadas.
Propriedade 1 D(an,') — angi

A justifica¢@o assenta inteiramente na lineariedade aditiva de D e na defini¢do de ng; como

sendo uma soma de n parcelas todas iguais.
Propriedade2 Dn=0

Na verdade esta igualdade poderd causar alguma perplexidade uma vez que "n" ndo € um

elemento de KG. Entenda-se "n" como sendo a soma

n=1+1+..+1

"1" o elemento unidade com n parcelas e do anel KG.
Em primeiro lugar vejamos que D1=0:

como 1=1.1

Dl=Dl1-1
D1 = D1t(1)+1D1
D1 = Dlt(1)+ D1

donde DI1#(1)=0 e como #(1)=1 vem DI =0 usando este facto e a propriedade anterior

Dn=D(+1+...+41)=D1+ D1+...+D1=0+0...+40=0
Propriedade 3 Dg"l = —ngg Veec
resultade ge g_[ =1
-1\ _ -1 _
D(gg )—Dl <= Dg+gDg =0

donde ng_l =-Dg & Dg_1 = —g_ng
Propriedade4 Diz-nos como derivar g"(n € Z)

Antes disso definemos o elemento de G
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Il 0 & B =

01 se n=
n_l n-1
: =¢Yg se n>0
g'—l i=0
-Zgi se n<0
L i=n

com esta defini¢do

. -1
Dg :g ng (g¢1) VgEG

'Vnez

A justificagdo € feita para n € N por indu¢ao matematica:

para n=1

1
Dg1 = Dg -g-———-ng=g—1Dg:l-Dg=Dg
g-1 g1

estd verificado

para n+1

Dg"*' = Dg"-g=Dg" +g"Dg

n
-1 . ;
=& Dg+¢g"Dg  por hipétese de inducdo
ﬂ_l . gn -_— 1
=Y g'Dg+g"Dg  por defini¢io de 1
i=1 g8~
n n+l
-1
=Y gDg=1 Dg
i=l1 8~ 1

e temos assim provada a formula da derivada para poténcias de expoente inteiro positivo. Para
n =0 resulta imediatamente que, Dgo =Dl=0e
0
o | b~1 0
g Hhoy s

g Dg=——Dg=0Dg=0,
g-1 g—1 g—1

para n—1 Dg_l = —g_ng

-1 i
=1 ; g
gg_l Dg=-Y¢'Dg=-g ' DG
i=—1

finalmente para n < 0 basta reparar que n=-m com m € N ¢ portanto

<




= —(gm)_l -Dg"™ propriedade 3

m f—
=—g " g 11 Dg propriedade 4 para expoentes inteiros positivos
g —
—g M gl o E 2 n_q
8, 8 pe=8"1pg
g% g-1 g~1

e fica a propriedade 4 provada para qualquer expoente inteiro.

Como qualquer derivada em KG é determinada pelos valores que toma nos geradores de
G estas quatro propriedades bastam para o cdlculo de derivadas no anel KG.

Com alguma semelhanga entre o que acontece em R", onde se pode definir o que se

entende por fungdo derivada e depois por derivada parcial, num grupo livre existe uma tnica

derivada D; que se representard por —— com a propriedade de %: 5I-j (simbolo de

i A

Kronecker) onde x; € x; sdo os geradores do grupo livre.

4.3. Construcio de Derivadas num Grupo Livre Usando os Geradores

Consideramos um grupo livre designado por F cuja base de geradores € o conjunto
-

Sendo K um anel, sabemos ja que os elementos de KF (anel de grupos) sao as somas
finitas de produtos finitos dos elementos xj,x;,....

2 . _ i ; d .
E nossa intengdo associar a cada x; (gerador) uma derivada En com a propriedade
i

., : w . ) d
atras mencionada. A unicidade resultard do facto de conhecidos os resultados de — no

8]: i

; , . d
conjunto de geradores de F ficar completamente determinado o comportamento de —— no
X

anel KF.

Vamos agora proceder a sua construgdo. Para isso tomemos um conjunto qualquer
Az{al,az,...} em correspondéncia univoca com os geradores x,x;,... através duma

aplicagdo 6:

0
a; — x;

Do que ji sabemos € possivel estender 6 a uma aplicagdo do semi-grupo W(A) das palavras

do alfabeto A, no grupo livre F, de forma a preservar os "produtos”.
Tomando um elemento x; qualquer definamos na aplicagdo

A WA= KF

da seguinte forma
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A:1=0 (1 é a palavra vazia)

n
:x,- -1

)

i
xl-—l

Ajlaf-a)=Ajaf +xf'Aja  (aeW(A)

Esta aplicagdo induzird em KF uma derivada que designaremos por D; ou —.
x .
J

A nossa primeira observacdo ¢ que
(E;) Aj(ab)=Aja+0a A, a,beW(A)

A demonstragdo € feita por indugdo sobre o niimero de silabas em ab.

Sendo a a palavra vazia, o resultado é imediato

em qualquer dos membros o resultado € A ;b.

" "

Consideremos agora que "a" contém pelo menos uma silaba, ou seja a = a;'c

Aj(a,b)= A af - cb)
=Aja +x/Aj(c,b)  peladefinigiode A;
=Aja +x] [A jc+8c-A jb] por hipétese de indugéo
=Ajal +xiAjec+xi6ch b
=A,; (af’ -c) +x;'0cA ;b novamente por defini¢do de A
= A;(a)+60(a)A;(b) porque aic=a e
G(a{‘c) = 6a;'0c = x{' Oc
temos concluido a prova que (E;) € verdadeira

Falta-nos ver que as imagens por A ;, de duas palavras equivalentes, sdo iguais. Ou seja

(E,) A j(aa?b) = A (ab)

(Ey) Aj{aa™™b)= A ;(aal"alb)

pois sdo estas as duas transformagdes de equivaléncia que definimos no semi-grupo das

palavras.
Relativamente a (E;) temos
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Aj(aan):Aj(aa?)+ B(aa?)-Ajb

=Aj(a)+6(a) Ajb
= A j(ab)

utilizamos dois factos ja provados

Aj(aa)=Aj@-D=Aa) ¢
6(aa?)= Oa- Oa = tf)azz-xi0 =6a-1=06a
Quanto a (E,) comecemos por reparar que

m+n m n
x" =1 x5 =1 mx =1

x;—1 2 =1 ox -1

resultante do uso da propriedade distributiva do produto em relagdo a soma e da propriedade

associativa da soma

x;n+n_1 2 m+n-1
=1+ x;+ X+

% —1

=(1+x+x7+. A (e )

[

=(1+x+ 7+ 4+ 1 +xp. x)

i

m n
:xi —1+x‘{n.xi—-l
x‘-—l Xt'—'l

Tendo em aten¢do esta igualdade vamos ver que

Aj(af’””) = Aj(aim -ai")

X -1
A -(a-m+") =2—39; por defini¢ao
J\t x -1 y
4
s mxi —1 ; :
= 7 Oy bt = ——0y usando a igualdade mostrada anteriormente
- % =

= Aj(af" -a,’-’) (usando E;)

Estamos agora em condig¢des de provar (E;)

Aj(aaf"+"b) = Aj(aaf'”") + 9(aaf"+" )Ajb
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= Aj(a)+8(a)A ;(a"™") + 6(aa" ™ )A ;b
= Aj(a)+ 6ah ;(af"a]')+ 6 aal"al ) A ;b

= Aj(aaimaf‘) + G(Qafnaf)j\jb

n_n
= Aj (aai a; b)
Com estes ingredientes torna-se possivel definir a aplicagao

i:F—)KF
8xj

x=6a— Aja) comae€ W(A)

Esta aplicagdo estd bem definida porque se tivermos Ba = 6b isto quer dizer que "a" e "b" sdo

palavras equivalentes e jd vimos que para palavras equivalentes
Aja = Ajb

Do modo como j4 foi definido ai, resulta a propriedade de que % = 0.

Xj xJ,-

E imediato:

axt- 8 x1 -1
—_= —(Gai) = Aja[- = ;—50 =1 6‘] = 5‘]
3xj axj X; — 1
S6 nos resta ver que se trata de facto duma derivada em KF. Tomemos dois elementos x,y
em F
x=06a y=06b
2 (x.y)=-2-(6ab) = A jab
axj 3xj
=9 9a+6a-2-6b
axj' axj
=X+ X r—
axj' 3xj 4

Como uma deriva¢iio em F induz uma deriva¢io em KF temos a construgao justificada.

A utilizagio de derivadas num grupo livre resulta de grande importancia pelo facto da

estrutura desse grupo ficar determinada pelo conjunto das derivadas num seu anel de grupo

livre como se pode ver pelo seguinte teorema.
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Teorema:

Para quaisquer polinémios livres hy(x),h,(x)... existe uma e uma sé derivada D em KF tal

que
ij' = hJ(X) "szzl )

Além disso para qualquer f(x) € KF temos
of
Df(x)=) —h;(x
f (x) ; 50,

Demonstragao:

of
ax .

A existéncia estd garantida se ficar provado que f(x)H> Y —— h;(x) € uma derivada

: |
Observemos primeiro que se x; ndo ocorre no polinémio f(x) entdo
C;i_ =0
o

Como o polinémio f(x) € de forma
- Mi T "’
f(X) = zmil’iz,__.ikxil ¢ xiz - .xik
dada a aditividade da derivada
T YRR CUE e
11,12, Ik a I "L

af

para analisar se —— € ou ndo zero basta ver que se passa para produtos de dois momoémios e

concluir por indugao:

i xnfe ftfs ____xn‘e +xn,-e xn‘\
dx; Nt Tl ) gxy e e gxp s
J J J

n‘
¥ ==, |
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. P ng n; . . y
Como a derivada de cada momémio x;"...x;* se reduz ao cédlculo de derivadas do tipo

n; =5 P . . -~
8—xi “, se x; nunca aparecer na formagao deste monémio as suas derivadas sdao nulas e
X . 5
J
portanto —— Bf =0
ox

Este resultado permite-nos concluir que a aplicagdo
D af
F—2F L hyix)
ox;
estd bem definida porque o nimero das suas parcelas nunca serd infinito.

Calculemos as imagens dos geradores do grupo livre por esta aplicagdo

——>Z——-h (x)=1-h(x) = h(x)

portanto Dx; = h;(x) VJ-

Mostremos por fim que D se comporta como uma derivada nos geradores

D(x;x)=, a(;xxk)h (x)

J J

reparemos, usando a observagio anterior que as duas tnicas parcelas ndo nulas séo

i(x'xk)hi(x) + i(xixk)hk(x)

axl' ' an
ox;  ox ax c?xk
EEWER AW
_ oy

ox
—Lp, Pk p,
BXI ( )+xla k k(x)

= hy(x) + x;hy (x) = D(x;) + x;D(x; )

Portanto como nos geradores x;,X,,..., D actua como uma derivada, € possivel extendé-la ao
anel de grupo livre KF, mantendo as propriedades pretendidas. Como a extensdo €, Gnica tudo

fica provado.
Como também ja foi visto f(x) > f(x)— f(1) € uma derivada em KF. Daqui podemos

como corolario deste teorema, obter a formula fundamental.

f@- 1 =3-ZL{x;-1) (E)

J J
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dg(x) _ ()

)Cj axj

Basta fazer g(x)=f(x)—f(1) e h;(x)=x; —1. Como aplicando o teorema

anterior a g(x) resulta a expressdo (Ey).

4.4. A Matriz de Alexander e os Ideais Elementares dum Anel
Temos vindo a sugerir que o cdlculo livre ¢ uma ferramenta imprescindivel na
construgdo de invariantes importantes da pré-representagdo de grupos. Vejamos quais sdo

esses invariantes.
Foi j4 dito que a partir dum conjunto de geradores X = (xl,xz,...) podemos definir um

grupo livre F de base X com eventuais relatores ry,rp,....
Chamando R & consequéncia de (ry,r,,...) a pré-apresentagdo do grupo € a aplicagdo
B ,
F“—-“—> % = |xi v rI'|
onde p é o homomofismo cnénico. Estabelecendo a seguinte cadeia de aplicagGes

d
dx

KF—2i s kF—Y S K|X:|—2—JH

onde ¥ é a extensdo de p e « o abelianizador jd atrds definido, podemos introduzir a matriz

de Alexander de |X:r| , grupo livre de base X como sendo a matriz A cujo elemento genérico

s = ari
v y a.xj

A importincia de ¥ e o na definigdo estd no facto de y aplicar qualquer relator r; em l ¢ o

aUe

transportar o calculo para um anel comutativo onde € possivel definir determinantes.

Em qualquer anel comutativo com unidade é possivel considerar o conjunto das
matrizes A, mXn cujo elemento genérico a; € A.

Nesse conjunto de matrizes pode definir-se para ¥g.y 0 K €simo ideal elementar

Ey(A) da matriz A como sendo:

(1°) Para O<n-k<m, o ideal gerado pelos determinantes das
(n—k) % (n—k) sub-matrizes de A.

2 Paran-k>m, E (A)=0

(3") Para n—k <0, E,(A)= R (anel considerado)

O determinante duma matriz pode ser expandido como combinacdo de cofactores dos
elementos de qualquer linha ou coluna, daf resulta que os ideais elementares de A formam

uma cadeia ascendente

44



Ey(A) C Ey(A) C...C E,(A) = Ep, (A)=...= R

A importincia dos ideais elementares fica estabelecida pelo seguinte teorema cuja
demonstracdo se baseia apenas em propriedades badsicas de homomorfismo e grupos cociente.
Teorema:

Os ideais elementares formam um invariante numa pré-representagdo dum qualquer
grupo finito, isto € duas pré-representacdes dum grupo G tem forgosamente a mesma cadeia

de ideais elementares.

4.5. Construgio dos Ideais Elementares de AC(2,3)
Os geradores de AC(2,3) sdo os autématos celulares, j4 mencionados, a que atribuimos

por comodidade um simbolo constituido por uma letra(g) e um indice. Relembremos:

g1=Ryss 81=Rio 8 =Rz
82 =Ry 8 =Ry 8 =Rz
83=FRos 8 = Rigo
designamos por gy =1= R, o elemento neutro do grupo livre gerado pelos g i=18.

Sabemos que este grupo possui relatores r; € que

)
ri=g ¥z

Como este grupo livre é comutativo o seu anel de grupo também € e portanto coincide
com o Abelianizado. Dito doutro modo estamos perante um grupo comutativo livre.

Nas nossas notagdes, o elemento genérico da matriz de Alexander foi definido como,

o =a-p 2N
ij P ng

onde p é a projec¢do candnica do grupo no grupo cociente € & o Abelianizador. No nosso
caso p tem o efeito de estabelecer as identificagdes g7 =1 e « é pura e simplesmente a

. ) or; )
identidade, portanto a; = —~_ Efectuemos as derivadas:

8j
o =008l
T dg;
Para i#j
) 2 _ _ %
3i=i( ?)= & 1 98 _8i—1 q_g
3gj agj 8y=1 agj g—1
Parai=j
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‘og-1 dg g-1  g-1

38i 38:‘

ﬁ_i( z) gf-l_@_gfz-ll gl -1

Concluimos assim que a matriz de Alexander de AC(2,3) € a matriz diagonal:

g+l O 0
0 g +1 3
: g3 +1

b e |
gs+1
g t+1

: gr+1
0 . 8gtl

O célculo das ideias elementares fica extremamente simplificado:
Como m=n, temos que E(A), para 0<n—k<n, serd o ideal gerado pelos

determinantes de todas as (n— k) X (n — k) sub-matrizes de A. E importante referir que apenas
os determinantes das sub-matrizes (n—k)x(n—k) diagonais sdo ndo-nulos, ou seja na
determinagdo do ideal E;(A) apenas nos teremos que preocupar com essas sub-matrizes. A
razdo € a que em termos préticos para formarmos uma sub-matriz (n—k) X (n— k) teremos

que eleminar k linhas e k colunas da matriz. Quando aas k linhas t€ém exactamente os mesmos
indices que as k linhas que vio ser excluidos entdo a sub-matriz (n—k) X (n—k) é uma matriz
diagonal e no nosso caso com todos os elementos a; # 0. Quando um dos indices das linhas a

excluir ndo coincidir com quaisquer dos indices das colunas a excluir entdo existird um
elemento a; =0 e portanto o determinante dessa matriz, assim obtida, sera nulo.

Para k=1 teremos E;(A) gerado pelas sub-matrizes 7X7 das quais apenas nos

teremos que preocupar com as Unicas 8 que tém elementos diagonais néo nulos.
Cada determinante D; com j=1,8 ¢ da forma

7
DJ:H(glj +1) com
i=1
{1/.2;,3:4;,5;.6,,7;} € {1,2,3,4,56,7,8}

ou seja o conjunto {i;; i=1,7} para um dado j é um sub-conjunto de Ny ={ne N:n<8}
. J P 8

com 7 elementos.
Utilizando as operagdes definidas no anel Z,G € possivel escrever D; como um

somatorio

D;=Yg8"gs. .g°

onde pelo menos um dos ¢; € nuloe
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o, |8 S€ o, =1
i T ose o; =0

Vamos agora concluir que E;(A) € o proprio anel Z,G.
Observemos antes de mais que dado um anel R e dados «,,,...«, elementos desse

anel o ideal I, gerado pelos elementos de R sdo da forma

drai+Yna; com r;eR e njeZ

No nosso caso os geradores sdo Dy, D,,...Dg. O ideal E;(A) sem o conjunto dos elementos da

forma
Zngl+anDJ onde &; eG e nj GZZ

ou seja E,(A)=Z,G dada a forma dos D;. Foi também dito que os ideais elementares

constituiam uma sucess@o ascendente. por este facto fica também concluido que
E,(A)=E;(A)=...= Eg(A)=Z,G
A conclusdo é também imediata fazendo um raciocinio directo como fizemos para
E (A). Seja por exemplo o cdlculo de E,(A) para um k genérico. Como ja observamos
apenas nos teremos que preocupar com C; matrizes quadradas (n—k)x(n—k) com
elementos na diagonal todas diferentes de zero. Esses Cj; determinantes so assim definidos

n—k
D;=T](g;+1) com j=1, Cf

i=1
e onde {lj,Zj,...(n - k)j} C Ny sdo todos os sub-conjuntos de Ng com n— k elementos.

Exactamente como no caso anterior D; pode ser escrito na forma

DszgIa‘...g?S

onde pelo menos K dos ¢; sdo nulos. Resulta também que os elementos da forma

>riD;+ 2D,
sdo elementos tanto do ideal Ej(A) como do anel Z,G e por isso E (A)=Z,G. Portanto
Ey(A)=0¢e E,(A)=2,G para k>1.

A conclusdo de tudo isto € que Z,G ndo apresenta ideais proprios. Em termos do nosso
objectivo inicial que era dar, para além duma pré-representagdo do grupo livre G, um estudo
que permitisse localizar dentro do grupo, sub-grupos estruturalmente respresentativos, por
exemplo apontar que autématos da classe 3 pudessem ser estruturalmente estdveis,

concluimos pela impossibilidade de garantir por métodos algébricos que isso seja verdade.
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5. UMA ABORDAGEM DE AC(2,3) EM TERMOS DE DERIVADAS BOOLEANAS

5.1. Introducio

Vimos até aqui que no grupo livre AC(2,3) os autématos geradores agem como uma
base de representagdo de todo o grupo. Num artigo publicado em 1984 na “"Communications
in Mathematical Physics” pp. 51, Oliver Martin, Andrew Odlyzko e Stephen Wolfram,
analisam os autématos aqui designados por X, Y, Z, X®Y, X@®Z, Y®Z e XOY®Z em
grande detalhe. Estes autématos formam como se pode facilmente verificar um sub-grupo de
AC(2,3) gerado para X,Y e Z.

A sua apresentacdo gréfica foi feita no capitulo 2 e representam respectivamente um
deslocamento para a direita, a identidade e, um deslocamento para a esquerda, quando
aplicados a uma qualquer configuraggo inicial. No citado artigo a cada um destes autématos €
associado um monémio generalizado (com expoentes em Z), respectivamente; x, 1 e xL

Representando cada configuragdo inicial de N sitios dispostos circularmente pelo

polinémio

W5 0
. 1)t
A(x) - zai A
i=0
onde x' representa o sitio "i", afr) a grandeza do sitio "i" no tempo "t" e A" a configuragdo
no tempo "t" a evolugdo segundo cada um dos autématos mencionados pode ser obtida pela
mutiplicagio dum polinémio generalizado 7(x) pelo polinémio A’(x), produto feito médulo
N -1 (resultante das condicdes de fronteira onde o sitio "0" se identifica ao sitio "N"). Os

autématos mencionados sdo, nesta perspectiva, representados pelos polinémios seguintes:

X=x YOZ=1+x""

Y=1 XOY®Z=x+1+x"
Z=x"!

X®Y=x+1

X®Z=x+x"

Usando técnicas da andlise polinominal os autores fazem um estudo exaustivo destes
autématos (ditos aditivos) generalizando os resultados a vizinhangas maiores que 3 e a
nimero de estados por sitio superiores a 2. Para as outras regras, de maior complexidade
conjucturaram que a auséncia de aditividade impede em geral o uso de técnicas algébricas.

Nesta nossa perspectiva de encarar AC(2,3) como um grupo livre comutativo
pretendemos dar um contributo no sentido dessa aditividade em falta.

O sub-grupo anterior foi obtido apenas com os elementos: dois deslocamentos, uma
identidade e uma operagdo. Dito doutro modo a evolugdo, por exemplo, duma configuracdo
qualquer com o autémato X @ Z resulta da adigdo do deslocamento para a esquerda com 0

deslocamento para a direita. Se quisermos falar dos autématos celulares representados por
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regras legais, temos que dar uma interpretacdo aos geradores XYZ, XY, XZ e YZ. Comecemos
por reparar que todos eles sdo produtos de deslocamentos e da identidade. Tomemos por
exemplo o autémato XY@ X @ Z. Este autémato tem uma parte aditiva X @ Z que ja
sabemos interpretar, quer em termos de polinémios generalizados, quer em termos de
deslocamentos basicos (para a direita, para a esquerda e identidade). Falta-nos a parte XY que
é o produto da identidade com o deslocamento para a esquerda. A aditividade permanece
entre os trés geradores da regra. Resta-nos dizer que AC(2,3) fica completamente
caracterizado se juntarmos a estes deslocamentos bdsicos o "1" que corresponde aos sitios

todos ocupados, ou ainda ao polinémio
N-1
X
i=0

Nesta perspectiva bastariam seis elementos para gerarem o conjunto AC(Z,3): trés
deslocamentos (X,Y,Z) um preenchimento de sitios (1) e duas operagdes (@,0).
Vamos seguidamente tentar reinterpretar os geradores de AC(2,3) em termos de

derivadas Booleanas.

5.2. Definicéo de Derivada Booleana

Toma-se habitualmente como defini¢do de derivada em R o limite

firsi Af(x) _ lim f(x+Ax)f(x)
Ax—0 Ax  Ax—0 Ax

E possivel usando as mesmas motivagdes da andlise real, definir para fungGes
Booleanas uma derivada. Como no célculo s6 existem dois valores possiveis "0" e "1", Ax
definido como acréscimo da varidvel independente, sé podera ser a constante "1" isto €

A=x®X=x®(xD1)=1

isto € x@® Ax =X (note-se que a operagdo inversa de @ ¢é ela propria).
Portanto f(x)= f(x® Ax) ® f(x)
ouseja f(x)=f(X)® f(x)

Desta defini¢#o resultam algumas propriedades em tudo semelhante as das derivadas reais
(1°) Sendo "a" uma constante, a sua derivada € zero

Se f(x)=a, f(X)=a f(x)=a®a=0

(2°) A derivada € linear relativamente a adicdo
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[f(0®g)] = f ()¢ (%)

[f(x)®g(x)] =[f(X)® g(®]D[f(x)® g(x)]
=[f(®)® f()]®[e(®) ® g(x)]
=f()®g (x)

(3°) Se f(x)=ag(x),com "a" constante, entao

f(x)=ag (x)
f(x)=ag(x) ® ag(x) = a[g(¥) @ g(x)] = ag' (x)

@) [f(x)-g(x)] =f(x) g(x)® f(x)g (1) ® f (x)g (x)
Esta é a Gnica regra que se apresenta apenas parcialmente semelhante a sua homéloga

real. Justifiquemos

[£(x)-g(®)] = F(D)g(®) ® f(x)g(x)

= f(D)g(D) ® f(x)g(X)® f(x)g(X)

Df(F)g(x) @ f(X)g(x)® f(x)g(x)

=[f(®e®) @ f(x)g(X)® F(X)g(x)® f(x)g(x)]

D f(x)g(X) @ f(X)g(x)

=[f® @ f(0)][g(®) ® g(x)]® f(x)g(X)® f(¥)g(x)

@ f(x)g(x) @ f(x)g(x)

= £ (%) g ()@ f(x)g(X)® g(0)] @[ f(X)® f(x)]g(x)

=f ()¢ (XD f(x) g (xX)® f (x)g(x)

I(x)
ox

Usaremos daqui para a frente a notagdo de Leibnitz em vez de f'(x) por razdes de

simplificagdo quando falarmos de derivagdo parcial.
Também 2 semelhanga das derivadas em R" é possivel definir o que se entende por
derivagdo parcial, para fungdes Booleanas de vérias varidveis.

Por defini¢do

1 o)

axi =f(x1,...x,-@l,...xn)@f(xl,...x,-...xn)

Formalmente ao derivar f(xl,...xn) em ordem a x; usamos as regras de derivagdo atris
enunciados considerando com varidvel independente a varidvel x; e considerando as varidveis
P4 ERRP. S P, PR o como constantes, ex.

a(xyGBy)_ a(@)@ﬂ_x&®1:x®l

d Iy o
Hxy®y) _d(xy) dy _ ox
ox - ox @8x_y3x®0_y
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Definicao

af [ a of
Ox0%y...0x, x| dxy |\ ox,

esta definicdo € identica aquela que usamos na andlise real e também existe uma propriedade
que nos permite trocar a ordem de derivagdo.
Propriedade

azf(xl...xn) _ c?Zf(xl...xn)
axiaxj' axj'axi

ao contrario do campo real esta propriedade é universal para qualquer fungdo Booleana. A

demonstragdo € imediata e baseia-se nas propriedades associativa e comutativa da adi¢do

3 f(x1...x, ) _i[af(xl...xn)}

dxox;  dx|  ox

2l o)
:%f(xl £ xn)@aixf(xl A5 x")

_9d < 9

= ij f(xl o5 xn)GB 3xj f(xl...xl xn)
d _

= a_xj[f(xl xl xn) @ f(xl x! xn)]

_9 () &F

B axj 3xi B axjax,-

A generalizac¢do por indu¢do matemadtica € imediata e permite-nos escrever

a"f _ a"f
axlaxz...axn 8x0(1)9x6(2)...8x0(n)

onde {o(1),0(2)...,0(n)} representa uma permutagdo do conjunto {1,2,.. n}
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5.3. Expansdo Booleana em Série de MacLaurin

A semelhanca das funcgdes reais de varidvel real podemos expandir qualquer fungao
Booleana em série. De facto o termo série ndo esta correctamente aplicado, uma vez que a
soma que a seguir definiremos é sempre necessariamente finita. Manteremos a designagdo por
uma questdo de semelhanca formal.

Vimos ja nos capitulos anteriores que qualquer regra respeitante a um automato celular
Booleano podera ser escrita como

(1,L1)

FY.Z)= Y gy, 0y, 04) XM Y %22
(@),05,063)=(0,0,0)

Uma vez que ¢; €{0,1} ¥ aquela soma é formalmente equivalente a

FX,Y,2) =24y 1@ A X B AY © A, Z D A XY ® A XZ D AYZ D A, XVZ (D))

com A; € {0,1} ¥;. Comecemos por observar que f(0,0,0)=A4,.
Calculemos todas as possiveis derivadas até a terceira ordem e apliquemos essas
derivadas no ponto (0,0,0). Teremos:

%:ll DAY ®AZDA,YZ
9

oxX ey

(0,0,0)

% = 12 @l“.X@}LﬁZ@A'?XZ

ki

=1
Y .

(0,0,0)

ﬁ = 13 @ 15X€D AGYGB AqXY
0Z
LI

el
oz 2

(0,0,0)

af af = ).,4 G‘) A’;{Z

XY  9YIX
af

T, = Ji

Xl oo
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2
af = af =15@R7Y

0XoZ  9ZoX
af
- . =1
K ioney
O*f  O*f
= =1 ®AX
oYaz adzgy ¢ 77
2
aa g =4
Yoz (0,0,0)

’r  Pf _ f

- = |
OXAYZ ~ JYIXIZ  9ZIYIX ¢
Ff
OXOYoZ =g
(0,0,0)

fica claro porque terminamos na ordem 3. As derivadas de 4" ordem e seguintes sao nulas.

Paran>3
a"f
oX™M Y™ gz"™

Designando por X =(X,Y,Z) e por I o nimero "i" em bindrio entendido como um termo
(il,iz,i3) podemos compactificar a expressdo (D) da seguinte forma

=0 com n1+n2+n3=n

T I
=320 x' ()

I=0 (0,0,0)
onde
o' f(X)
A =
X!
Pf

por exemplo AS:E (como 5=4+1) 3 =i1,0,1) 1+0+1=2 e dai que

Pf(X)  J*f(X,Y,Z)

x> 9XazZ

I f(X)
ox°

desenvolvimento em série de MacLaurin para fungdes reais designa-se por expansao

Convencionando que Ay = = f(0,0,0) a expressdo (D,) pela sua semelhanga com o

Booleana em série de MacLaurin.
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5.4. O Grupo Livre AC(2,3) em Termos de Derivadas Booleanas
A expansdo (D,) que se escreve também como
of of
f(Z,Y,Z)= £(0,0,0)-1& — X —
2
A
dXdZ

Y
(0,0,0)

L
dZ

2
@af

2 g i XZ

(0,0,0)

(0,0,0)

Pf

dXdYdZ

A f
@
oYoZ

XYZ (D3)
(0,0,0)

(0,0,0)

ndo é mais do que a expressdo do elemento genérico do grupo livre AC(2,3) construido no

capitulo 3.
Formalizando um pouco mais € possivel com o auxilio das derivadas reduzir os
geradores do grupo AC(2,3) formalmente a um, a regra 128 correspondente ao autémato XYZ.

Basta repara que

9*(XYZ) A(XYZ)
= XY=
28Y5'Z oz
i I*(XYZ) ) _ A(XYZ)
2axaz Y
, XYZ) L, _ NXYZ)
38X8Y %X
_J°(XYZ) _ 3 (XYZ)
 XoYoZ XY= ovaz

Com estas novas rotagdes (D;) escreve-se na forma:
P(XYZ) o of
0XdYdZ IX

3 (Xvz)

XY, Z)

f(X.,Y,Z)=£(0,0,0)-

2
oI F&rn o

ooy O0XIZ ~ OZ

Ff| oxvzy o Pf| dXYZ)

OX¥| oo 9Z - OXIzZ|y. O

9*f oxvn o Ff | Pz

IYIZ|yo, X  OXOYIZ| . OXIYOZ

I (X ) al] +i2 +i3

introduzindo a notagio ~——7— como sendo —————— onde (i;,iy,i) € a representagdo
7). oX" oY dZ"

de I=1,7 em bindrio, escrevemos (D,) como
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T I f 71 (XYZ)

T ' 7-D
,=08X (0.0.0) adX

fX)= (Dy)
Esta dltima expressdo permite olhar o grupo AC(2,3) como sendo o grupo livre gerado pelas

derivadas do autémato XYZ.
Se entendermos as derivadas como uma taxa de variagdo, qualquer regra incorpora em

si as diferentes variacdes da regra 128.
Por outro lado a expressdo D, ¢é itil em termos de implementagdo de sistemas

dindmicos associados aos autématos celulares, porque reduz o nimero de componentes.

6. GENERALIZACOES
A generalizagdo de AC(2,3) para outros grupos AC(k,n) em termos de grupos livres esta

garantida. O aumento da vizinhanga, resulta num aumento no nimero de varidveis.Com
vizinhangas de tamanho "n" teremos fungdes do tipo f(X},X;,...X})

Se aumentarmos o nimero de estados de cada sitio, modificamos os relatores do grupo
livre. Com k estados trabalhamos em Z; e os relatores seriam da forma X[-k =0

Resulta claro porque é preferivel ter um nimero de estados primos. (Z k- Pg.® K) € um

COrpo para k primo.
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