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Resumo

Nesta tese é apresentado o estudo numérico de dois modelos de crescimento de
estruturas geométricas que apresentam na sua génese o movimento aleatério de
particulas colocadas de forma aleatéria numa rede quadrada bidimensional. O pro-
cesso de crescimento é determinado por mecanismos cinéticos estocasticos dando-se
o crescimento de virios agregados que podem unir-se com o decorrer do tempa.

Para o primeiro modelo estudado, Modelo I, considerou-se que as particulas,
denominadas por agentes iniciadores, realizam um movimento do tipo ”"Random
Walk” simples sem retorno imediato. A aniquilacdo de cada agente iniciador é
feita por intercepcio da sua trajectéria com ela prépria ou com uma trajectéria
Jé existente.Para a identificacio dos agregados utilizou-se a interpretacao que dois
sitios que sejam primeiros vizinhos pertencem ao mesmo agregado se estiverem
ocupados. No primeiro caso, caso modelo I-A, estudaram-se as propriedades crfti-
cas do sistema em funcio da concentracio de agentes iniciadores apés todos os
agentes iniciadores terem sido eliminados. Neste caso, verifica-se a existéncia de
comportamento critico, caracterizado pela formacio de um agregado percolati-
Vo, para uma concentragio de agentes iniciadores C7 igual a 0.09828 + 0.00002
para um sistema infinito. Este valor conduz a obtencio dos expoentes criticos
f=0.150£0.003, ¥y = 2.56 £0.02 e ¥ = 1.42+0.01. Os agregados percolativos
formados na criticalidade demonstram um comportamento fractal caracterizado
por uma dimensdo fractal dy igual a 1.86 £ 0.01. As subestrutras fractais como
0 backbone, elasticbackbone apresentaram um comportamento caracterizado por
uma dimensio d? de valor 1.6540.01 e uma dimensio df de valor 1.136 =0.004.
Quanto & dimenso quimica, o valor obtido para d, foi de 1.63 + 0.01. O valor
do expoente 7 obtido numericamente foi 1.97 £ 0.01 e utilizando as relacoes entre
expoentes 2.10.

No segundo caso, caso modelo I-B, procedeu-se ao estudo cinético dos sistemas
em que se usou em vez do tempo a fraccgo de sitios da rede ocupados. Para uma
concentragio C} obteve-se uma fracgiio critica ¢* = 0.4683 4 0.0002 e expoentes
B = 0.161 £ 0.005, y = 2.55 3+0.03, v = 1.42 & 0.02. Para uma concentracao
C; = 0.2 obteve-se uma fracgdo critica ¢* = 0.5179 £ 0.0001 e expoentes =
0.127 £ 0.006, v = 2.50 £ 0.03 e v = 1.42 4 0.02. A linha de transicdes de fase




RESUMO vii

Cr — q apresenta a forma, ¢* ~ (C I)l_dj" /d (onde d;.= 1.76), unindo os pontos
(CF, q*(c;e)) e (q;er:q*(q';er)) com g;er = 0.5927... .

A razdo R néo se pode determinar para ambos os casos dado néo se ter obtido
uma recta com declive —7y acima da criticalidade para os gréficos YL™"¥ vs.
|z — z*| LM,

O segundo modelo, Modelo II, deriva do Modelo I em que foram feitas as
seguintas alteraces: o abandono da interpretaco por sftios para a identificacdo
dos agregados para se utilizar um novo critério no qual dois sftios pertencem ao
mesmo agregado percolativo se entre eles existir um caminho de ligages ocupadas;
um pardmetro adicional, 77, que controla o grau de anisotropia no movimento dos
é.gentes iniciadores.Os resultados obtidos sugerem a existéncia de um pardmetro
de anisotropia critico, n*, entre o valor 0.3 e 0.4 acima do qual se verifica a
formacéo de um agregado percolativo. A fracgéo de amostras percolativas, K, tem
um comportamento surpreendentemente independente do valor da concentracio
de agentes iniciadores, C;. Para £ e y verificam-se efeitos de tamanho finito.



Abstract

In this thesis one present the numerical study of two growth models of geomet-
rical structures. Particles, called ”initiator agents”, are randomly placed on a
2-dimensional square lattice and move as random walkers which annihilate when
encounter occupied sites.

The two models differ from each other on the connectivity criteria for clusters
and on the inclusion of anisotropy in the motion of the walkers. For the first,
"Modelo I, two neighbouring sites belong to the same clusters if both are occupied
and for the second, ” Modelo 117, two occupied sites belong to the same cluster if
there is a path of occupied bonds connecting the sites. For the last model was
also introduced an anisotropy parameter, 7 which can have values between 0 and
1 representing the extreme anisotropic limit and the isotropic case, respectively.
The "Modelo I” was studied for two cases. In case, "Caso Modelo I-A”, one
studies the critical properties of the system as a function of the initiator agents’
concentration, C7, after the annihilation of all agents. In this case one can verify
the existence of critical behaviour, characterized by the emergence of a percolative
cluster for an initiator agents’ concentration C7 = 0.09828+0.00002 for an infinite
system. The following critical exponents 3 = 0.150 £ 0.003, v = 2.56 + 0.02 and
v = 1.4240.01 were measured. The percolative cluster at criticality shows fractal
behaviour characterized by a fractal dimension 1.86 +0.01. Fractal substructures
such as the backbone and the elasticbackbone also shows fractal behaviour where
df = 1.65+0.01 and ¢¥ = 1.136:+0.004. For the chemical dimension one obtains
dy = 1.63 = 0.01. In the second case, ”Caso Modelo I-B”, one does a kinetic
study of systems where time was measured by the fraction of occupied lattice
sites. For the critical concentration C} one obtains a critical fraction of occupied
sites ¢* = 0.4683 £ 0.0002 and the critical exponents are: 5 = 0.161 £ 0.005,
v = 2.55 £ 0.03 and v = 1.42 + 0.02. For a concentration C; = 0.2 the critical
fraction is ¢* = 0.5179+0.0001 and the critical exponents are 3 = (.127 £0.006,
v=2.50=£0.03 and v = 1.42 4 0.02. For the phase transition line in the phase
diagram Cj— g the dependence,g* ~ (C I)lwd} v (where dy = 1.76), was suggested
connecting the points (C7,¢*(CT)) and (e, §*(Gper)) Where g5, = 0.5027...
(two dimensional site percolation probability).

viil




ABSTRACT Ix

For "Modelo 117 the results suggest a critical anisotropy parameter, n*, with
a value surprisingly independent of the concentration of initiators. The study of
systems of different size show finite size effects characteristic of critical systems.
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A tese que em seguida se apresenta é fruto de nove meses de trabalho &r-
duo, mas altamente compensador. Embora o estudo de sistemas fora de
equilibrio nao seja para mim uma novidade, o modo como este se desen-
volveu, estudo numérico, foi diferente do que havia feito no passado sendo
por isso um importante contributo para a aquisicao de uma maior versa-
tilidade na aplicacio de conhecimentos tdo necessiria nos dias que correm.
A aplicacio desses conhecimentos, mesmo que na forma teérica, deve, em
meu entender, procurar uma interligacdo com o "mundo real”, algo que &
perfeitamente conseguido com os modelos de crescimento. Qualquer pessoa
(principalmente aqueles menos informados sobre o interesse efectivo da Fisica
Teérica/Computacional) pode, recorrendo por exemplo a um meio de infor-
magcao universal como a internet, verificar a diversividade de aplicagoes que
este tipo de modelos possui, nomeadamente aqueles em que o crescimento
é induzido por um movimento aleatério de particulas, que sao aplicados em
situacdes tio diversas como o estudo da formacao de polimeros (Gelificacao)
até fenémenos t30 naturais como o crescimento de ”cristais de neve” (DLA).
No primeiro capitulo sio apresentados vérios modelos deste tipo bem como
as respectivas aplicagdes, podendo assim verificar-se a riqueza e interesse dos
IMesmos.

A grande compensacao conseguida com o trabalho desenvolvido deve-se
em primeiro lugar ao meu orientador Prof. Doutor Anténio Luis Ferreira
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icacio, apoio, disponibilidade (em particular a disponibilidade demonstrada
para reunices de trabalho ao sabado) e sugestoes apresentadas na revisao do
texcto. Apesar de todos os resultados apresentados nesta tese serem de minha
responsabilidade, é de total justica considerar o trabalho desenvolvido como
um trabalho a dois.

Gostaria de agradecer também: ao Prof. Doutor Joao Lopes dos Santos
que como coordenador do Mestrado Inter-Universitdrio em Fisica da Matéra
Condensada sempre proporcionou todas as condigoes para que o trabalho
pudesse decorrer da melhor forma possfvel; ao Prof. Doutor José Fernando
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entidade patronal, pelo esforco realizado para a conjugacao do meu hordrio
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Capitulo 1

Introducao

Nos 1ltimos vinte anos modelos fenomenolégicos estocdsticos tém sido aplica-
dos ao estudo de fenémenos fisicos fora do equilibrio e de sistemas desordena-
dos. O estudo de modelos fenomenolégicos tem uma longa tradicao na Fisica
Estatistica. Abandona-se uma descrigao microscépica detalthada procurando
reter apenas os aspectos fundamentais da "fisica” que governa o fenémeno[1]
numa escala intermédia entre a escala microscépica e a macroscépica. Esta
metodologia tem sido frutuosa uma vez que o comportamento qualitativo
dos modelos se revela por vezes independente de certos detalhes que lhes
possam ser adicionados. Foi possivel encontrar classes de comportamento a
que pertencem diferentes modelos e que se designam por classes de univer-
salidade. A origem desta universalidade estd directamente relacionada com
propriedades de invaridncia de escala que sadoc uma caracterfstica essencial
dos sistemas criticos. Talvez a mais espectacular manifestacao da universal-
idade em sistemas em equilibrio consista no facto das propriedades criticas
de um fluido (ponto critico liquido—vapor) serem as mesmas das de um sis-
tema de momentos magnéticos de Ising dispostos numa rede [2]. A teoria do
Grupo de Renormalizacao permitiu compreender a emergéncia destes com-
portamentos universais préximo de pontos criticos [3, 4]. Enquanto para
sistemas em equilibrio o postulado fundamental da Fisica Fstatistica deter-
mina as propriedades termodindmicas (de regime estacionério) para sistemas
fora do equilibrio principios genéricos semelhantes nao sao conhecidos. O
estudo destes sistemas est4 assim intimamente ligado ao estudo das suas pro-
priedades dindmicas (comportamento de escala). Técnicas e métodos de cdl-
culo aplicdveis a certas classes de problemas|5, 6] foram desenvolvidas sendo
esta uma &rea onde persiste investigacao muito activa. De entre as técnicas
numéricas assume especial importincia a simulagao de Monte-Carlo usada
em conjunto com a teoria de escalonamento em sistemas criticos finitos(7, 8].
Este foi o método utilizado para obter os resultados apresentados nesta tese.
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Para estudar sistemas invariantes de escala sao valiosos os conceitos de
geometria fractal introduzidos por Mandelbrot [9, 10]. Na natureza as pro-
priedades de invaridncia de escala e de comportamento fractal sio abun-
dantes [1, 11]. Enquanto para alguns modelos dinAmicos, como os estuda-
dos nesta tese, é necessdrio o ajuste de parAmetros externos que tornem o
sistema critico para outros esse ajuste nao é necessirio. Neste tiltimo ca-
80, o sistema evolui dinamicamente para estados onde fungdes de correlacao
espacials € temporais se comportam como leis de poténcia, isto é, exibem
mvaridncia de escala. Este mecanismo, conhecido como criticalidade auto-
organizada(SOC) foi apontado como um mecanismo presente numa larga
gama de fenémenos naturais[1] como sejam sismos, pilhas de areia e evolucao
genética[l].

Nesta tese estudam-se alguns modelos de crescimento de estruturas ge-
ométricas com origem no movimento aleatério de particulas. Os modelos
sao definidos sobre redes com regras de evolucdo dindmicas que determinam
a forma como as estruturas crescem em passos de tempo sucessivos (tempo
discreto). Esta formulacao discreta no espaco e no tempo permite um trata-
mento computacional directo imediatamente transformével num algoritmo.

Os modelos de crescimento podem ser classificados em vérios tipos[12]:
num dos tipos podem atribuir-se taxas de ocorréncia de processos de cresci-
mento dependendentes das energias envolvidas e da temperatura do sistema.
Este tipo de modelos inclui, por exemplo, a nucleacao de fases, a cristaliza-
¢ao e ainda o crescimento de dominios magnéticos; noutro tipo, que inclui
os modelos estudados nesta tese, o crescimento é determinado por mecanis-
mos cinéticos estocdsticos onde os constrangimentos geométricos associados
as regras de crescimento assumem especial importancia. Este ultimo tipo
de modelos pode ainda ser subdividido em dois sub-tipos: aqueles em que
apenas um agregado cresce e outros onde existem vérios agregados em cresci-
mento que se podem aglutinar ao longo do tempo. Os modelos estudados
nesta tese pertencem a este tltimo sub-tipo.

Nas secgoes seguintes discutem-se, de uma forma breve, alguns mod-
elos em que o papel do movimento aleatério de particulas assume espe-
cial importincia, embora de forma bastante diferente para cada modelo.
Seguidamente indicar-se-ao os modelos estudados nesta tese. Finalmente
serao fornecidas indicagoes sobre a forma como a restante parte da tese se
encontra estruturada.
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1.1 Agregagao limitada por difusao (DLA)

Suponham-se particulas que se deslocam numa rede e em cada passo, com
igual probabilidade, se movemn numa das direcces possiveis para vizinhos
préximos. Iistas particulas executam um passeio aleatério simétrico (RWS)
que corresponde a um processo fisico de difusdo. Se a concentracio destas
particulas for pequena pode considerar-se que se movem independentemente
entre si. Todavia, quando as particulas se encontram, isto é, quando ocupam
posigoes vizinhas préximas na rede ligam-se entre si formando um agregado
de particulas ¢ o seu movimento termina. Em certas circunstincias o movi-
mento de agregados pode ser ignorado face ao movimento das particulas
isoladas uma vez que o seu coeficiente de difusio é menor.

No modelo DLA [13], considera-se no instante inicial uma semente imével
formada por uma particula. A uma certa distancia desta semente considera-
se uma hiper-superficie, de raio R, que pode ser vista como uma fonte de
particulas. Num dado instante uma particula partindo desta hiper-superficie
penetra no seu interior efectuando um movimento do tipo RWS. Quando
a particula atinge um sitio vizinho préximo da semente é adicionada irre-
versivelmente a esta gerando-se o crescimento de uma estrutura geométrica.
Existe um efeito de blindagem importante que caracteriza o modelo DLA e
que consiste no facto do crescimento ser menos provavel nas regites interiores
do agregado que nas suas extremidades que se encontram claramente mais
expostas as particulas que se difundem.

Figura 1.1: Simulacao computacioirlal de um modelo de DLA. [14]
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A probabilidade de um ”walker” visitar ', sem tocar o agregado, partin-
do com igual probabilidade da hiper-superficie (*fonte”) e sem abandonar o
seu interior, P(r), segue a equacao de Laplace, V2P(F) = 0, com condigdes
fronteira P(rs) = 1 e P(fs) = 0 onde 7y designa um sitio da fonte de
particulas e r's um sitio do conjunto de sitios vizinhos préximos do agre-
gado em crescimento[15]. Por este motivo diz-se que o DLA se insere nos
modelos de crescimento Laplaciano (Laplacian Growth Models, LGM). Para
obter a estrutura em crescimento, em lugar de se considerar o movimento
RWS de particulas, seria equivalente resolver a equacio de Laplace sujeita
as condicgoes fronteira anteriormente indicadas e efectuar o crescimento do
agregado adicionando um sftio seu vizinho préximo (sftio do perimetro do
agregado), T's, com uma probabilidade proporcional a (Y, P(r§ + &))", onde
a soma € efectuada sobre todas as direcgdes do espago (vizinhos préximos),
€, e 11 ¢ um pardmtero igual & unidade para DLA [15]. Sempre que uma
particula é adicionada ao agregado as condigoes fronteira sao modificadas
conduzindo a outra solugio para P(7). Refira-se que existem vérios sistemas
fisicos para os quais 0 modelo DLA ¢é considerado relevante [10] como por
exemplo a deposi¢ao electroquimica [16], a solidificacao dendritica [17], a dis-
solugéo quimica [18]. Um valor arbitrério de n conduz ao chamado modelo—
que foi utilizado para descrever o fenémeno de descarga num dieléctrico [19]
(DBM) (ver [15]). Neste 1iltimo modelo a probabilidade P(7) ¢ interpretada
como o potencial eléctrico num ponto do dielétrico e as estruturas geradas
tém propriedades fractais que dependem do valor de . O limite n = 0 é
o modelo Eden onde a probabilidade de crescimento é igual para todos os
sitios do perimetro do agregado e que modela sistemas biolégicos como o
crescimento de uma colénia de bactérias ou a divisdo celular[20, 21].

1.2 Agregacao de particulas coloidais

A agregacao de coloides é um dos problemas cldssicos de Quimica-Fisica.
Uma solugao coloidal é definida como sendo um fluido que contém peque-
nas particulas carregadas electricamente, que se movem de forma aleatéria,
repelindo-se devido A acgao de forcas Coulombianas[22]. Essa repulsio pode
ser controlada modificando a composi¢ao quimica da solucao. Desta forma
os coloides iniciam um processo de agregacgao.

A primeira teoria cinética para o fenémeno foi apresentada por Smolu-
chovski [23] e é uma teoria de campo médio[12]. A introducio da possibili-
dade de agregacao dos préprios agregados, que ocorre sempre para concen-
tracoes usuais de coloides, torna este modelo diferente do DLA onde apenas
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existe agregacao particula-agregado. O fenémeno da agregacao de particulas
coloidais apresenta propriedades genéricas tais como a independéncia em re-
lacéo ao sistema coloidal [24]. Os agregados finais obtidos apresentam tam-
bém um comportamento fractal. Foram efectuados estudos experimentais
para solugoes coloidais de particulas de ouro, silica e poliestireno [24].

Figura 1.2: Agregacao de particulas de ouro. [25]

Um modelo sobre uma rede de agregaciio de "clusters"[12] pode ser definido
da seguinte forma: 1) no instante inicial uma fraccio dos sitios da rede é ocu-
pada por particulas; 2) sitios vizinhos ocupados consideram-se pertencentes
a um mesmo "cluster”; 3) Escolhe-se o cluster i de massa m; com uma prob-
abilidade p;  m? onde o < 0 é um parametro do modelo que mede como o
coeficiente de difuséo de um "cluster” depende da sua massa; 4) o "cluster"
escolhido ¢ deslocado na rede de uma unidade numa das direcgoes do espaco
escolhida aleatériamente 5) se o "cluster" deslocado passar a ter um sitio
vizinho préximo de um sitio de outro "cluster" os dois "clusters" agregam-se
passando a ser apenas um "cluster"; 6) em cada passo o tempo é incremen-
tado de 1/n(t) onde n(t) representa o mimero de agregados sobreviventes.

1.3 Desordem induzida pelo movimento Brow-
niano de particulas

Em sistemas separados em virias fases o processo de destruicao da inter-
face que os separa pode também ser mediado por um processo difusivo.
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Mecanismos deste tipo ocorrem também no fenémeno de erosao em sistemas
naturais[26]. Quando um material est4 separado em duas fases pode aconte-
cer que apenas na vizinhanca de defeitos sejam possiveis processos de relax-
acao térmicos. Neste caso a dindmica de destruigao da interface é originada
pelo movimento dos defeitos pelo material. _

Um modelo deste tipo foi introduzido por Toroczkai et all. [27]: Nma
rede quadrada bidimensional cada sitio pode estar ocupado por uma particu-
la "branca”, por uma particula "preta” ou por um vazio. Considera-se que
o mimero de vazios ¢ muito menor que o nimero total de sitios da rede.
No instante inicial o sistema encontra-se separado em duas fases, uma con-
tendo apenas particulas "brancas” e outra contendo particulas ”pretas”,
distribuindo-se os vazios na fronteira ”plana” entre as duas metades. Em
cada passo um vazio é escolhido aleatoriamente e troca a sua posicho com
um dos seus primeiros vizinhos, escolhido com igual probablidade. As trocas
particula-particula sao proibidas. O sistema evolui para um estado desorde-
nado onde particulas brancas e pretas se encontram misturadas .

Figura 1.3: Representacao da evolucao de um sistema em que ¢ introduzida
desordem por ac¢ao de um vazio que realiza um movimento Browniano. [27]

1.4 Modelos de gelificacao

Os modelos de gelificacao[12] apresentam uma diferenca importante relati-
vamente aos modelos de agregacdo. Nos modelos de agregacao de ”clus-
ters” o crescimento ocorre através de difusio de particulas (ou monémeros)
e também de agregados de particulas que se ligam entre si. Nos modelos de
gelificagio o crescimento e coalescéncia de agregados deve-se ao estabeleci-
mento progressivo de ligagoes entre mondmeros sem que exista difusao dos
monomeros e dos agregados. No entanto, o processo fisico de formacao de
ligagoes tem um caracter difusivo.
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O fenémeno da gelificacio consiste na transicao de fase, transicio sol-gel,
num instante ¢, entre uma fase em que existem apenas agregados finitos de
monémeros para uma fase em que surge um agregado "infinito” (gel). De
entre os varios processos fisico-quimicos que podem dar origem ao estabelec-
imento de ligagoes entre mondmeros destacam-se a condensacao de unidades
polifuncionais [28], a copolimerizagao por adicao (formacao de pldsticos) em
que as ligacoes sao estabelecidas pela difusio de electroes insaturados que
destroem ligacoes duplas no interior dos mondémeros permitindo a criacao de
ligagoes entre monémeros diferentes [29]. O sistema é inicialmente composto
por um conjunto de monémeros independentes, fase sol, tendo o sistema um
comportamento semelhante a um liquido.

Um modelo que descreve a gelificacao foi introduzido por Manneville e
de Seze[30]. Neste modelo os monémeros com funcionalidade i sdo colo-
cados aleatoriamente em sitios de uma rede de lado L (e de dimenséao d).
Por funcionalidade de um monémero entende-se o niimero de ligacoes que
o monémero pode estabelecer. Caso um sitio nao seja ocupado por um
mondmero considera-se que estd ocupado por um solvente de funcionalidade
nula. A fraccao dos sitios de funcionalidade i é ¢; € a fraccao de solvente é cp.

(=)
Como todos os sitios da rede se supdem ocupados tem-se, > ¢; = 1. Depois

=0
de distribuidos os monémeros procede-se & distribuicao, também aleatéria

(mas condicionada aos sitios ocupados com monémeros), de um mimero m(0)
de agentes iniciadores (electroes insaturados). A concentracao de agentes
iniciadores é C; = m(0)L™¢. Em cada passo um agente iniciador e um dos
sitios primeiros vizinhos do sitio onde este se encontra sao escolhidos com
igual probabilidade incrementando-se o tempo de uma quantidade m(t)™!
em que m(t) &€ o nimero total de iniciadores sobreviventes no instante t. Ca-
so a funcionalidade do sitio vizinho escolhido seja superior a zero o iniciador
transfere-se para esse sitio criando uma ligacao entre os dois sitios. A fun-
cionalidade dos sitios agora ligados diminui em uma unidade cada. Assim, o
movimento destes agentes iniciadores provoca a criagao de agregados sucessi-
vamente maiores. A aniquilagao dos agentes iniciadores pode dar-se de duas
maneiras: por encurralamento (”trapping”), i.e., sempre que um iiciador
se encontra num sitio que estd rodeado por sitios de funcionalidade nula ou
quando dois iniciadores sé encontram num mesmo sitio.

A medida que o processo progride o mimero de agentes iniciadores dimimuii
e a fracgao p de ligagoes criadas (ocupadas) aumenta podendo esta varidvel ser
usada em substituicao do tempo, t. Para caracterizar a formacao do agregado
infinito, pode definir-se, p*, como a fraccao critica de ligagoes ocupadas para
a qual existe a formacao do gel em substituigao do tempo de gelificacao, ¢,.

Nos modelos de gelificacao, dois sitios (ocupados por monémeros) consideram-
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se pertencentes ao mesmo agregado se entre eles existir um caminho de lig-
acoes ocupadas.

1.5 Modelos de propagacao de fracturas

A modelagao de fracturas[31] num meio eldstico pode ser feita 4 custa de
modelos definidos sobre uma rede. Estes modelos podem surgir directamente
como resultado da utilizagao do método dos elementos finitos na solucao
das equactes que descrevem o meio (equagbes de Lamé)[32] ou podem ser
sugeridos por consideragoes fisicas. O estudo de modelos de descarga num
dielétrico é andlogo ao de modelos de propagacao de fracturas: no problema
eléctrico tem-se um potencial escalar enquanto num meio eldstico tem-se
um campo de deslocamentos @ vectorial. Em ambos os casos é estabelecido
um critério de ruptura do meio que corresponde a uma alteracao local da
condutividade, num caso, e do médulo de elasticidade noutro. Apds uma
ruptura é necessdrio relaxar o sistema resolvendo as equagoes que descrevem
o melo para as novas condigoes fronteira.

Apresenta-se seguidamente um modelo de crescimento de fracturas[33]
completamente estocdstico, isto é, onde as propriedades elasticas do meio
nao sao tidas em consideracao. Este modelo foi aplicado ao estudo do cresci-
mento de fracturas no ago, induzido pela presenca de hidrogénio. O papel do
hidrogénio é contribuir para a formacao de micro-fracturas. A presenca do
hidrogénio (protoes) deforma a densidade de carga eletrénica local com uma
energia do defeito associado mais baixa quanto maior a distorcao da rede[33).
Elste mecanismo provoca que mais protoes sejam atraidos para as regioes onde
existem micro-fracturas originando o seu crescimento e coalescéncia. Pode,
assimn, obter-se uma fractura ”infinita” que se extenda por todo o material.

O modelo sugerido por Nishiuma e colaboradores é o seguinte: Comeca-
se por distribuir aleatoriamente nos sitios de uma rede quadrada uma cer-
ta quantidade de defeitos (micro-fractura). Cada micro-fractura cresce por
quebra de ligagoes na rede a partir de um sitio de crescimento. Este si-
tio de crescimento move-se aleatoriamente para um sitio vizinho préximo
quebrando-se a ligacao entre os dois sitios. Escolhe-se com igual probabili-
dade uma das fracturas a crescer e uma das ligacoes adjacentes ao seu sitio
de crescimento. Exige-se, no entanto, que o sitio de crescimento nao se mova
para um sitio que pertenca ja 4 sua prépria fractura (trajectéria do sitio de
crescimento). Portanto, o movimento aleatério do sitio de crescimento é re-
stringido pela condicdo de evitar a sua prépria trajectéria. Este movimento
aleatério &€ um tipo particular de movimento aleatério com restrigoes conheci-
do por ”Kinetic Growth Walk” (ver [12]). O crescimento péra quando o sitio




CAPITULO 1. INTRODUCAO 9

de crescimento de uma fractura atinge uma outra fractura e o sitio de cresci-
mento ¢ eliminado e ainda quando nao existe possibilidade de crescer sem
auto-mtersecgao (”self-trapping”). Cada fractura é formada por um conjunto
de sitios unidos por ligagoes quebradas.
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Figura 1.4: Padroes de fracturas percolativas numa rede de 120%120 e com
uma densidade inicial de defeitos igual a 0.00123. (Os circulos representam
a posicao inicial dos defeitos. [33]

1.6 Modelos a estudar

Descrevem-se seguidamente os modelos estudados nesta tese que se rela-
cionam com alguns dos modelos anteriormente apresentados.

1.6.1 Modelo 1

Considere-se uma rede quadrada de lado L. Nos sitios dessa rede sdo colo-
cados aleatoriamente uma certa quantidade de random walkers, designados
por agentes iniciadores. Tem-se uma concentracao de agentes iniciadores
C; =m(0)L2, onde m(t) representa o mimero de agentes iniciadores no in-
stante ¢. Depois de distribuidos os agentes iniciadores, procede-se & escolha
aleatéria de um deles e de um dos primeiros vizinhos do sitio que o agente
iniciador ocupa. O agente iniciador desloca-se entao para o sitio vizinho es-
colhido ocupando-se o novo sitio e a sua ligacdo. No caso de o novo sitio
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ocupado pelo agente iniciador se encontrar j4 ocupado o agente iniciador
é eliminado. O movimento através de ligacdes ocupadas nao é permitido.
A principal consequéncia desta condigio ¢ a de néo ser possivel um movi-
mento de retorno imediato, isto é, o agente iniciador ndo pode efectuar o
mesmo salto que realizou no movimento imediatamente anterior em sentido
contrdrio. O movimento dos agentes iniciadores para um agregado isolado
¢ do tipo "Random Walk” simples sem retorno imediato. Uma vez que o
agente iniciador ¢ eliminado sempre que visita a sua prépria trajectéria as
configuragoes geradas sao do tipo ”Self-Avoiding Walk” (SAW). Refira-se, no
entanto, que a probabilidade de gerar um SAW a partir de um movimento do
tipo ” Random Walk” simples decai exponencialmente com o mimero de pas-
sos. Incrementa-se o tempo de uma quantidade m(t)~! sempre que se move
um agente iniciador de uma forma andloga ao que é feito nos modelos de
gelificacao[12]. No entanto, para medir o tempo, usa-se em lugar desta var-
1dvel a fracgao de sitios ocupados, ¢, que vai progressivamente aumentando
a medida que os agentes iniciadores se deslocam na rede.

Para este modelo procede-se a uma interpretagao por sitios para a iden-
tificacao dos agregados. Isto significa que dois sitios primeiros vizinhos per-
tencem a um mesmo agregado se ambos estiverem ocupados independente-
mente do facto de a ligagio entre eles estar ou nao ocupada. Sao feitos dois
estudos: 1) Estudo designado por Modelo I-A — estudam-se as propriedades
do sistema em funcao da fraccio de agentes iniciadores para tempo infinito,
isto ¢, ap6s todos os agentes iniciadores terem sido eliminados. Foi encontra-
do comportamento critico (caracterizado pela formacao de um agregado per-
colativo), para sistemas infinitos, para uma concentracio critica de agentes
iniciadores, C7, igual a 0.09828 + 0.00002. A fraccao de sitios percolativos,
Py, o tamanho médio dos agregados finitos, , e o comprimento de corre-
lacao, £, apresentam um comportamento segundo as leis de poténcia,

2) Estudo designado por Modelo I-B — procede-se a um estudo cinético,
isto &, em funcao do tempo ou da fraccao de sitios ocupados para concen-
tragoes iniciais, (', de agentes iniciadores iguais e superiores a C;. O sistema
torna-se critico para ¢ = g*)

1.6.2 Modelo I1

O Modelo IT estd directamente relacionado com o modelo I anteriormente
descrito. Relativamente a este modelo foram introduzidas duas modificacoes:
1) um critério de conectividade de sitios diferente — dois sitios ocupados
consideram-se pertencentes a um mesmo agregado se existir um caminho de
ligagoes ocupadas entre eles 2) um pardmetro adicional, 77, que controla o grau
de anisotropia no movimento dos agentes iniciadores. No caso isotrépico o
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modelo II tem exactamente a mesma dindmica gue o modelo I. No entanto, o
diferente critério de conectividade usado d4 origem a propriedades diferentes.

O pardmetro 7 controla a anisotropia do movimento do agente iniciador
da seguinte forma: Para cada uma das quatro ligagoes de um sitio da rede
quadrada para os seus vizinhos préximos considera-se uma varidvel o;,1 <
1 < 4 que toma valor 0 no caso da ligagao estar ocupada e 1 em caso contrério.
As quatro direcoes do espaco sao indexadas pela varidvel 7 (1 representa s
2 representa "este”; 3 representa "norte” e 4 "oeste” ). Para as direcgoes sul e
norte atribui-se um peso, p, unitdrio, isto €, p; = s = 1. A direccao "este”
atribui-se um peso p, = 1/7 e a direccio "oeste” um peso p, = 7. Assim a
probabilidade de movimento na dire¢éo iq € dada por, oy, 1, / Zf‘t:l o;pt;. Para
n = 1 o movimento do agente iniciador é isétropico e a dindmica do modelo
II nao se distingue da dindmica do modelo I, colocando a diferenca entre os
dois modelos na interpretacao usada para a identificacao dos agregados. Para
1 = 0 tem-se anisotropia extrema e os agentes iniciadores movem-se apenas
para "este”.

Para os dois modelos estudados (I e IT) usam-se condicoes fronteira "aber-
tas", isto é, na extremidade da rede os agentes iniciadores nao tém disponiveis
as direcoes do movimento que os conduzem para fora da rede.

1.7 Relacao entre os modelos estudados e out-
ros modelos

A dindmica dos modelos I e II (caso isotrépico) estd muito préxima da do
modelo de gelificacao e do modelo de fracturas de Nishiuma anteriormente
descritos. Considere-se em primeiro lugar o modelo de gelificagao. Neste
modelo um pardmetro importante é a funcionalidade dos mondmeros e a ex-
isténcia ou nio de solvente (funcionalidade nula). Nos modelos estudados (I
e IT) ndo existem restrigbes ao mimero de ligagdes que cada sitio pode esta-
belecer (entre 0 e 4 na rede quadrada). No entanto um sitio 6 estabelece
quatro ligacoes quando as trajectérias de dois agentes iniciadores se encon-
tram num mesmo sitio. Assim a maioria das intersecgoes das trajectérias dé
origem a sitios com 3 ligagdes ocupadas. Pode entéo supor-se que a dindmica
dos modelos estudados est4 préxima da do modelo de gelificagiio no caso em
que cada sitio da rede est4 ocupado por um monémero de funcionalidade 3.
Todavia a correspondéncia s6 poderia ser obtida com o modelo II onde se
faz uma interpretacio para a conectividade dos sitios diferente da do modelo
I (interpretacio por ligagoes). Como se verd, no modelo II isotrépico nao
se observa a formacio de um agregado infinito, gel, seja qual for a concen-
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tracio de agentes iniciadores o que o torna desinteressante para o estudo
de gelificacdo. A versao anisotrépica deste modelo poderd ter propriedades
diferentes.

O modelo de Nishiuma corresponde directamente ao modelo II com a
diferenca de o movimento do agente iniciador evitar a interseccao com a sua
prépria trajectéria. Esta condi¢ao ndo impede o encurralamento ("trapping”)
do agente iniciador na sua prépria trajectéria. A possibilidade de se obter
um agregado infinito é determinada apenas pela possibilidade de interseccao
de trajectérias de diferentes agentes iniciadores. Portanto as propriedades
do modelo II e do modelo de Nishiuma nao devem ser distintas nao se obser-
vando, em qualquer caso, a formacao de um agregado infinito em sistemas
de tamanho suficientemente grande.

1.8 A tese

No préximo capitulo da tese apresentam-se alguns resultados de teorla de
percolacio que serdo importantes na andlise dos resultados obtidos. Em
particular discute-se a teoria de escalonamento critico em sistemas finitos
que permite obter numericamente expoentes criticos e pardmetros criticos.
No terceiro capitulo apresentam-se resultados para o estudo do modelo I,
casos -A e I-B, os resultados preliminares do modelo II e discutem-se os
resultados obtidos para ambos os modelos. No quarto capitulo apresentam-
se os algoritmos usados e os resultados obtidos para as dimensoes fractais
de agregados. Finalmente no quinto capitulo apresentam-se as conclusoes e
sumariam-se os principais resultados obtidos.




Capitulo 2

Teoria da percolacao

O conceito de percolagdo fol introduzido pela primeira vez por Flory e por
Stockmayer [29][34][35] nos seus estudos de modelos de gelificacao. O termo
percolacao foi sugerido em 1957 por Broadbent e Hammersley enquanto estu-
davam a propagacao de fluidos em meios porosos [36] introduzindo também
importantes conceitos geométricos e probabilisticos. Com o desevolvimen-
to da teoria das transigoes de fase, nomeadamente com o aparecimento das
expansoes em série por Domb [37, 38|, o grupo de renormalizacio por Wil-
son, Fisher ¢ Kadanoff [4] e o conceito de dimensao fractal por Mandelbrot
[9], tornaram-se disponiveis ferramentas cada vez mais poderosas que ali-
adas ao enorme desenvolvimento dos computadores, contribuiram de forma
importante para o conhecimento actual sobre o fenémeno da percolagao.

Neste capitulo pretende-se fazer um apanhado dos conceitos que estao na
base da teoria da percolacao bem como obter uma série de resultados que
permitirao o tratamento dos dados obtidos numericamente.

2.1 A percolagao como fenémeno critico

A percolacdo representa um modelo simplista de um sistema desordenado.
Numa rede, num espaco de dimensao d, cada sitio considera-se ocupado com
probabilidade ¢ e cada ligacao ocupada com probabilidade p. Os significados
de ocupado e vazio podem ser vérios dependendo da situacio & qual o mod-
elo percolativo é aplicado. Por exemplo, os sitios ocupados podem significar
superconductividade e os vazios condug¢ao normal, associando—se assim uma
transicio normal-supercondutor A transicao de percolagao[39]. Dois sitios
vizinhos préximos ocupados pertencem a um mesmo agregado se a ligacao
entre ele estiver ocupada. Interessa considerar dois casos limites: 1) p =1 egq
arbitrario designado por percolagdo por sitios 2) ¢ = 1 e p arbitrério designa-

13
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do por percolagio por ligagoes. Para valores de g e p pequenos nao existe um
agregado infinito no sistema. Numa amostra finita de lado I isto significa
que a probabilidade de encontrar um agregado que ligue as extremidades da
amostra ¢ pequena e aproxima-se de zero & medida que L cresce. Por out-
ro lado para valores p > p*(g) temos uma probabilidade finita de encontrar
um agregado que una as extremidades da amostra. Por exemplo, se as lig-
agOes ocupadas (em percolacao por ligacoes) associarmos uma condutividade
eléctrica ¢ e a uma ligagao desocupada uma condutividade nula, aplicando
uma diferenca de potencial eléctrico entre as duas extremdades do sistema,
medimos uma corrente eléctrica nao nula para p > p*(1) — a condutividade
macroscépica do sistema passa de zero a um valor nao nulo & media que p
ultrapassa o valor critico p*(1).

'Tome-se agora em consideracao uma transi¢ao de fase no equilibrio como
a transi¢ao para-ferromagnética caracterizada pela existéncia de uma tem-
peratura critica T, que separa duas fases de um sistema, uma desordenada,
paramagnética e uma ordenada, ferromagnética. A temperaturas baixas al-
guns materiais exibem uma magnetizacao m > 0 sem que lhe seja aplicado
qualquer campo externo. A medida que a temperatura aumenta essa magne-
tizacao m decresce de forma continua até que a temperatura T, se anula. Para
temperaturas superiores a T, a magnetizagao m é igual a zero[40]. Este com-
portamento deve-se & composicao dos materiais magnéticos que sdo formados
por momentos magnéticos localizados (spins). A energia das interacgoes en-
tre os momentos magnéticos favorece a existéncia de um sistema ordenado
(“spins alinhados”) enquanto que a entropia favorece a existéncia de um sis-
tema desordenado em que os spins estao aleatoriamente orientados. A baixas
temperaturas, a interaccao entre spins domina o sistema e as correlagoes en-
tre os momentos magnéticos tornam-se de longo alcance traduzindo-se numa
magnetizacao espontinea diferente de zero. Com o aumento da temperatura,
m, val decrescendo até que junto da criticalidade apresenta um comportamen-
to, m ~ (T —T,)°. Acima da temperatura critica T,, a entropia domina o
sistema e apenas existem pequenos agregados de spins temporariamente al-
inhados, conduzindo assim, devido & arbitrariedade da orientacao do spin, a
existéncia de uma fase paramagnética, i.e., com magnetizacao nula. Dado o
comportamento de m na caracterizagao da existéncia ou nao de ordem no
sistema, esta quantidade pode ser usada como pardmetro de ordem.

Fazendo uma analogia entre esta transicao de fase no equilibrio e a per-
colaciio, facilmente se pode constatar que a probabilidade ¢ (em percolacao
por sitios, por exemplo) tem o mesmo papel da temperatura. Também na
transicao de fase de percolacao as correlagoes de longo alcance sao impor-
tantes e as quantidades observéveis sao descritas por leis de poténcia junto
da criticalidade[39]. Geralmente a quantidade ¢ (ou p) depende directamente
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de uma outra quantidade x que pode ser manipulada conduzindo assim a al-
teracoes no comportamento do sistema. Desta forma tal como nos modelos
de gelificacao[12], que utilizam a fraccao de ligaces ocupadas em vez do
tempo como pardmetros, a quantidade z pode também ser utilizada.

Como foi referido anteriormente os sistemas percolativos caracterizam-se
pela existéncia de (pelo menos) um agregado “infinito” acima de um dado
valor * e a existéncia de apenas agregados de tamanho finito abaixo desse
valor. Desta forma, devido & transicio ser caracterizada pelas propriedades
geomeétricas dos agregados, a transicao de fase de percolacao representa uma
transicao de fase geométrica [39]. Uma quantidade importante é a proba-
bilidade Py, (ou Pp,s) de um sitio pertencer a um agregado infinito. Para
r < z* apenas existem agregados finitos, logo Ps, = 0. Para z > z* o sistema
apresenta (pelo menos) um agregado infinito e assim P, # 0 comportando-se
esta quantidade de forma semelhante 4 magnetizacao abaixo de T,

Foo ™~ (x_x*)ﬁ (2'1)

Tal como a magnetizacao, P,, descreve a existéncia de ordem no sistema
podendo ser identificado como o pardmetro de ordem.

O tamanho linear dos agregados finitos, quer acima quer abaixo de z*,
& caracterizado pelo comprimento de correlagio £ que se define como a dis-
tancia média entre dois sitios que pertencem ao mesmo agregado finito. O
comprimento de correlagao comporta-se junto de z* como,

Enlo—at|™ (2:2)

em que o expoente é o mesmo acima e abaixo da criticalidade.

Um comportamento semelhante ao de £ (divergente) é apresentado pelo
nimero médio de sitios pertencentes a um agregado finito (massa média dos
agregados finitos) também designado por susceptibilidade ,

x~Cyilz—z7". (2.3)

Ista grandeza apresenta constantes de proporcionalidade diferentes acima
(C4+) e abaixo (C_) da criticalidade sendo a sua razao R = g—; uma grandeza
com interesse em ser determinada uma vez que permite distinguir classes
de universalidade ( veja-se a utilizacdo desta quantidade em modelos de
gelificacao [12]).

O comportamento critico de P, & € ¥ € descrito pelos respectivos ex-
poentes 3, v e ¥ denominados de expoentes criticos. Os seus valores caracter-
izam uma classe de universalidade e sao independentes de detalhes estruturais

da rede (e.g., se a rede é quadrada ou triangular) ou do tipo de percolacao.
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Para além dos expoentes criticos apresentados anteriormente, existem
outros expoentes que descrevem o comportamento critico da distribuicao
do tamanho dos agregados. Como se mostrard mais adiante (seccao 2.4) a
existéncia de relacoes entre os vdrios expoentes leva a que seja necessirio
conhecer apenas dois deles.

2.2 Propriedades estruturais da percolagao

2.2.1 Conceito de dimensao fractal na percolagao

A estrutura dos agregados que se formam na percolagao (préximo do ponto
critico) pode ser descrita recorrendo ao conceito de dimensdo fractal[41].
Tome-se como exemplo o agregado percolativo que se mostra na figura.

Figura 2.1: Representacio de um agregado percolativo para uma rede 512 X
512. £ =74.6 ' '

O agregado percolativo critico é estatisticamente auto-semelhante [42] e
a sua massa M varia com o tamanho, L, como,

M o L#,
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onde df ¢ a denominada dimensdo fractal. A dimensao [ractal descreve tam-
bém o modo como a massa (média) de um agregado, M(r), contida numa
hiper-esfera de raio r escalona com r (também denominado por distdncia
aérea, Euclideana). Para z > 2*, o agregado percolativo tem um compor-
tamento fractal para distancias inferiores ao comprimento de correlacao, £.
Para distincias maiores que £ o agregado assemelha-se a um sistema ho-
mogéneo composto por imimeras células de tamanho £. A quantidade M (r)
mostra um cruzamento (crossover) entre dois comportamentos,

My~ { Ty TS

" ese (2.4)

Assim, a probabilidade de um sitio, que se encontra no interior de uma
hiper-esfera de raio r menor que £, pertencer ao agregado percolativo pode
ser dada pelo quociente entre o mimero de sitios que pertencem ao agregado
percolativo e o mimero total de sitios existentes no interior da hiper-esfera,

rds
Por~—, r<é (2:5)

ré’

Tomando 7 = af em que a < 1, tem-se,

£
B, & rE (2.6)
Utilizando as equagoes (2.2) e (2.1),
( — z*)P ~ |z — 2] (2.7)
obtem-se,
g
dy =d— —. 2.8
7 - (2.8)

Esta expressao mostra que também a dimensao fractal do agregado per-
colativo caracteriza a classe de universalidade, pois pode exprimir-se em ter-
mos de expoentes que definem a classe de universalidade do modelo, 3, v, e
a dimensao do sistema.

2.2.2 Subestruturas fractais

O ”backbone” e as suas subestruturas

Como foi referido, e se pode verificar nas figuras 2.1 e 4.1 o agregado percola-
tivo apresenta uma estrutura complexa composta por vérias subestruturas
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que sao também descritas por dimensoes fractais[39, 42]. Considere-se que
se aplica uma diferenca de potencial as extremidades do agregado infinito.
O backbone do agregado ¢ definido como o conjunto dos sitios(ou ligagoes)
que transportam corrente eléctrica. Esta subestrutura é caracterizada por
d? , que é a denominada dimensdo fractal do backbone e que representa a
forma como a massa MB(r) do backbone contida numa hiper-esfera de raio
r escalona com 7,

MB(r) ~ % (2.9)

Nao é conhecida qualquer relagao entre d}? e os expoentes criticos semelhante
a conhecida para d;[8]. O complementar do backbone, ou seja, as partes do
agregado percolativo que nao conduzem corrente, estao ligadas ao backbone
apenas por um sitio e sdo designadas por dangling ends.

No interior do backbone podem ainda definir-se subestruturas tals como o
conjunto das redbonds que sao as ligagoes que transportam toda a corrente e
os blobs que sao as partes do backbone que nao pertencem as "red bonds”. O
valor de dj? ¢, na percolacao, inferior ao da dimensao fractal, ds o que reflecte
o facto de a maior parte da massa dos agregados percolativos se encontrar
nos ”dangling ends”. Uma outra subestrutura é o elasticbackbone definido
como o conjunto de todos os caminhos mais curtos entre dois sitios situados
em extremidades opostas da amostra. Esta subestrutura apresenta também
um comportamento fractal caracterizado pela dimensao fractal d}E.

Para além do backbone podem também definir-se outras subestruturas
como o perimetro externo (ou hull). O perfmetro externo é constituido pe-
los sitios do agregado percolativo que sao adjacentes a sitios vazios que se
encontram ligados as extremidades da amostra por um caminho de sitios
vazios. O perfmetro externo tem um comportamento fractal caracterizado

pela dimensao fractal dj.

A distdncia quimica ¢

Um outro conceito importante na descri¢io das propriedades dos fractais € a
distdncia qufmica, £, entre dois sitios pertencentes a um fractal (que no caso
em estudo é o agregado percolativo)[43]. Por distdncia quimica entende-se
como a distdncia percorrida ao longo do caminho mais curto entre dois sitios
pertencentes ao agregado.

Como se viu, a dimensao fractal d; caracteriza o modo como a massa do
fractal depende da distincia aérea, r. Introduz-se agora a dimensdo quimica
d; que determina a forma como a massa depende da distancia quimica £,

M(8) ~ £ (2.10)
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Usando as equagoes (2.4) e (2.10) obtem-se o modo como a disténcia
quimica depende da distdncia Euclideana,

af

£ = i, (2.11)
onde se identifica
ds
i (212

como o expoente que relaciona as duas disténcias. Como intuitivamente se
pode perceber, a distancia quimica serd sempre maior ou igual que a disténcia
FEuclideana (veja-se a figura 2.2), o que implica dy;, > 1.

B

Figura 2.2: Representacio da distincia aérea (a verde) e a distincia quimica
(a vermelho) entre dois sitios pertencentes a um mesmo agregado.

2.3 Estatistica dos agregados

Uma das grandezas mais importantes na caracterizagao do sistema &€ a prob-
abilidade por sitio de um dado sitio pertencer a um agregado de tamanho s
para um dado valor do parémetro z, ns(z). Podem exprimir-se em termos
desta quantidade outras quantidades anteriormente definidas como Psex
e ainda podem obter-se relagoes entre expoentes. Nesta seccao omite-se em
certas ocasides a dependéncia das quantidades na varidvel x (e no tamanho
do sistema) para permitir uma notacao mais leve.
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2.3.1 A quantidade n4(z)

Comece-se por demonstrar que a quantidade n,(x) fornece também o nimero
de agregados de tamanho s por sitio da rede.

Pode definir-se uma varidvel o; que toma o valor 1 se o sitio i pertence a
um agregado de tamanho s e 0 caso isso nao acontega. O mimero médio de
agregados de tamanho s, Ny, serd entao dado por,

NSEZ@ ___le P(C,)+0x P(C,) =Zns=Ldn3, (2.13)

. 5 . 8 2
i 1 i

em que P(C) representa a probabilidade de um sitio pertencer a um agregado
de tamanho s, i.e., P(C,) = s.n, e P(C,) a probabilidade do acontecimento
complementar. Como facilmente se pode constatar dividindo N, pelo miimero
de sitios da rede obtém-se n,.

De uma forma genérica, para a percolagao por sitios, 1y serd dado pelo
produto entre ¢° € (1—q)* em que ¢ representa o perimetro do agregado. Como
perimetro entende-se o conjunto dos sitios vazios que sao primeiros vizinhos
de sitios ocupados pertencentes ao agregado percolativo. A uma dimensao
(d=1), apenas existe uma maneira de formar um agregado de tamanho s,
o que jd nao sucede para dimensoes superiores ou iguais a dois em que um
agregado pode ter diversas formas (configuragdes, denominadas na teoria da
percolagao por “lattice animals” [8]). Para cada forma do agregado podemos
ter perfmetros diferentes. Deste modo n, é obtido através da expressao

g = ZQS,tqs(l == Q)tv (2-14)
¢

na qual se introduz a quantidade g,; que consiste no mimero de configuracoes
possiveis para um agregado de tamanho $ com um perimetro igual a ¢{. Por
exemplo, numa rede a duas dimensoes um agregado de tamanho 3 pode
ter 4 configuragtes com perimetro igual a 7 (g37 = 4), que corresponde a
situacoes em que os 3 sitios fazem um angulo recto, e 2 configuragoes com
perimetro igual a 8 corespondentes a situagoes em que os 3 sitios estao em
linha (gg’g = 2) [8]

Com o objectivo de encontrar uma lei de escala para n,, considere-se
um sistema para o qual (além dos sistemas unidimensionais) o problema da
percolacao pode ser resolvido exactamente e que é a drvore de Cayley, ou
rede de Bethe[8, 44, 45]. A &rvore de Cayley é uma estrutura sem ”ciclos”
e & gerada da seguinte forma: Na primeira geracao da drvore emanam de
um sitio z ligacoes para z sitios vizinhos. De cada um destes sitios emanam
z — 1 ligagoes adicionais que geram um total de z(z — 1) sitios na segunda
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i T,
] I

Figura 2.3: Representacio de um arvore de Cayley com z = 3.

geragao. O processo é iterado indefinidamente formando-se uma &rvore de
Cayley infinita em que de cada sitio nascem 2 ramos.

Ao contrério do que acontece nas redes quadradas, na drvore de Cayley
existe apenas uma relagao univoca entre s e t. Um sitio tem um perimetro de
z sitios ¢ um agregado de dois sftios tem um perimetro de z + (2 — 2) sitios.
Assim, genericamente, um agregado de tamanho s tem mais z — 2 sitios no
perimetro que um agregado de s — 1 sftios. Representando o mimero de sitios
do perimetro de um agregado de tamanho s por t(s), tem-se,

ts)=z+(s—1)(z—2) (2.15)
Por conseguinte, para a drvore de Cayley a equagao (2.14) reduz-se a:
- gsqs(l - q)2+(2—2)3 (2.16)

onde g, representa o nimero de configuracoes para um agregado com s sitios.
O valor de ¢* para a 4rvore de Cayley pode ser obtido considerando o
numero médio de sitios ocupados na geragao ! que se encontram ligados a
um sitio ocupado na origem, g(7)[39]. Esta quantidade é dada por g(l) =
z(z — 1)'"!¢! onde ¢! é a probabilidade de a origem estar ligada a um dos
sitios da geracao [ e z(z — 1)'~! representa o mimero de sitios na geracao
I. O valor do pardmetro critico é determinado pelo va.lor de ¢ para o qual
g(l) diverge quando { vai para infinito, isto &, g* . A quantidade g( )
permite também obter imediatamente a susceptlblhdade X, para q¢ < ¢*, a
partir de,

—1+Zg (-9~ @

a que corresponde um expoente 7 = 1 para a drvore de Cayley.
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Calcula-se agora a razio —24.

ns(g*)’

TLS(Q)_(l_Q)2 i<1_q)3—23 (218)

na(q®) \l1-¢/ | \1-g¢" '
z—2

Assim, expandindo em série de Taylor (1—"q—) em torno de ¢* até termos

1—g*
de primeira ordem em A = g — ¢* tem-se[39, §],

1 — z—2
f*- (1 - ;) ~1—(z—1)2A? ~ exp(—c). (2.19)

com ¢ ~ A?. Deste modo,

ns(q) = na(q") Fa(q) (2.20)
onde Fy(q) = (1 — lfq_)z exp(—cs). Esta funcao decai para agregados de
grande tamanho como Fi(g) = exp(—cs). Desta forma, junto de g* ou do
valor critico da varidvel z da qual ¢* é fungao, F,(x) depende de s e de z na
forma,(x — z*)%s ou (z — z*)s'/2. No caso geral, para percolacio numa rede
a d dimensoes, Fy(r) é uma funcao de (x — z*)s”. Portanto para a drvore
de Cayley o expoente o vale 1/2. Exactamente na criticalidade n,(x*) decai
com § como uma lei de poténcia[46],

ns(x*) ~ 7. (2.21)
Pode verificar-se que esta expressao € vdlida para qualquer dimensao e tipo
de rede [8].
A forma como varia n, sera finalmente dada por,

ns(z) = 87 f,({x — 2*)s%) (2.22)

2.3.2 Relagoes entre P,,, &, x e n;

Como foi dito, na pdg. 15, para r < z* apenas existem agregados finitos o
que implica P, = 0 e consequentemente,

Z s.ng = q(z). (2.23)

g

Acima de z* existe sempre um agregado percolativo transformando-se a
expressao anterior em, ‘

R;+EZM%mq@) (2.24)
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que traduz o facto de um sitio ocupado ou pertencer a um dos agregados
finitos ou pertencer ao agregado infinito. Anteriormente (sec. 2.1, pdg. 15),
definiu-se a quantidade X como o tamanho médio dos agregados finitos. Esta
quantidade pode ser calculada através da eXpressao:

R S Z EXTR (2.25)

onde w, representa a probabilidade condicional de um sitlo pertencer a um
agregado finito de tamanho s dado pertencer a um qualquer agregado fini-
to. Uma vez que a probabilidade de um sitio pertencer a um agregado de
tamanho s, é sn, a [érmula de Bayes para as probabilidades condicionadas
fornece,

8.1

¥ By

onde } " s.n, é a probabilidade de pertencer a um agregado finito. Substi-
tuindo w; na equagao (2.25) tem-se,

8.1
Y = Z s. 3R (2.27)

5

Wy =

(2.26)

Para uma rede de dimensdo d arbitraria a quantidade correspondente 4
quantidade g(/) anteriormente definida para a &rvore de Cayley ¢é a funcdo
de correlagdo ou fun¢io de conectividade de pares, g(r). Esta quantidade
representa o mimero médio de sitios a uma distdncia r de um dado sitio
que pertence ao mesmo agregado. Se n(r) fér o numero de sitios da rede &
distancia r de um sitio, ¢(r) = g(r)/n(r) & a probabilidade de se encontrar
um sitio ocupado a uma distancia r de um sitio ocupado na origem e de
ambos pertencerem ao mesmo agregado. A quantidade ¢'(r) — P2 diminui
exponencialmente & medida que r tende para infinito, abaixo e acima da
criticalidade, com um comprimento caracteristico igual a ¢ 18,

g(r) — P2 ~exp (wg) , r — oc. (2.28)
Note-se que para distancias grandes dois sitios estio ligados se ambos per-
tencerem ao agregado infinito. Para uma rede unidimensional tem-se, g(r) =
29" e ¢'(r) = ¢". Neste caso P,, = 0 para qualquer ¢ < 1. Se impusermos, na
definicao de g(r) e de ¢(r), a restricio de o sitio na origem pertencer a um
agregado finito entao nao é necessdrio incluir a subtracao de Py, na equacao
(2.28). Adopta-se esta definicio no resto da tese.
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A partir de g(r) pode calcular-se o niimero médio de sitios aos quais
se encontra ligado um sitio pertencente a um agregado finito . Este valor
€ dado por ) g(r) em que o valor de r percorre todos os valores entre
L <r < oo. Assim a susceptibilidade, para além de ser obtida pela equacao
(2.27), pode ser calculada por y = 1 + Y., g(r), verificando-se a igualdade
2808 ), g(r) =3, 5% m,.

Usando a definigao do comprimento de correlagio ¢ (sec.2.1 pég. 15) este
pode ser escrito 4 custa de g(r) como,

5 r2g(r)
&= (2.29)
El g(r)

Neste momento ¢ til definir o raio de giragio, R?, cujo quadrado representa
a média do quadrado da distancia média entre todos o0s pares de um agregado
de tamanho s e que ¢ calculado pela seguinte expressio,

(2.30)

zljﬁl

R? }:Z (7 — 75) _8222 (2.31)

i=1 j=1 t=1 j=1

Na equacao (2.30) &;1) representa o mimero de pares de sitios no agregado.
Sob o ponto de vista de aplicacao esta expressdo pode transformar-se numa,
3 g

outra, tendo em atencao que 7., = Y G e que s = 3 1,
i=1 i=1

1 2
2 0 - - A D ooy ‘
o= @2 20T = () ) = (23
= 1= =
2 8
= = (7} — 2ifom + Tifem) = (2.33)
8
=1

8 8 8
= % (Z'F" = 2iﬁfcm + Zﬂﬁ,n) = EZ(F,,; — )2 (2.34)

Devido a diferente forma temos agregados com um mesmo tamanho, s, e
diferentes valores de R,. Assim toma-se R, como a média sobre os vérios
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agregados de tamanho s. Calcula-se o quadrado do comprimento de corre-
lacao a partir de,

Y. Resn,

2 3
== 2.35
&= (2.35)
8
Nesta expressao, o factor s2 é proporcional ao nimero de pares de sitios num
agregado de tamanho s e L%n, representa o nimero médio de agregados de
tamanho s. Portanto, 2—323%:;- representa a fraccao do nimero total de pares

de sitios pertencentes a um mesmo agregado que se encontram em agregados
de tamanho s. Assim, no cdleulo do comprimento de correlagio dé-se igual
peso estatistico a todos os pares de sitios pertencentes a um mesmo agregado.

2.4 Relacoes entre expoentes e relacao de hiperescala

Tal como foi indicado na seccao 2.3.1, ny(z) tem, para valores de varidvel z
préximas de x* e para agregados grandes, um comportamento do tipo:

a(2) ~ ma(@t) fo (o =27 s) (2.36)

com f,(y) = exp(~—y).

Perto da criticalidade a maior contribuicio para o céleulo do comprimento
de correlacao serd dos agregados de grandes dimensdes (porém finitos) que
apresentam um comportamento fractal, i.e., Ry ~ s7/%. Substituindo R,
tem-se:

62 Es 52/d;+2-—rfs (|~’5 _ I.:n:ll/’o' s)
T 82 f, (|:c — |/ s)
Fazendo a mudanga de varidvel y = |z — 2*|"/? 5 e garantindo que2—71 > —1

de modo a que as integractes nao sejam feitas sobre integrandos singulares
tem-se no limite x — z* ([8], pag. 38).

(2.37)

o0 L 2/dp+2—T
52 . f:L' _ m*’-‘2/(0‘df) j;)fgo ; f {8)(3) dy - J.’L‘ _ :L_*[—Q/(G'df) (238)
oy S (y) dy

obtendo-se a relacao:

(2.39)
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O argumento y na funcao (de escala) f,(y) pode ser escrito como y = s/EY
€ a expressao (2.36) transforma-se em,

ng(z) ~ 877 fo(s/£%). (2.40)

Relagoes entre os vérios expoentes podem ser obtidos a partir dos mo-
mentos de ordem k, definidos como:

My =" sn,(z) ~ > 8577 f,(s/6%), (2.41)

3 §

em que o primeiro momento corresponde a Py, (equacao (2.24)) e o segundo
momento & susceptibilidade x (equacao (2.27)). Esta soma pode ser trans-
formada num integral desde que k — 7 > —1, garantindo assim que o integral
é feito sobre integrandos nao singulares. Extendendo o limite inferior de

integracao a zero obtém-se com a mudanca de varidvel, z = E”if’
M, = /Sknrfs(s/gdf)ds e é-d_r(k—-‘rﬁ—l) / z.ﬁ:—'rf(z)dz H Edf(k_T+1) /Zk_Tf(Z)dZ.
1 E—d_f 0
Utilizando as equagoes (2.38) e (2.2) obtem-se,
My, ~ E5GE=THD g :1:"‘[(T_1”"k)’l'Jr (2.42)
que é um resultado vilido para qualquer k& > 0.
A equacio (2.42) permite identificar os expoentes,
T—2
= 2.4
5= (2.49
8-~
Y= (2.44)
Usando a equacao (2.43) na equacao (2.8) verifica-se,
dv =28+~ (2.45) i

conhecida por relagdo de hiperescala. Esta relagao deixa de ser vilida para
dimensoes do espaco superiores a dimensao critica superior, d,, (dimensao a

'Para os casos em que k — 7 < —1 recorre-se a derivacio de ordem n do momento de
ordem k em relagao a & ~dy , onde 1 é o primeiro inteiro maior que 7—k — 1. Desta forma o
integrando da expressao torna-se nao singular. Fazendo a integracdo da derivada obtém-se
a equacdo (2.42) (ver [39], pdg. 85) para o termo dominante na criticalidade.
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partir da qual sao vélidas as teorias de campo médio e os expoentes criticos
se tornam independentes da dimensao euclideana do espago). Os resulta-
dos para a 4rvore de Cayley anteriormente obtidos, ¢ = 1/2 e v = 1, sao
expoentes de campo médio. A partir destes dois expoentes e das relagoes
anteriores podem-se obter, 3 = 1 /2, 7 =5/2. O expoente v de campo mé-
dio nao ¢ obtido directamente de & = ¥, Po(l)/ 2090 ~ (¢ — ¢)~% uma
vez que na drvore de Cayley a varidvel | nio ¢ uma distAncia Buclideana,
mas sim uma distdncia quimica. O argumento para relacionar a distincia
quimica com a distincia Euclideana[39] em sistemas de dimensio superior
a dimensao critica consiste em considerar que os agregados correspondem a
trajectdrias de ”RRandom Walks simples”, para os quais 72 ~ [, onde 7 é a
distdncia Euclideana entre o ponto inicial e final da trajectéria e [ o ntimero
de passos. Temos entéo, £ = £% ey = 3~ Portanto, a relacio de hiper-escala
deixa de ser vilida para redes de dimensao superior a d, = 6.

Substituindo d através da relacao de hiperescala na equacao (2.8) tem-

se uma férmula simples para a obtencao da dimensio fractal a partir de
medigoes de g e

ﬁ+7.

dy = .

(2.46)

2.5 Leis de escala para sistemas finitos

Até agora, todos os resultados apresentados assumem que o sistema em estu-
do ¢ infinito. Porém, nos cdlculos numéricos consideram-se sistemas finitos.
A forma como o comportamento critico das quantidades observiveis depende
do tamanho da rede é dada pela teoria de escalonamento em sistemas finitos
(finite-size scaling, FSS)[8].

O tinico comprimento caracteristico no sistema mnfinito é o comprimento
de correlacao. Num sistema finito, o tamanho linear do sistema, [, intro-
duz uma outra escala de comprimento. Sao de esperar dois comportamentos
diferentes para comprimentos do sistema superiores e comprimentos do sis-
tema inferiores ao comprimento de correlagao observando-se fendmenos de
crossover entre estes dois comportamentos.

Considerando P.— se L fér superior a { o sistema comporta-se como se
fosse infinito verificando-se a lei de poténcia (2.1); se o sistema apresentar um
tamanho inferior ao comprimento de correlacao, o mimero de sitios ocupados
pertencentes ao agregado percolativo é da ordem de L% e Py, serd da ordem
de L% . A razio entre o tamanho do sistema e o comprimento de correlacao
¢ a varidvel que determina o regime em que o sistema se encontra. Assim,
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pode construir-se a seguinte funcao:

P ~ (z—2*")PF(L/E) =€ PI"F(L /), (2.47)
com
ds—d ;
Fa)~{ o 53] (2.48)

Esta expressao pode escrever-se de outra forma dividindo e multiplicando
por L~F/7,

P ~ L% J(L/€) (2.49)
com J(z) = z°/V F(z). A equacso (2.49) pode ainda ser reescrita na forma,
Peo ~ L™PT0((x — 2*) L"), (2.50)
Da mesma forma para y, pode propér-se a seguinte lei de escala:
x ~ DE(|lz — z*|LMY). (2.51)

Se for feita uma representacio log — log de xL™% em funcdo de |z — z*| LV
obter-se-ao duas curvas, uma abaixo e uma acima de z*. Estas curvas tornam-
se rectas paralelas com declive —y para |z — z*|L'Y" grande e a disténcia
entre as rectas medida na direccio x> ¢ o logaritmo da razio R entre as
constantes de proporcionalidade de .

Destas leis de escala resulta um método numérico para determinar os
expoentes criticos. Considere-se uma quantidade Y que apresenta o compor-
tamento ¥ ~ (z — 2*)™Y num sistema infinito. Se calcularmos o valor de
Y para r = z*, na criticalidade, temos o comportamento Y ~ I¥*. Con-
siderando sistemas de diferentes tamanhos obtemos a razao entre expoentes,
2

Para efectuar esse cdlculo existe ainda um problema a resolver: a determi-
nagao de r* para um sistema infinito bem como a determinacao do expoente
v.

Determinacao de z* e v.

Defina-se R(z, L) como a probabilidade de um sistema de lado L conter um
agregado infinito (percolar) quando o pardmetro do modelo apresenta um
valor z. Esta fungao comporta-se para um sistema infinito como:

1&g >3
a=p g™

R={ (2.52)
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Fste comportamento corresponde a um expoente critico nulo[8]. A corre-
spondente lei de escala em sistema finito tem a forma,

R~ &((z — z*)LM") (2.53)

em que os valores de ® variam entre 0 (antes da criticalidade) e 1 (apés da
criticalidade).

Calcule-se a derivada da fungio R relativamente a T, %. Usando a
equacao anterior esta quantidade vem dada por,
dR(z, L
H-%_’——) ~ LV (2 — z*)LIYY) (2.54)

que se aproxima da fungao §—Dirac centrada em z* para sistemas infinitos.
Pode-se agora calcular o valor médio de = a partir do qual se obtém um
agregado percolativo para uma rede de comprimento L,

)
E / el

- mdm

(2.55)

X -

Fazendo a mudanca de variavel z = (z — 2*) L'/”e extendendo os limites de
integracao a toda a recta real chega-se a

&—z" o L7V (2.56)

com a constante de proporcionalidade a valer fj:: 29 (2)dz.

Tem-se assim uma maneira de calcular z* € v. Faz-se uma representacao
de # em funciio de L~1¥ para vérios valores de v escolhendo aquele que
permite a obtencdo da methor linha recta para grandes comprimentos. O
valor de z* &, obviamente, a ordenada na origem.

A equacio (2.56) nao é apenas vélida para a quantidade Z. Os valores de
z que correspondem aos méximos de ¥, £, L= e 4=L) om tamanho finito

7 dz dr
verificam também a equacio (2.56) bem como os valores de x para os quais

R(ZL':, I.') = l

2



Capitulo 3

Resultados:Expoentes e
parametros criticos

3.1 Caso Modelo I-A

Para o estudo designado por modelo I-A determinaram-se a susceptibilidade
¥, o comprimento de correlacao £, a fracgao de sitios pertencentes ao agre-
gado percolativo P.,, a probabilidade de percolacao R(C}, L) bem como a
sua derivada, d—Rf-i%l , em funcao da concentracao de agentes iniciadores para
sistemas de diferentes tamanhos, L. Os valores obtidos encontram-se repre-
semtados nas figuras A.1, A2, A3, Ade A5 (Apéndice A.1). O ntmero
de amostras considerado no céleulo dos valores médios foi superior ou igual
a 2000 para sistemas de comprimento inferior a L = 2048 e de apenas 1000
para um sistema deste comprimento. Com estes dados efectuou-se a determi-
nacao dos expoentes criticos 3,7, e T, e ainda da concentracao critica C;.
Resultados para a dimensao fractal do agregado percolativo e do backbone
foram também obtidos e serao apresentados no capitulo seguinte.

3.1.1 Determinagao de v e (]

A determinacao de um valor preciso para v e para C} é da méxima importan-
cia uma vez que a determinacio de outros expoentes depende dos valores
destas quantidade (equacdes (2.50), (2.51), (2.21) e (2.4)). Infelizmente, a
determinacio das duas quantidades nao é independente. Os valores de Cj e
v foram encontrados de uma forma auto-consistente pelo seguinte método:

30
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Determinacao de v

Para se obter o valor de v recorreu-se A teoria de escalonamento em sistemas
finitos que pre\fé um comportamento da ~derivada dR;—g?{i) .salegundo a equacao
(2.54). Ou seja, quando a concentracio de agentes iniciadores & igual a
concentragao inicial critica do sistema infinito temos, ﬁ&% ler=c; ~ LM,

Determinacao de C;

Para sistemas de tamanho I e I/ determinou-se o valor da concentracao
Cy(L, L), de intersecgao das curvas R(Cy, L) e R(Cy, I/). Obtiveram-se tam-
bém pontos de intersecgio andlogos para as curvas Po,(C,, L) [47]. Recor-
dando as equacoes (2.53) e (2.50),

R(Cp, L) = 8(|C, - Cf| L") (3.1)

Poo(Cy, L) = LPPIY|C, — C}1LM”) (3.2)

verificam-se as seguintes igualdades para os pontos de intersecciio,
R{C, ') = R(Cy, L) (3.3)

PoolCr, 1) = PilCy, L. (3.4)

Expandindo ambos os membros da equacao (3.3) em série de Taylor em
torno de Cj, até segunda ordem', obtém-se:

1 ;
' (0)LY*AC; + %@"(O)Lﬁf”(aa)? = @' (0) (LY (AC)? + 5@”(0)(,r,')ﬂ/”(a.c,f)‘*

(I)r(o) Iy — (Lf)l/y
@n(o) (Lr)2/y — L2/

AC; =2 (3.5)

L Utilizando uma aproximacéo de primeira ordem obtém-se AC; = 0, daf a necessidade
de expansdo em segunda ordem de modo a que se possa obter a dependéncia do ponto de
intersecgio com o tamanho do sistema como se comprova pelos resultados das simulacdes.
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L CXL) CFL) Cf(L)
128  0.09072 0.08861 0.09244
256 0.09383 0.09224 0.09513
512 0.09551 0.09473 0.09707
1024 0.09707 0.09644 0.09750
1365 0.09710 0.09665 0.09755
1706 0.09731 0.09680 0.09774
2048 0.09752 0.09725 0.09782

Tabela 3.1: Valores de Cj(L) para os quais os valores de y, & e _(_)deg;I ok
atingem o maximo.

onde AC; = Cy(L, L') — Cj. Simplificando a anterior expressao obtem-se,

i

é‘Orl -~ Lilv . (Li)l/v'

(3.6)
Para a equacéo (3.4) faz-se uma expansao em primeira ordem obtendo-se:

T(0) LA/ + IT'(0) LY~/ AC, = TIO)(L/)~#* + IT(0)(L')V*~P* ACy,

o que conduz a,

L—B/u _ (Lf)—ﬁ/y

A-CI ~ (L.')ljv—,ﬂ/v — [ijv=8/v"

(3.7)

A equacao (3.6) mostra que ACT tende para 0 quando L e I’ tendem para
o infinito, verificando o resultado esperado pela andlise da equacio (3.3).
A representacao gréafica dos pontos de intercepcao C;(L, L'), em funcio de
177 77 € uma recta cuja ordenada na origem ¢ Cj.

Usou-se também um outro métedo para determinar C; — mediram-se
as posices dos méaximos, C3X(L), C7*(L) e C:F(L), para cada uma das
quantidades y, £ d—}i(‘%f'ﬁ. Os seus valores apresentam-se na tabela 3.1.

A teoria de FSS prevé para C}(L) um comportamento dado pela equacio
(2.56), ou seja, C7(L) — C; ~ L™Y”. Fixando o valor v = 3 = 1.3(3) (valor
exacto da percolagao 2D) obteve-se C; = 0.09851 £ 0.00011. Com este valor




CAPITULO 3. RESULTADOS:EXPOENTES E PARAMETROS CRITICOS33

de C7, determinou-se o expoente v através da equacio 9_{%?(1061_,!2) |CI:C; ~ LAY
tendo sido obtido o valor 1.20. Este valor de v foi entao usado na equagio
(3.6) para obter uma nova estimativa de C; que, por sua vez, foi usada para
determinar um novo valor de v a partir da varidvel %%llc;:c;. Este
processo foi repetido tendo-se encontrado os valores autoconsistentes Cf =
0.09828 +0.00002 e » = 1.42 + 0.01(figuras 3.1 e 3.2) .

2,4 P
. #
] Fal
P}
5 v
72,2 §-g

g & w=142

(&
o //6
Q 2,04 s
a. /’/u/
=l 184 A
x -
S /
.8.’ 1,6 ra

s
/d,
1.4 T T T T T T T T T
20 22 24 28 28 3,0 32 3.4
log L

Figura 3.1: Representacao log — log de %E%L) |oy=c; em funcio de L.

Com o valor v = 1.42 fez-se a representacao grafica (ver figura 3.3) de
C(L), valor de localizacao dos méximos (ver tabela 3.1), em funcio de
L~"tendo sido obtidas as seguintes estimativas de C}: de X = 0.09865 +
0.00009, C;* = 0.0986 & 0.0001, CF' = 0.0989 =+ 0.0002.

Com os valores de v = 1.42 e C7 = 0.09828 fez-se a representacao grafica
das curvas 17! vs. |C; — Ci| LY/? (ver figura 3.4) tendo sido observado um
bom colapso das curvas para diferentes tamanhos do sistema. Verificou-se
ainda que, na criticalidade, o comprimento de correlagao cresce linearmente
com o tamanho dos sistemas (ver figura 3.5).

3.1.2 Determinagao de 3 e v

A determinagao dos expoentes do pardmetro de ordem, 3, e da susceptibil-
idade, v, foi feita respectivamente a partir dos valores de P(C}, L) e de
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Figura 3.2: Representagao de C;(L, L') vs. fm:[’—ﬂ/, com v = 1.42. Pares

utilizados: (2048, 1365), (2048,512), (1706, 128), (1365, 512) e (1365, 128).
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Figura 3.3: Representacio de C}(L) = Cf — aL~'/" para as quantidades y, £
e 2EOLD) oom 1 = 1.42.

dCr
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Figura 3.4: Representacdo de £L7! em funcio de |C; — C%| LY/¥ para vérios
comprimentos. Nesta figura pode verificar-se facilmente o colapso das difer-

entes curvas.

500

T T T T T T T T 1
1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200

Figura 3.5: Representacdo de ¢ vs. [ para uma concentracio de agentes

mmiciadores critica.
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X(CI,L). As equacdes (2.50) e (2.51), prevém que estas quantidades, em
funcao do tamanho dos sistemas e em escala log — log, sejam rectas,

log Py, = —g log L +b (3.8)

log y = -g log L + ¥/ (3.9)

cujos declives sio iguais a —g e L, respectivamente. A representacao grafica
correspondente é apresentada nas figuras 3.6 € 3.7. Os declives das mel-
hores rectas obtidas permitem encontrar os valores, 3 = 0.150 £+ 0.003 e
Y = 2.56 £ 0.02 (tomando v = 1.42). Com este valor de 8 e com o valor
v = 1.42 representaram-se graficamente, na figura 3.8, os valores de inter-
seccao, Cr(L, I'), das curvas F(C1, L) de acordo com a equacao (3.7). Na
mesma figura mostra-se a melhor recta cuja ordenada na origem é igual ao

valor C7 = 0.0983 + 0.0002 em concordéncia com o valor anteriormente en-
contrado (sec. 3.1.1).

056+ B=0.150
B
-0,58 \
0,60 | \
Ie) 1 ﬂ\
4062
9
: \
0. 084
2 N
L 086 \
0,68 - u\
D
-0,70
T T T 1 T T \KI

Figura 3.6: Representacao log —log de P, em fungéo de L com v = 1.49.
Cre=07F
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Figura 3.7: Representacio log — log de x em fun¢éo de L para uma concen-
tracao de agentes iniciadores CF comy w=1.49.
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Figura 3.8: Representacio de C; obtido a partir da intercepcao das cur-
vas de Py (L) em fungio de (L,)ﬁ;ff;/—jfz;i’ ~57-Pares utilizados: (2048, 1765),
(2048, 512), (1706,1365), (1706, 128), (1365,1024), (1365,512), (1024,512),
(512,256), (512,128), (256,128).
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3.1.3 Determinacao de

A determinacio do expoente 7 & feita através de uma representacao log — log
de n, vs. s para C; = Cf (figura 3.9).

log s

Figura 3.9: Representacao log — log do mimero médio de agregados de taman-
ho s em funcao do tamanho s dos agregados com Cr = Cy.

Como se pode verificar pela figura 3.9, o gréfico de n, apresenta flutuacées
estatisticas grandes (devidas a insuficiente amostragem) para valores grandes
de s. Esta & precisamente a regido de valores para a qual é esperado o
comportamento assimptético s~ . Este problema é conhecido, neste tipo de
estudos, podendo ser atenuado recorrendo ao seguinte método numérico[48].

Define-se a quantidade G, dada por,

2k_1

Go= > ny, (3.10)

g'=pk-1

com s = 2*. Transformando o somatorio na equacao anterior num integral e
tendo em conta que, na criticalidade, n, ~ s, obtem-se,

Gy ~ s=T (3.11)

com sq, = [2571(2% — 1)] Y2 Fagendo uma representagao log —log de G,
em funcao de s,, o declive da melhor recta vale 1 — 7. A representacao dos
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resultados obtidos é feita na figura 3.10 que conduz a um valor efectivo de
7= 1.97 £0.01. Este valor de 7, inferior a 2, ser4 comentado mais adiante.

o [ =1024
L =1365
& L=1706
v L =2048
logG, = (1-1:par)fogs“ +b

s

log G

o

Figura 3.10: Representacao log —log de G, vs. Say- A linha a negro repre-
senta o comportamento esperado com 7., = 2.0549. ...

3.1.4 Determinacao de R

Para determinar a razao entre as constantes de proporcionalidade de Y,
abaixo e acima de C}, C- e C,, procedeu-se tal como foi referido na pég. 28.
Representando em escala log —log, x L™ vs. |Cp — C¥| L'~ (figura 3.11)
obtem-se um bom colapso das curvas. Todavia, nao se observa o esperado
comportamento das curvas para |C;— C;|L'/* grande - duas rectas paralelas
de declive —7. Por esse motivo nao é possivel calcular um valor de R que se
possa comparar com o valor de percolagao. Fazendo um ajuste a duas rectas
de declive diferente obtém-se os valores —2.46 para C; < Cf e —3.58 para
C; > Cf. O valor para C; < Cf corresponde a um valor de +, préximo do
obtido a partir da dependéncia em L de x(C3).

3.2 Caso Modelo I-B com C; = Cy

Para o caso modelo I-B estudaram-se as mesmas quantidades que anterior-
mente, a susceptibilidade x, o comprimento de correlacao £, a fracgio de
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log |[C,-C*|L""”

Figura 3.11: Representagio log —log de xL ™" vs. |C; — C¥| L'/”.

sitios pertencentes ao agregado percolativo Pa, a fraccio de amostras per-
colativas R(q, L), para sistemas de diferentes comprimentos, em fungao da
fraccao de sitios ocupados q. Os valores obtidos encontram-se representados
nas figuras A.6, A.7, A.8 e A.9 (ver Apéndice A.2). Estudaram-se sistemas de
comprimento, L = 64,128,512,1024, 1536, 1765 e 2048. Para os dois sistemas
de maior tamanho fizeram-se médias com 500 amostras e para os restantes
um mimero de amostras superior a 1000 foi considerado. Determinaram-se
0s expoentes criticos v, 3,y assim como a fracgao critica de sitios ocupados
para um sistema infinito, g*.

3.2.1 Determinagao de v e ¢*

A determinacao de v e ¢* foi feita de uma forma auto-consistente, como se
descreve seguidamente: consideraram-se os valores de ¢ correspondentes ao
valor do maximo da susceptibilidade, ¢*X(L), ao valor méximo do comprimen-
to de correlagao, g*¢(L) e ao valor do méximo de 28%5) ¢*R'([). Fixando o
valor de v obtem-se ¢* a partir do comportamento,

¢(L)—q¢" ~ L7V, (3.12)

previsto pela teoria de FSS ( equagdo (2.56) ). Conhecendo uma estimativa
" obtem-se uma estimativa para v a partir do comportamento esperado para
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dR{q,L *
BD) em g = ¢,

dR(q, L)
dq

log lg=g* = = logL +b. (3.13)
Os resultados obtidos foram v = 1.42 4+ 0.02 e ¢* = 0.4683 + 0.0002.

Nas figuras 3.12 e 3.13 representam-se graficamente as quantidades g*(L) e
dR(QlL) |
7=q*

*
an

oses

0,466 -

0,464
0,462}
0,450
~ 0458
Ta 455-
0,454 -
0,452

0,450 .
0,448 U

i
0,446 — r—— e ——

Figura 3.12: Representagéo de g*(L) vs. L% com v = 1.42, O

Foi ainda verificado que o comprimento de correlagio apresenta na criti-
calidade o comportamento esperado (ver figura 3.14 ), £ ~ L.
Com os valores obtidos de v e ¢g* determinaram-se os expoentes 3 e 7.

3.2.2 Determinacao de 3 e v

Mais uma vez, recorrendo as equagdes (2.50) e (2.51), verifica-se que a rep-
resentagao log —log de Foy(¢*) e x(¢*) em funcdo do tamanho dos sistemas
origina as rectas,

Jo B ™) = —g log L4 (3.14)
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Figura 3.13: Representacdo log —log de 28| _ . vs. .
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Figura 3.14: Representacio de £ vs. L com q = ¢*(C})
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log x(¢%) = glog L+¥ (3.15)

em que os declives sao iguais a —-f‘; e 1, respectivamente. Nas figuras 3.15
e 3.16 apresentam-se os graficos correspondentes.Os declives das melhores
rectas obtidas fornecem os valores: 5 = 0.161 4 0.005 e v = 2.55 £0.03.

054 ~

.56 \\ 8=0.161

0,58 Mg

o~ 0,60 a\\\
*

o -
" -0,62 ]
o

-0,64

0,66 - "y
b ™
o 0,68 Sy
h=]
-0,70 \u
0,72 Mg
| o
0,744 S5
————— —— T ———
16 18 20 22 24 28 28 30 32 34
logL

Figura 3.15: Representacio log — log de Fo(g*) vs. Lcom v = 1.42. ¢* =
7"(C7)

3.2.3 Determinacao de R

Para determinar a razao entre as constantes de proporcionalidade de v,
abaixo e acima de ¢*, C_ e C,, procedeu-se tal como foi referido na pag.
28. Representando em escala log — log, xL™" vs. |q — q*|LM¥ (fgura 3.17)
obtem-se um bom colapso das curvas. A curva para ¢ > ¢" nao se encontra
acessivel uma vez que como C; = Cj o valor de ¢* ¢ igual ao valor maximo
possivel de ¢, isto ¢, a fracgao de sitios ocupados que se consegue atingir
antes da aniquilacao de todos os agentes iniciadores. Por conseguinte o ramo
9 > ¢ nao existe neste caso. Abaixo da criticalidade, obteve-se para a recta
na figura 3.17 o declive —2.55 + 0.02.
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454 /

y=2.55

18 18 20 22 24 26 28 30 32 34
log L

Figura 3.16: Representacao log —log de x(g*) vs. L com v = 1.42. g* =
7*(C1)

L =64
L=128
L =512
L=1024
L =1536
L=1765
¥ L =2048

x + ¢ 49 © o

log |g-q*|L""

Figura 3.17: Representaciio log —log de xL™"/" vs. |q — ¢*| LV/". ¢* = g*(Cy)
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3.3 Caso Modelo I-B com Cr =02

Nas figuras A.11, A.12, A.13 e A.10 (ver Apéndice ) apresentam-se os valores
obtidos para as quantidades R(q,L), x, &, P, como funcao da fraccio de si-

tios ocupados. Estudaram-se sistemas de comprimento, L, = 128, 256, 512, 1024, 1536
e 2048. O mimero de amostras foi de 2000, 950, 200 para os trés maiores sis-

temas estudados e superior a 2000 para os restantes.

3.3.1 Determinacio de ¢* e v

Para determinar os valores de 9" e v usou-se um método idéntico ao utilizado
para o caso C; = (CF. Os valores obtidos foram, v = 142+ 0.02 ¢ ¢* =
0.5179 4 0.0001. A representacdio gréfica correspondente as equacdes (3.13)
e (3.12) incluindo as melhores rectas de ajuste linear encontra-se nas figuras
3.18 e 3.19.

0,520 -

0,515

0,505 ~

¥ T T ¥ T T T t T T Y
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030 0,035
L-N’v

Figura 3.18: Representaco de q*(L) vs. L™% com v = 1.42. Oy=02

Seguidamente passou-se & determinacio dos expoentes (3 e 7.
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Figura 3.19: Representacao log — log de E%iil}q:q* vs. L com Cr =0.2.

3.3.2 Determinacao de 3 e v

A teoria de F'SS preve para Pa,(¢*) e x(g*) o comportamento apresentado nas
equagoes (3.14) e (3.15). A partir dos declives das melhores rectas (figuras
3.20 € 3.21) e usando v = 1.42, obtiveram-se os valores 8 = 0.127 + 0.006 e
~ = 2.50 + 0.03.

3.3.3 Determinacao de R

Para determinar a razdo entre as constantes de proporcionalidade de ¥,
abaixo e acima de ¢*, C_ e C,, procedeu-se como anteriormente. Repre-
sentando em escala log — log, xL™"/% vs. |q — ¢*|L'/* (figura 3.22) obtem-se
um bom colapso das curvas. Mais uma vez nao se observam duas rectas
paralelas para valores |g — ¢*|L'/Y grande. A recta para q < ¢* tem declive
—2.48+ 0.02 e a recta para ¢ > ¢* tem declive —3.30 £ 0.02.

3.4 Linha de transicoes de fase C; — g

Uma vez que no instante inicial temos uma fraccao de sitios ocupados igual
a C; verifica-se necessariamente ¢ > C7 . Por outro lado pode definir-se um
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Figura 3.20: Representacio log —log de Pa, vs. L com v = 1.49. q=q*(0.2).
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Figura 3.21: Representacio log —log de x vs. L com v = 1.42. ¢ = ¢*(0.2).
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-1,0 05 0,0 05 1,0 1.5 2,0

log |q-q*L'"

Figura 3.22: Representacio log —log de xL™"/" vs. |q — ¢*| L*". ¢* = ¢*(0.2)

valor maximo de ¢ para cada C}, ¢m.x(Cr) que representa o mimero de sitios
ocupados para tempo infinito, i.e., ap6s todos os agentes iniciadores terem
sido eliminados. Portanto, no plano C;—q pode definir-se uma regiao acessiv-
el e uma regiao inacessivel. Na figura 3.23 representa-se a regiao acessivel
delimitada pela recta ¢ = C; e pela curva ¢ = guax(Cr) obtida a partir das
simulages numéricas. A regiao acessivel divide-se em duas regices, uma onde
existe agregado percolativo e outra onde esse agregado percolativo nao existe.
Estas duas regioes sao delimitadas por uma linha de pontos criticos que vai
de ¢*(C7) até ao valor ¢*(g;,,) = .., onde ¢}, = 0.5927 .. .[49] representa
a fraccao critica de sitios ocupados em percolagéao por sftios na rede quadra-
da. De facto, quando Cy é maior que g, temos logo no instante inicial um

agregado percolativo e a ocupacao subsquente dos sitios conduz a um maior
afastamento da criticalidade.

Pode-se fornecer um argumento para a dependéncia funcional de ¢*(C;)[12]:

A transicao de fase geométrica para um valor de C; dé-se a um valor de ¢*
tal que o raio médio dos agregados com origem num dado iniciador se torna
da mesma ordem da distdncia média entre os iniciadores. O mimero médio
de sitios visitados por um agente iniciador ¢ da ordem de & . Se os agre-
gados formados pelo movimento de cada agente iniciador forem fractais de
dimensao fractal, d; entao o comprimento médio destes agregados vem da

Lfdy : . i it ;
ordem de (Z‘,’;) . Como a distdncia média entre os iniciadores é igual a




| CAPITULO 3. RESULTADOS:EXPOENTES E PARAMETROS CRITICOS49

0,9 > i P ]

o
- f . P.£0 ]

0,7 & P 4

0,6 - q_ﬁ

0] P.=0 - ‘éi 4

03 ) -
I & _

02/

014/ ; -

0,0 - v v T v
0,0 02 04 08 08 1,0

Figura 3.23: Diagrama de fases no plano C; — g onde se apresenta uma
estimativa para ¢*(0.3) ~ 0.54.

!
1/d,

(Cr)™*, ¢* & atingido quando (é:) = (C) Y%, ou seja

g ~ (Cr) 4. (3.16)

Com os valores determinados para ¢*(C}) e o valor limite correspondente
a percolagao determinou-se o valor de d; a partir de um ajuste mimerico a
anterior expressao tendo sido obtido o valor 1.74. Na figura 3.23 representa-se
a curva correspondente assim como os pontos determinados numericamente.

3.5 Discussao dos resultados para o Modelo
|

Os resultados obtidos para os expoentes criticos do Modelo I-A sao préximos,
mas sistematicamente superiores aos conhecidos para percolagao num sistema
a duas dimensbes, como se pode verificar consultando a tabela 3.2. Refira-se
que os valores medidos verificam em boa aproximacio a relacao de hiper-
escala 2v = 203 + 1.
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Expoente  Mod. A Mod. I-B (C; = C}) Mod I-B (C; =0.2) Percolacao 2D

v 1424001 1.42 4+ 0.02 1.42 + 0.02 2 -1.33..
3 0.150 + 0.003 0.161 = 0.005 0.127 4+ 0.006 3—€ ~ (.138..
vy 2.56£0.02 2.55 = 0.03 2.50 +0.03 2o 238
T 1.97 £0.01 187 ~ 2.0549

9] —

|
‘ Tabela 3.2: Comparacio entre os valores obtidos e dos valores para percolacio
P a 2D.

Para todos os casos estudados obteve-se um valor v = 1.42, superior ao
valor de percolagao. Uma vez que os erros estatisticos estimados subestimam
os verdadeiros erros nao é claro se este comportamento é significativo. Os
valores estimados para os expoentes ( e -y sdo em todos os casos superiores
aos correspondentes valores de percolacao. Os resultados para o Modelo I-B
com C; = 0.2 s@o mais préximos dos valores de percolacao que os outros
casos estudados.

O valor medido 7 = 1.97 para o caso Modelo I-A, merece um comentério
especial. Exprimindo 7 em termos de 3 e 7y e usando os valores medidos para
estes expoentes obtem-se,

7= ~ 2.06, (3.17)

um valor préximo do valor de percolacao. Assim deve entender-se o valor
obtido de 7 = 1.97 como um valor efectivo para sistemas de tamanho finito
e distante do valor assimptético que se espera obter a partir do estudo de
ng na criticalidade para valores de s grandes e de L grandes. Na figura 3.10
a recta a negro tem o declive correspondente a um valor de 7 igual ao da
percolagao a duas dimensces. Uma melhor estatistica para valores grandes
de s assim como o estudo de sistemas maiores pode alterar significativamente
a estimativa de 7 obtida aproximando-a do valor de percolacao.

Em qualquer dos casos estudados nao foi possivel fazer uma estimativa de
R uma vez que nas figuras yL™"/" vs. |z — 2*|L/*nio se observaram rectas
paralelas (com z = ¢ ou x = C; conforme os casos). As rectas para r < z*
tém um declive préximo do valor —7y determinado a partir da dependéncia
de x(z*) em L enquanto para z > z* (no modelo [-A e modelo I-B com
Cr = 0.2) mediu-se um declive com um valor absoluto significativamente
maior. As figuras 3.11, 3.17 e 3.22 mostram um razodvel colapso das curvas
correspondentes a diferentes valores de L. Fste comportamento pode ser
interpretado como a existéncia de correcgoes mais importantes i teoria de
escalonamento em sistemas finitos (FSS) para z > z* que para z < z*.
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No estudo de modelos de gelificagao[12] foram reportados valores de R
que dependem da concentracdo de agentes iniciadores, mas que sao muito
t inferiores aos valores de percolagao, R ~ 200. Recentemente Lee e Jeon[50]
| estudaram modelos de gelificacio com apenas monémeros tetra-funcionais a
| duas dimensoes e encontraram valores dos expoentes criticos e de R inde-
| pendentes da concentracdo de iniciadores e compativeis com os valores de
percolagao. Em particular, atribuiram os diferentes valores referidos na lit-
eratura ao método usado para calcular x: outros autores calculam y (que é
obtido através de uma soma para agregados de tamanho finito) eliminando
do célculo o maior agregado obtido para cada configuracao de um sistema
finito independentemente se se trata ou nao de um agregado percolativo.
Lee e Jeon calculam y de duas formas: com a inclusao do maior agregado
e sem a sua inclusao usando a primeira estimativa para p < p* e a segunda
para p > p*, onde p é a fraccao critica de ligagoes ocupadas no sistema in-
finito e estimada numericamente. O método de célculo usado para obter os
resultados desta tese foi o de determinar sempre se existe ou nao um agre-
gado percolativo, ou seja, um agregado infinito que ligue duas extremidades
opostas da amostra. Este cdlculo é apenas um pouco mais pesado computa-
cionalmente que a determinacao do maior agregado presente no sistema, mas
permite afirmar que os resultados obtidos nao sao afectados pelo tipo de erro
| apontado por Lee e Jeon. ,

Foi sugerido o comportamento ¢° ~ (C)' ™% /4 para a linha de pontos
criticos entre ¢*(C7) € q*(qper) = Gper- O valor obtido d; = 1.74 & inferior
ao valor esperado para a dimensao fractal dos agregados estimada através de
dy =d— /v ~ 1.89 de acordo com os valores de (3 e v obtidos. No préximo
capitulo apresentam-se resultados de medidas directas de d; que fornecem
um valor também superior a 1.74 e préximo de 1.85.

3.6 Modelo I1

No modelo II efectuou-se o estudo de R(Cy, L), x, £ e Py para uma rede
de comprimento L = 100 para fracgoes de agentes iniciadores iguais a 0.10,
0.25, 0.50, 0.75, 0.90. Para cada uma destas fracgoes variou-se o pardmetro
de anisotropia entre 0.01 e 1. O mimero de amostras foi de 500 em qualquer
dos casos. Os resultados obtidos sao apresentados nas figuras 3.24, 3.25, 3.26
e 3.27.

As figuras sugerem a existéncia de um pardmetro de anisotropia critico,
n*, entre o valor 0.3 e 0.4 acima do qual se verifica a formacao de um agregado
peroolativo. A fraccao de amostras percolativas, R, tem um comportamento
surpreendentemente independente do valor da concentragao de agentes ini-
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Figura 3.24: Representacdo de R vs. 7 para concentragoes de agentes inici-
adores de 0.10, 0.25, 0.50, 0.75 e 0.90. L = 100.

Figura 3.25: Representacao de x vs. 7 para concentracoes de agentes inici-
adores de 0.10, 0.25, 0.50, 0.75 e 0.90. L = 100.
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Figura 3.26: Representacao de £ vs. 7 para concentracées de agentes inici-
adores de 0.10, 0.25, 0.50, 0.75 e 0.90. L = 100.
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Figura 3.27: Representacao de Py, vs. n para concentragoes de agentes ini-
ciadores de 0.10, 0.25, 0.50, 0.75 e 0.90. L = 100.
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ciadores, C;. O tamanho médio dos agregados finitos, x , tem um méximo
para um valor de 77 que quase nao depende Cr. O comprimento de correlagao
(distdncia média entre pares de sitios pertencentes ao mesmo agregado fini-
to), &, é independente de C; na regido de baixa anisotropia (n grande). Na
regizo de grande anisotropia (1 pequeno) quer x quer { s3o maiores quanto
mais baixo o valor de C; . Este comportamento pode ser compreendido se
atendermos a que os maiores agregados finitos tém um comprimento maximo
limitado superiormente por C‘I—U , isto €&, pela distdncia média entre agentes
iniciadores na configuracéo inicial que aumenta quando C; diminui.

Para verificar a existénciade efeitos de tamanho finito simularam-se sis-
temas de comprimento L = 200 e L = 400 para C; = 0.5. Observaram-se
efeitos de tamanho finito indicativos de um comportamento critico na regiao
de grande anisotropia. Em particular, o valor méximo de x cresce com L (ver
figura 3.28), e a posigao do maximo 7*¥(L) desloca-se para menores valores
de n & medida que L aumenta. O mesmo comportamento pode ser visto na
varidvel R (ver figura 3.29). O comprimento de correlacdo (ver figura 3.30)
apresenta também efeitos de tamanho finito na regido de grande anisotropia.
Este comportamento sugere que seria interessante um estudo detalhado dos
efeitos de tamanho finito para este modelo que conduzisse ao esclarecimento
das suas propriedades criticas. Em particular importaria saber se existe um
valor critico, n* (para o sistema infinito), diferente de zero, isto é, um valor
do parametro critico correspondente a uma anisotropia finita.

LS & o L=100
1200_‘ A A . L=200
& L=400
1000 <
800 - 4
= 4 sy

Figura 3.28: Representagao de x vs. n. L = 100, 200, 400. C; =05



CAPITULO 3. RESULTADOS:EXPOENTES E PARAMETROS CRITICOS55

- o L=100
B o L =200

o]
, O A L =400
A
0,8 4 o
a
a
06 - i
x D
o
0.4 -}
a
0,2
A
0,0 r
0,0 02

Figura 3.29: Representacao de R vs. 1. L = 100, 200, 400. C; = 0.5
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Figura 3.30: Representagao de ¢ vs. n. L = 100, 200, 400. Cy = 0.5




Capitulo 4

Resultados: Dimensoes fractais

Como foi referido na seccao 2.2.1, pag. 16, as transicoes de fase em sistemas
percolativos sao transicoes de fase geométricas caracterizadas pela formacao
de um agregado “infinito” para valores da varidvel x, que controla o compor-
tamento do sistema, superiores ou iguais a um valor critico, z*. Na criticali-
dade, o agregado percolativo apresenta comportamento fractal caracterizado
por uma dimensao fractal, d; < d, tal que o mimero de sitios pertencentes
ao agregado escalona com o comprimento do sistema como,

N ~ L%, (4.1)

A dimensao fractal do agregado percolativo, ds, estd directamente rela-
cionada com os expoentes criticos do sistema. Qutras sub-estruturas fractais
do agregado percolativo (seccao 2.2.2) apresentam também comportamen-
to fractal: o backbone- dimensao d?, a distdncia quimica- dimensao d; € o
elasticbackbone- dimensao d? . Nao é conhecida uma relacao entre estes ex-
poentes e os expoentes criticos pelo que existe a possibilidade de sistemas
com diferentes valores de d?, d, e d?" apresentarem um mesmo comporta-
mento critico e portanto um mesmo d;. Neste capitulo apresentam-se resul-
tados de medicOes destes expoentes fractais para o modelo I-A. Para isso foi
necessario implementar um algoritmo de identificacao do "backbone” num
agregado percolativo. Foram consideradas varias possibilidades tendo sido
adoptado o algoritmo de "burning” [51] que se discute na seccao seguinte.
Refira-se que outros algoritmos para a identificacdo do "backbone” foram
propostos recentemente [52], [53] e [54]. Estes algoritmos, mais dificeis de
programar, sao mais répidos e exigem menos memdria que o algoritmo de
"burning” podendo ser usados para redes de grandes tamanhos.
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4.1 O algoritmo de ” burning”

Escolhem-se dois sitios P e P , ocupados, em extremidades opostas da rede
e o mais distantes possivels, isto é, o mais perto possivel dos vértices opostos
da diagonal da rede quadrada. O primeiro passo consiste em ”incendiar” o
agregado a partir de P;. No instante ¢; o sitio P, arde e assume o valor de
1. No instante seguinte, t5, todos os sitios ocupados vizinhos de P; ardem
e assumem o valor 2. O procedimento € repetido e desta forma no instante
t;+1 todos os sitios que sejam vizinhos de sitios queimados no instante t; que
nao tenham ainda ardido assumem o valor i + 1. Esta primeira ” queimada”
permite ordenar os sitios no agregado, sendo esta ordem utilizada daqui para
diante. Retirando uma unidade ao valor atribuido a um sitio na primeira
queimada obtem-se a distAncia quimica do sitio ao sitio P;. Para além do or-
denamento esta ”queimada” permite identificar ”ciclos fechados” (”loops”)
- sempre que se tenta incendiar um sitio F; que ja tenha ardido na mesma
unidade de tempo um "ciclo” fecha-se em P;. O segundo passo é incendiar o
agregado percolativo a partir de P, impondo a condigao de que na unidade
de tempo ;1 apenas os sitios que apresentem um valor para o primeiro
passo inferior aos sitios queimados no instante f; sejam incendiados. Esta
condigao faz com que apenas os sitios pertencentes ao ”elasticbackbone” se-
jam queimados, permitindo assim a identificacao dos sitios pertencentes a
esta sub-estrutura fractal. O ”backbone” é obtido a partir do ”elastichback-
bone” através de um processo de crescimento. Este crescimento consiste em
iniciar incéndios partindo dos sitios P; onde os "loops” se fecham no primeiro
passo. Neste terceiro passo, mais uma vez, os sitios que irao arder no instante
t;41 serao apenas os que (na ordenacao da primeira queimada) apresentam
um valor inferior aos sitios queimados em ¢; e ainda aqueles que nao per-
tencem ja ao "backbone” em crescimento. Se o incéndio originado em F;
atingir o ”elasticbackbone” em varios sitios ¢ nao apenas num sitio todos os
sitios queimados a partir de P; sao adicionados ao ”backbone” em crescimen-
to. Este procedimento & repetido para todos os pontos F; até que nao seja
possivel adicionar mais sftios ao "backbone”. Desta forma o backbone fica
identificado.
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Figura 4.1: Representacio de um agregado percolativo para um sistema de
tamanho [ = 512 para uma concentracao de agentes iniciadores C7. A
vermelho encontra-se representado o agregado percolativo (70189 sitios), a
verde o backbone (18651 sitios) e a azul o elasticbackbone (2619 sitios).
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4.2 Resultados

4.2.1 Dimensoes fractais do agregado percolativo, do
backbone e do elasticbackbone

O método de burning foi aplicado a agregados percolativos obtidos através
do modelo [-A para sistemas de tamanho igual a 32, 64, 96, 128, 256, 360
tendo-se uma dimensao fractal, d, para o agregado percolativo de 1.86+0.01,
para o backbone uma dimensao fractal dj? igual a 1.65 £ 0.01 e para o "elas-
ticbackbone” uma dimenséo fractal df igual a 1.136 & 0.004. A represen-
tacao log — log do niimero de sitios do agregado percolativo, Ne, do ntimero
de sitios do "backbone”, Np, e do nimero de sitios pertencentes ao ”elas-
ticbackbone”, Nz, em funcao do tamanho dos sistemas é apresentada na
figura 4.2.

log L

Figura 4.2: Representacao log —log de Ny vs. L, Ng vs. L, Ng vs. L.

4.2.2 Dimensao quimica

A determinacao da dimensdo quimica d,, foi feita a partir da representacao
log —log da distancia quimica £ entre sitios do agregado percolativo em
funcio da distincia aérea r (definicdes na secgdo 2.2.1). A representacao
gréfica correspondente é apresentada na figura 4.3.

Segundo a equacio 2.11 o declive da melhor recta da figura 4.3 represen-
tard o valor de dp;,. Como dyin = %‘:- (equacdo (2.12)) a dimensao quimica é
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dada por,
dy
dmin l
O valor de dym obtido foi de 1.144 4+ 0.003 e assim, usando a equagao
(4.2), tem-se d; = 1.63 £ 0.01.

dy =

(4.2)

o L =360
L =256

3,04

2,5+
2,0

1,54

"

&

0,5+ ;-r’u’

0.0/. e

r T T T
0,0 05 1.0 1,5 20 25
logr

log /

Figura 4.3: Representacao log —log de £ vs. 7.

4.3 Discussao dos resultados

Comparando a dimensdo fractal obtida, 1.86 & 0.01, directamente com a
dimensao fractal obtida pela equacao (2.8) usando os valores de § e v para
o modelo I-A (tabela 3.2), 1.89 % 0.05, verifica-se que existe uma diferenca
pouco significativa que se encontra dentro das margens de erro. Este valor é
também muito préximo do valor conhecido para percolagao a duas dimensoes,
d; = % ~ 1.896.

A dimensao fractal do backbone, d? = 1.65 + 0.01, apresenta um valor
préximo (dentro da margem de erro) do valor obtido por Herrmann et al.[51]
para a percolacao a duas dimensées e que ¢ igual a 1.60 % 0.05 e ainda mais
préximo do valor de Moukarzel [52] 1.65 & 0.005.

O valor medido da dimensao fractal do ”elasticbackbone” , d? et ] 100 o
0.004, pode ser comparado com o obtido por Herrmann et al.[51] para per-

colagao a duas dimensdes, d¥ = 1.10 +0.05.



CAPITULO 4. RESULTADOS: DIMENSOES FRACTAIS 61

O valor obtido para dpm = 1.144 £ 0.003 estd também préximo do valor

obtido numericamente para percolacao a duas dimensoes, dp, = 1.134+0.004
(ver [39]).
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Capitulo 5 |

Nesta tese estudaram-se numericamente modelos de crescimento de estru-
turas geométricas com origem no movimento aleatério de particulas. Os mod-
elos foram definidos em redes quadradas bidimensionais sendo o processo de
crescimento determinado por mecamsmos cinéticos estocdsticos. No instante
inicial é introduzida uma concentracao C de agentes iniciadores em sitios da ‘
rede escolhidos aleatoriamente. Fstes agentes iniciadores deslocam-se com
um movimento aleatério simétrico (sem retorno imediato) sendo aniquilados |
sempre que visitam um sitio anteriormente visitado. Fstudaram-se dois mod-
elos: No modelo I considerou-se que dois sitios ocupados vizinhos pertencem a
uma mesmo agregado independentemente da ligacao existente entre eles estar
ou nao ocupada. No Modelo IT usou-se um diferente critério de conectividade
considerando que dois sitios ocupados pertencem a um mesmo agregado se
existir uma trajectéria de ligacoes (e sitios) ocupadas que os unem. Neste
modelo foi introduzido um parametro adicional, 7, que controla o grau de
anisotropia no movimento dos agentes iniciadores. No caso isotrépico o mod-
elo IT tem exactamente a mesma dindmica que o modelo I, mas umn diferente
critério de conectividade. |
Para o Modelo I-A, estudaram-se as propriedades das configuracoes atingi-
das apés todos os agentes iniciadores terem sido eliminados em funcao da con-
centracao de agentes iniciadores . Verificou-se a existéncia de comportamento
critico, caracterizado pela formacao de um agregado percolativo, para uma
fraccao de agentes iniciadores C; igual a 0.09828 £ 0.00002 para um sistema
infinito. Préximo de Cf, a probabilidade de um sitio pertencer ao agregado
percolativo, Pa,, 0 tamanho médio dos agregados finitos, x, e o comprimento
de correlagao, £, apresentam um comportamento segundo leis de poténcia
com expoentes 3 = 0.150 & 0.003, v = 2.56 £ 0.02 e v = 1.42 £ 0.01.
Estes valores dos expoentes sao sistematicamente superiores, mas prox-
imos, dos valores de percolacio (ver tabela 3.2) e verificam em boa aprox-
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imacao a relagio de hiper-escala, (2.45). Nao foi possivel medir a razio R
entre as constantes de proprcionalidade de y, abaixo ¢ acima da criticalidade
uma vez que embora a lei de escalonamento em sistemas finitos prevista
para x (equacio (2.51) ) fosse seguida pelos resultados obtidos observaram-
se declives diferentes para valores grandes da varidvel de escalonamento
|C; — C;|LYY acima e abaixo de Ct. Em particular a curva para C; > Cf
apresentou um declive significativamente superior ao da curva para C; < C}.
O valor deste tiltimo declive era o esperado com base no valor do expoente
Y =2.56+0.02 a partir do comportamento de X na criticalidade. Este com-
portamento foi interpretado como a existéncia de fortes correcgoes a teoria de
escalonamento em sistemas finitos para C; > C} que exigiriam o estudo de
sistemas de maior tamanho. Estudou-se também a estatistica de agregados,
ng, na criticalidade procurando medir o expoente critico, 7. Obteve-se um
valor inferior ao esperado com base na relacio (3.17) o que foi atribuido a
deficiente estatistica e a tamanhos de sistema insuficientes. Foram estudadas
as propriedades fractais do agregado percolativo na criticalidade e das suas
sub-estruturas que foram identificadas recorrendo a0 algoritmo de "burning”.
Os resultados foram apresentados no capitulo 4: Para o agregado percolativo
obteve-se uma dimenséo fractal d 5 = 1.86 £0.01; para o backbone obteve-se
uma dimensao fractal, d? = 1.65+0.0; para o elastichackbone uma dimenssio
fractal df = 1.136 + 0.004. Para a dimensio quimica, o valor obtido para
dy = 1.63 + 0.01. Estes valores sio muito préximos dos valores conhecidos
na literatura para percolacio.

O modelo I foi também estudado do ponto de vista cinético - estudo des-
ignado por Modelo I-B. Neste caso considera-se o comportamento do sistema
em funcao da fraccio de sitios ocupados, q. Estudaram-se duas concentragoes
de agentes iniciadores, C; = CF ¢ C; = 0.2. No primeiro caso obteve-se
um comportamento critico para ¢* = 0.4683 + 0.0002 enquanto no segundo
obteve-se ¢* = 0.5179 £ 0.0001. O expoente v obtido foi idéntico ao obti-
do no modelo I-A, v = 1.42 + 0.02 e superior ao esperado para percolacio,
1.33.... Para C; = 0.2 os expoentes medidos 3 e ¥ sao um pouco inferiores
aos obtidos no Modelol-A e no caso Cr = C e mais préximos dos valores de
percolagao. Também no estudo modelo I-B nio foi possivel fazer estimativas
de R. Estes resultados sao globalmente compativeis com um comportamento
da classe de universalidade de percolacio bidimensional.

Forneceu-se um argumento para a variacao da fraccao critica de sitios
ocupados com a concentracao de miciadores, Cr , segundo a expressao, ¢* ~
(C1)'~%"® . Esta linha deve unir o ponto no plano Cy — g, C7 = 0.09828 +

0.00002, ¢* = 0.4683 4 0.0002 ao ponto Ct = ¢, =0.5027.... A estimativa

dy = 1.74 & inferior ao valor medido da dimensio fractal dos agregados
percolativos criticos, um valor préximo de 1.85.




CAPITULO 5. CONCLUSOES 64

Para o modelo IT nao foi possivel, por limitacoes de tempo, efectuar um
estudo do comportamento critico e dos efeitos de tamanho finito como para
o modelo [. Foram estudados sistemas com diversas concentracoes de agentes
iniciadores e um comprimento [, = 100. Os resultados obtidos sugerem a
existéncia de pardmetro critico de anisotropia, * com um valor entre 0.3
e 0.4, que quase nao depende da concentragao de agentes iniciadores, Cj.
A quantidade y apresenta um méximo como fungao de 7 nesta regido. Na
regiao de grande anisotropia (n pequeno) quer y quer { s3o maiores quan-
to mais baixo o valor de C; . Fste comportamento foi mterpretado como
consequéncia do limite superior do tamanho dos agregados finitos imposto
pela distancia entre agentes iniciadores na configuracao inicial. Para uma,
concentracao de agentes iniciadores C; = 0.5 estudaram-se sistemas de com-
primento, L = 100,200 e 400, tendo sido observados efeitos de tamanho
finito na regido de grande anisotropia. Fste comportamento sugere que seria
interessante um estudo detalhado das propriedades criticas do modelo.
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Apéndice A

Resultados brutos

A.1 Caso Modelo I-A

Os gréficos apresentados nas figuras A.1, A.2, A.3, A4 e A5 foram obtidos
a partir do célculo dos valores médios em que foi considerado um nimero de
amostras igual ou superior a 2000 para sistemas de comprimento inferior a
L = 2048 e de 1000 para o sistema com este comprimento.

L=2048
L=1706
o L=1365
> L=1024
L=512

10000

=
1000 o

100 -

Figura A.1: Representacio da susceptibilidade em funcio da concentracio
de agentes iniciadores (escala semi-logaritmica) para redes de comprimento
L =512, 1024, 1365, 1706 e 2048.
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o | =2048
L=1706
L =1365
L =1024
L=512
L =256

+ 0 4 p O

10 '

Figura A.2: Representacao do comprimento de correlagio em fungio da con-
centracao de agentes iniciadores (escala semi-logaritmica) para redes de com-
primento L = 256, 512, 1024, 1365, 1706 e 2048.
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Figura A.3: Representacao da fracgao de sitios pertencentes ao agregado em
funcio da concentragio de agentes iniciadores para redes de comprimento
L = 256, 512, 1024, 1365, 1706 e 2048.
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Figura A.4: Representacdo da probabilidade de percolacao em funcao da
concentracao de agentes iniciadores para redes de comprimento L = 256,
512, 1024, 1365, 1706 e 2048.
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Figura A.5: Representagao da derivada @é%) em funcao da concentragao

de agentes iniciadores para redes de comprimento [ = 512, 1024, 1365, 1706
e 2048.
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A.2 Caso Modelo I-B com () = Cj

Os grélicos apresentados nas figuras A.6, A.7, A.8 e A.9 foram obtidos a
partir do célculo dos valores médios em que foi considerado um nimero de
amostras igual a 500 para os agregados de maior tamanho e 1000 para os
sistemas de comprimento menor.

Figura A.6: Representacgao de x vs. ¢ (escala semi-logaritmica) para L = 256,
512, 1024, 1356, 1765, 2048.C; = C}

A.3 Caso Modelo I-B com C; = 0.2

Os graficos apresentados nas figuras A.11, A.12, A.13 e A.10 foram obtidos
a partir do célculo dos valores médios em que foi considerado um mimero de
amostras igual a 2000 (L = 1024), 950 (L = 1536), 200 (L = 2048) e superior
a 2000 para os restantes sistemas.
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o L =2048

100

T

Figura A.7: Representacao de £ vs. g (escala semi-logarftmica) para I = 256,
512, 1024, 1356, 1765, 2048.C; = C;
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Figura A.8: Representagdo de F,, vs. q para L = 64, 128, 256, 512, 1024,
1356, 1765, 2048. C; = C;
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Figura A.9: Representagio de R(p,L) vs. p para L = 64, 128, 256, 512,

1024, 1536, 1765, 2048.C; = O

9,6 5
B L=128
0,4+ o L=258
. A L=§12
a v L=1024
o L=1536
0,24 v L=2048
0.0 T .

0.4 06 ' 06

Figura A.10: Representacio de F., vs. g para L = 64, 128, 256, 512, 1024,

1356, 1765, 2048. C; =0.2
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Figura A.11: Representagao de R(q, L) vs. q para L = 128, 256, 512, 1024,

1536, 2048. C; = 0.2

Figura A.12: Representacdo de x vs. ¢ (escala semi-logaritmica) para L =

128, 256, 512, 1024, 1536, 2048. Cf = 0.2
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Figura A.13: Representacao de £ vs. p para L = 128, 256, 512, 1024, 1536,
2048. C; = 0.2
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