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Resumo

O objectivo desta dissertacao ¢ estudar a questdo da admissibilidade no contexto
dos sistemas dindmicos discretos reversiveis.

A defini¢ao de reversibilidade é apresentada apelando & intui¢do geométrica do
conceito com alguns exemplos de retratos de fase.

Seguidamente, sao descritos dois resultados que, embora néio facam parte do assunto
central desta tese, sdo fundamentais nas aplicagoes feitas em R e R? (Lamb e Nicol
[1998]).

A parte central da tese, a quinta seccao, trata da questio da admissibilidade. O
objectivo & obter condigbes necessdrias e suficientes para que subgrupos 3, de um
qualquer grupo I' C @(n), possuam um atractor invariante por X (i.e., E-simétrico), de
uma aplicagao I'-reversivel. Para tal segue-se o percurso ja efectuado para o caso equi-
variante: o resultado obtido é precisamente o andlogo ao apresentado por Melbourne
et al. [1993], quando I' ¢ finito. Este estudo foi efectuado em Lamb e Nicol [1998] e
reformulado por nds nesta dissertacao.

As condigoes obtidas sdo apenas necessdrias: a hipétese de reversibilidade impde
certas restrigoes que impedem a total analogia ao caso equivariante.

Por fim, discute-se a ligagdo da questao da admissibilidade a outros conceitos desen-
volvidos recentemente, nomeadamente, simetrias escondidas e detectives de simetrias

de atractores e, além disso, ¢ introduzida uma tentativa de reformulagio da questio

da admissibilidade.

Palavras Chave: Sistemas Dindmicos Equivariantes; Sistemas Dinimicos Reversiveis;

Simetrias; Anti-Simetrias; Subgrupos Admissiveis.




| Abstract

The main goal of this dissertation is to study the question of admissibility in the
context of reversible discrete dynamical systems.

We introduce the definition of reversibility making use of geometric intuition with
some phase portraits.

Afterwards, we describe two results which are fundamental in the construction of
examples in R and R?* (Lamb and Nicol [1998]), although they do not belong to the
main part of this dissertation.

The main section, section five, deals with the question of admissibility. We secek
necessary and sufficient conditions on the subgroups X of T' for a I'-reversible map to
have a X-invariant attractor. The result obtained for the reversible problem is similar
to that established by Melbourne et al [1993], when T is finite, in the equivariant
setting. Most of the results presented here can be found in Lamb and Nicol [1998]. We
have re-stated and given alternative proofs to some of the results.

The conditions obtained are only necessary: the reversibility assumption prevents

a complete similarity with the equivariant case.

In the end, we discuss the connection between the issue of admissibility and other
recently developed concepts, namely, hidden symmetries and detectives of symmetries

of attractors. Morcover, we attempt to reformulate the question of admissibility.

Key words and phrases: Equivariant Dynamical Systems; Reversible Dynamical Sys-

tems; Symmetries; Reversing Symmetries; Admissible Subgroups.
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? 1 Introducao

Muitos sistemas dindmicos apresentam (anti)simetrias que facilitam o seu estudo e sio, |

além disso, a causa de alguns fendmenos dinAmicos.
Antes de introduzir a definicdo formal de anti-simetria consideremos um exemplo

que permite uma melhor visualizagao do efeito causado pela existéncia de uma anti-

|
\
‘ -simetria.
| Consideremos um péndulo ideal, i.e., sem atritos. Se o largarmos de uma posicio
suficientemente afastada do ponto de equilfbrio, observamos que o péndulo oscila eter-
namente & volta dessa mesma posi¢ao. Suponhamos que durante algum tempo fil-
mamos o fenémeno e que mais tarde, possuidores de um aparelho de video, conseguimos
reproduzi-lo em sentido inverso a mesma velocidade da funcio “play”. Quem estiver
a observar, sem qualquer conhecimento da direc¢ao da reproducio, nio vai conseguir
distinguir as situagoes: se estamos a observar o fenémeno natural ou reproduzido a
“andar para tras”. Diz-se entao que o sistema é reversivel no tempo.

Informalmente, simetrias enviam trajectérias em trajectérias enquanto anti-simetrias
enviam trajectdérias em trajectdrias percorridas em sentido contrario, i.e., revertendo o
tempo.

Nas figuras 1, 2 e 3 estio ilustrados trés exemplos de retratos de fase de sistemas

com anti-simetrias.

Figura 1: Note-se que uma reflexiio em qualquer recta que passe pela origem é uma anti-simetria.




¥

Figura 2: Pontos atractores sdo enviados em repulsores e vice-versa pela rotacio de 90 graus (anti-

-simetria).

Figura 3: Neste exemplo surge o fendmeno “catéstrofe do céu azul” descrito por Devaney [1977]:
para wm campo de vectores reversivel, com uma érbita homoclinica simétrica (i.e. invariante) relativa-
mente & anti-simetria existe, numa sua vizinhanca, uma familia a um paradmetro de drbitas periédicas

simétricas cujos periodos tendem para infinito & medida que se aproximam da érbita homoclinica.



Esta tese estd organizada da seguinte forma. A sec¢io seguinte trata do conceito de
(anti)simetria e de algumas propriedades bdsicas do grupo de simetrias generalizado.

Na secgao 3 apresenta-se o teorema da decomposi¢ao como foi feito em Lamb [1992].
Descreve-se ainda um método para encontrar todas as 6rbitas periédicas simétricas
relativas a uma dada anti-simetria, na seccao 4.

A secgao 5, que é a parte central desta tese, estd dividida do seguinte modo. Nas trés
primeiras subsecgoes sao apresentados todos os resultados intervenientes nas demons-
tragoes da subseccao 4.

Na subsecgao 4 descrevem-se os resultados apresentados em Lamb e Nicol [1998].
E ainda feita uma descrigao das construgoes feitas em R e em R? e dos problemas em
aberto, na subsecgao 5.

Por fim, na subsecgao 6, tentamos explicar por que motivo, em nossa opinido, a
questao da admissibilidade assim formulada é insuficiente do ponto de vista da investi-
gacao e ainda como surgem as simetrias escondides e os detectives de simetrias neste

contexto.

Os resultados nao referenciados, tanto quanto sabemos, sao originais.

2 Definicoes e conceitos basicos
De forma a introduzir formalmente o conceito de (anti)simetria, consideremos uma
familia, a um parametro, de difeomorfismos @, : 0 — € tais que,

(I)tl O (I)tz = (Dt1+52, tE R (Ou Z)

Seja S 1 2 — @ uma fungdo (homeomorfismo, difeomorfismo, ete., consoante o

contexto). Diz-se que S é uma simnetria de @, se
(I)fOS:SO(I)t Vt. (].)

Seja N : @ — € uma fungdo (homeomorfismo, difeomorfismo, etc., consoante o

contexto). Diz-se que N é uma anti-simetria de ®, se,

(I)f; oN = NC)@_t Vf,. (2)



5 ~ t

Se o tempo for discreto, entdo &; = (91)",Viez, onde ®; representa o operador
evolugao de um sistema dindmico discreto.

Se o tempo for continuo entdo (®;),  representa o fluxo de um campo de vectores

F e N é uma anti-simetria de & = F(z) sse

d(Nzx)
=—F(N
. (Na),
e S é simetria sse
d(Sz)
= F(SE],
dt )
Comentdrio 1 Se Nz for solugao de & = —F(z) entdo a sua trajectdria corresponde

a uma trajectoria de & = F(x) percorrida em sentido contrdrio, pois o campo de ve-

locidades é o simélrico!

As (anti)simetrias de um sistema dindmico formam um grupo com a operacio com-
posicao, supondo que escolhemos aquelas que admitem inversa. Define-se o grupo de
stmetria generalizado, ¥, como sendo o conjunto ¥, U X_, munido da operacao com-
posigao, onde X, é o conjunto das simetrias ¢ X ¢ o conjunto das anti-simetrias. A

partir das defini¢oes (1) e (2) conclui-se que:

w € L, YED, = pohe L, (3)
w € Yy, YpEeEX_=popeX_ (4)
p € L ,YEXN_=poyp e, (5)
p € Ti=>p e, (6)

Como id € ¥4, o conjunto ¥, forma um subgrupo de ¥ enquanto ¥_ nao. Além
disso, verifica-se facilmente que £ <1 X, logo podemos definir o grupo quociente /3.
Do simples facto P = N(N~'P) e das propriedades (3) a (6) podemos concluir que
Y/E, =~ Zy. Estes factos sio trivialmente vdlidos para qualquer A subgrupo de 3. E
se tivermos A = Ay U dA,, para alguma anti-simetria ¢ entdo podemos admitir que

Y =X, U6X. supondo assim que a anti-simetria que gera A_ é a mesma que gera > _.

10



3 Teorema da decomposicao de difeomorfismos

3.1 Construcao de um subgrupo de simetria

Para obter uma decomposicao de difeomorfismos é necessdrio introduzir alguma ferra-

menta algébrica, nomeadamente os seguintes grupos:
¢ Ri=(agb:a?=0; a*=¢: ()" =2)
€ By =Rr=abid'=0FiiF =i}
8 R=R,={da,b:a® =5
Proposicao 1 (Lamb [1992]) L', L sio simetrias de L.

dem. E 6bvio que L comuta com L ¢ que LL™' = L™'L. m

Proposicao 2 (Lamb [1992]) Scja N € %3 ¢ L o operador de evolucio de um sistema

dindmico discreto. Seja ainda T = N o L. Entao,
o se N for de ordem 2k e L de ordem m, ter-se- (N,T) ~ RT:;
o se N for de ordem 2k e L de ordem infinita, ter-se-4 (N, T) ~ Ry;
e se N e L forem de ordem infinita, ter-se-a (N,T) ~ R.

dem. Basta provar que 7% = N e identificar T com b e N com a nas representacoes
dadas acima. Ora,
T?*=(NoL)?=NoLoNoL=NoLo(N'oN%oLo(N2oN?%=
=(NoLoN1o(N*oLoN2?)oN?=L"1c(NoLloN1!)oN?=
=L 'oLoN?’=N2nm

Na proposi¢ao anterior sé sao consideradas anti-simetrias de ordem par. De facto,
a dindmica de um operador que admite uma anti-simetria de ordem fmpar é trivial,

como mostra o resultado seguinte.

11



Proposicdo 3 (Lamb [1992]) Se L admite uma anti-simetria de ordem fmpar entio L

é uma involucdo (i.e. L* =id ).

dem. Seja N uma anti-simetria tal que N%**! = jd. Entéo,
LoN=NoL1=NYeloN=L3
Se multiplicarmos ambos 0s membros desta expressao por N ' & esquerda e por N
A direita obtemos a seguinte igualdade, N 20 Lo N2 = N"'o /1o N = L. Tterando
este processo p vezes temos que, NP o L o NP = L7 onde ¢, vale 1 quando p é par e

-1 quando p é fmpar. Assim parap=2k+ 1,saique L=L""'. m

Na tentativa de obter resultados andlogos para o caso continuo estabeleci as proposi-
coes 4, 5 e 6 e formulo uma hipdtese (conjectura 8) para um caso especial de campos
de vectores. Da discussao abaixo deve ficar bem clara a dificuldade que se encontra

quando se passa do caso discreto para o caso continuo.

Proposicao 4 Seja & = Ax com A linear. Entdo, A, A7, —A, —A~", sdo simetrias

de A.

_lﬂ','
dem. A ésimetria porque 9% = Az = A(Az) . E, para A~! temos que, e =),

=A"'s = A1 (Az) =z = A(A 'z). Os restantes casos sdo andlogos. m

Proposigao 5 Supondo as condig¢des do resultado anterior, se B e C forem (anti)si-

metrias lineares de & = Ax entdo B + C serd também uma (anti)simetria linear.

dem. Sejam B e C duas simetrias. Entdo, ¢ (B;rtc)m) =(B+C)i=Bz+Ci=
= B (Az) + C (Az) = A(Bz) + A(Cz) = A((B + C)z). Se B e C forem anti-simetrias

a demonstracao é andloga. m

Proposigao 6 Seja B uwma (anti)simetria linear de & = Az + g(z) com A linear e g

nao linear. Entdo, B (anti)comuta com A sse (anti)comuta com g.

dem. A(Bz)+ g(Bz) = P2 = Bi = B(Az + g(z)) = B(Az) + B(g(z)) <
& A(Bz) — B(Az) = B(g(z)) — g(B(z)). Obviamente que o primeiro membro da

igualdade & nulo sse o segundo o for. O outro caso decorre dos mesmos calculos. m

12



Este ultimo resultado salienta a relagio entre (anti)simetrias e (anti)comutadores,
no caso linear. E ébvio que, considerar somente os campos de vectores lineares é muito
restritivo. No entanto, tomar apenas simetrias lineares é razodvel dado o seguinte
resultado:  (ver Bourbaki [1960]) “todo o grupo de Lie compacto & topologicamente
isomorfo a um grupo de Lie linear.”

Consideremos entao o seguinte resultado:

Proposicao 7 (Lamb [1993]) Suponhamos que © = Fx possui uma simetria U. Entdo,
§ = Fy com F = (dT | y)"'F(Ty) tem a simetria T-'UT, se y = Tx (T difeo-

morfismo).

Com este tltimo resultado podemos construir exemplos de campos de vectores nao
lineares com qualquer simetria linear A partindo da EDO # = Az e fazendo uma
transformacao do tipo y = Tz sendo T um difeomorfismo.

O teorema de Poincaré (ver Arnold [1983]) garante que a equagio & = Az + ...
(série formal de poténcias), quando os valores préprios de A sdo nao ressonantes, pode-
-se reduzir, através de uma mudanca de coordenadas do tipo z = y + ... , & equacao
7 = Ay. Ora se a mudanca de coordenadas for invertivel, pela Proposi¢io 7 podemos

garantir que ¢ = Az + ... tem uma simetria.

Conjectura 8 Tomando as hipdteses referidas no teorema de Poincaré, independen-

temente de T' ser mwvertivel, & = Az + ... tem simetrias em “grandes” partes do espaco

de fase.

Acredito que assim seja, dado que z = y + ... aparenta ter “grandes” domifnios de
injectividade.
Vejamos que para o caso continuo, a existéncia de uma anti-simetria de ordem

fmpar enfraquece ainda mais a dindmica.

Proposicao 9 (Lamb [1993]) Seja & = Fx um campo de vectores com wma anti-si-

metria N tal que N**! = id. Entio F = 0.

13




dem. Obviamente que todos os resultados referidos para o caso discreto sio tam-
bém viélidos para Ly, o operador tempo-t dum sistema dindmico continuo. Logo L? = id

Vt € R pela Proposicao 3. Mas, L; = Lf/z =id.

3.2 Teorema da decomposicao

Teorema 10 (Lamb [1992]) Seja L um operador de evolu¢io, nao trivial com anti-
-siretria N. Entdo L = Ao B com B? o A% = id.

E, se N for de ordem 2k (k=1,... ,00), 0 mesmo acontece a A e B.

dem. Sejam L um operador de evolu¢io uma simetria e N uma anti-simetria.
Tem-se, L =N""c NoL= N""oT. Pela Proposi¢io 2, (N, T) ~ R ou Ry, ou R.
Em qualquer dos casos N2 =7T? & N~20T? =id. Bastatomar A=N"'eB=T.

As ordens de A e B dependem dos casos na Proposi¢io 2. m

Proposigao 11 (Lamb [1992]) Euxiste um subgrupo de Ry, isomorfo a Ry, onde
Sk =2'3"....

Proposicao 12 (Lamb [1992]) Um grupo Ry ndo possui nenhum subgrupo isomorfo a
R quando 2k < 2°.

Teorema 13 (da decomposicao-Lamb [1992]) Todo o operador de evolugdo L, ndo tri-

vial com wma anti-simetria, é decomponivel no produto de duas funcoes de ordem 2'

(I=1,...,0¢), t.e., L = KoK com K3K? = id.

dem. Dada uma anti-simetria N de ordem 2k, N*/2'é também uma anti-simetria
de ordem 2', pois 2k/2" & fmpar. Basta entiio usar o raciocinio do Teorema 10 para
obter a decomposicao. Quanto & ordem de Ky e de K; usa-se a Proposicao 11. O

subgrupo referido na Proposicio 11 é gerado por N%/2' ¢ por T2*/?' onde T = No L. m

A Proposi¢ao 12 garante que cada decomposicio, no sentido do Teorema 13, &
irredutivel. Por exemplo, a existéncia de uma anti-simetria de ordem 4 impede a

existéncia de uma anti-simetria de ordem 2 porque 4 = 2%. No entanto, a decomposicio

14



nao ¢, de forma alguma, tnica, no sentido de que anti-simetrias independentes dio

decomposicoes independentes da mesma ordem ou nao.

Comentdrio 2 De facto, o teorema da decomposi¢io é uma equivaléncia, jd que, qual-

quer L = K1 Ky com K§K; = id é reverstvel:
KL =K K Ky=KK:K;' = Kt = LK,

(é necessdrio notar que KGK3? =id é equivalente a K}K3 =id e que L™, K;' e K[!

existem,).

Exemplo de aplicagao: grupo de simetria generalizado gerado por uma

rotagao e uma reflexao

O teorema da decomposicao fornece um método para construir sistemas dinidmicos
discretos que possuem uma qualquer anti-simetria.

Para construir um exemplo que tenha R, /s, rotacao de 90°, como anti-simetria,
basta usar o teorema da decomposigao e escrever L = R;;0A em que (R7T /2)2 0A? =id,
i.e., A2 = —id.

Podemos ainda acrescentar M, , reflexao no eixo do zz, como simetria de L. Sendo
assim Fp/y o M, ¢ uma anti-simetria e, portanto podemos usar o teorema novamente,
escrevendo L = Ry 0 M, o B com B? = id, jA que (Rﬂ-/g o 17\/1;)2 = 1d.

Como L = Ry/2 0 A e A* = —id temos,

(M, o B)? = —id. (7)

Além disso, —id = R, = (waz)g ¢ uma simetria de L, logo L o (—id) = —L.
Obviamente R, comuta com R,/ e com M, . Entdo, também tem que comutar com
B, pois B = Mo R;/lg o L (note-se que A comuta com B sse A comuta com B!).

Logo,
Bo(—id) = —B. (8)
Como M, & simetria de L e M, o R,y = —R, /5 0 M, tem-se que,

BoM,=—-M,oB. (9)

15
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Existe uma solucao linear para as condi¢oes anteriores: M,,, reflexio na recta y = .
Mas podemos procurar uma solugao nao linear a partir de M,,.

Seja B = C o M, o C!. Para que B seja uma solugio nao linear, C' nao pode ser
linear e nao pode comutar com M, mas tem que comutar com —id e com M, para
que se verifiquem as condigoes (8) e (9).

Com poucos cdlculos verifica-se facilmente que as fungdes do tipo Cf(z,y) =
= (zp(y), —y) com p(y) = p(—y) satisfazem as igualdades.

Construimos, assim, um exemplo de um operador nio linear com um grupo de

Esta ltima condi¢ao juntamente com o facto de que B* = id, implicam a condicao
;
simetria generalizado gerado por uma rotacdo (R,/2) e uma reflexio (M,) .

4 Orbitas periddicas simétricas

Seja L uma aplicacao invertivel em 2 (R", ...). Consideremos o sistema dinamico gerado

por L. Para zp € Q (R™,...), defina-se a drbita de zy, como sendo o conjunto
Ozg) ={z € Q:2=L"z, me Z}.

Seja ¥ o grupo de simetrias (generalizado) de L. Define-se o subgrupo de isotropia
de O(zo), Lo(ay), como sendo o subgrupo de I, dos elementos ¢ € ¥ que fixam O(z),
i.e., 00(xzq) = O(xp). Define-se analogamente subgrupo de isotropia de x.

Uma 6rbita O(xz) diz-se simétrica em relagio a R se R € Ly(.,). Subgrupos de

isotropia de elementos da mesma érbita sao conjugados:
ELNLIU — LmszLfﬂ'LJ m E Z.

No caso em que ¥,, é gerado por r simetrias, entdo Lo(z,) = Sz, Porque se R for
simetria, entao KoL = Lo R.

Quando X, = (Mi,... ,M,,N), onde NeX_, tem-se que Xpmy, =
=(My,... ,M,,L*" o N) e vice-versa. Pois se N € £_NX,, entdo,

L?™ o N) (L™z) = L™ (N o L™z = L™ (L ™oNzx = L™z
( ) ( 0) ( 0) (Nez_) ( 0) (NEDyy) "
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Reciprocamente,
(L2m‘ o) N) s e L™ty =LMmo N o LPup =8¢ = Nig = xy.

Para simetrias ¢ trivial ver que M € X, <& M € Xpm,,. Assim, nestes casos

particulares, conclui-se que se pode conhecer Y,y conhecendo apenas ¥, .
Proposicao 14 (Lamb e Quispel [1994]) (L} é um subgrupo normal de ¥. Além disso,
L0(e) = (L) * Dy (10)
O produto * é semi-directo sse O(xq) for uma érbita nio periddica.

dem. Seja S € Yo(,). Entdo zy é enviado por S noutro elemento de O(zg), ou

seja,
Sag =L ag= 1" (ng) =g = P o S € Lo

Logp Se== 1, ™ (LmS). Isto mostra que (10) é vélido.
g €{L) EXqy
Tem-se (L) 4 Xp(y, pois se U € T entéo UL™U ! = L¥FUU ! = L™, ou seja,

U(LYU™' = (L).
O produto * & semi-directo (ver apéndice 6.1) sse ¥, N (L) = id. Isto acontece sse
L™zg # 20 Ymezy (o}, OU seja, O(zg) & nao periddica. m

Na medida do possivel conseguiu-se caracterizar Y0(ze) €m fungdo de X,,. Vamos
agora ver até que ponto a existéncia de uma anti-simetria pode influenciar a existéncia
de drbitas (periédicas) simétricas.

Antes de mais hd que definir o conjunto dos pontos fizos de uma aplicacao f, como

sendo
Pig(f) ={w a@ : fiz] = z}.
Lema 15 (Lamb e Quispel [1994]) S € Xp(1) < Tmez : To € Fiz(L™o §),

Lema 16 (Lamb e Quispel [1994]) O(xq) é periddica (de periodo p) e S € S sse
existem m,n € Z tais que xy € Fiz(L™ o §) N Fiz(L™ o S) e nesse caso tem-se

necessariamente que m — n = 0(mod p).
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Teorema 17 (Lamb e Roberts [1997]) Seja N € ¥_ e L invertivel .

(a) O(zo) é simétrica em relagdo a N sse O(zg) intersectar Fiz(N)U Fiz(Lo N). E,
nesse caso, O(xy) intersecta Fiz(N) U Fiz(Lo N) em ndo mais de dois pontos.

Além disso O(xg) C Fiz(N?).

(b) O(xg) ¢é simétrica em relagio a N ¢ periddica (sem ser ponto fizo) sse O(xq)

intersectar Fiz(N)U Fiz(L o N) em precisamente dois pontos. E, além disso,

(b1) O(xo) tem periodo 2p sse existiry € O(zg) tal quey € Fiz(N)NLP(Fiz (N))
ouy € Fix(Lo N)N LP(Fiz (L o N)).
[Neste caso os dois pontos estao em Fiz(N) ou em Fiz(Lo N)]

(b2) O(xg) tem periodo 2p + 1 sse existir y € O(zq) tal que y € Fiz(N)N
NLP(Fiz (L o N)).
[Neste caso pode-se ainda dizer que O(xg) tem periodo fmpar sse intersectar

Fiz(N) e Fiz(Lo N)J
Obs: As provas dos trés ltimos resultados encontram-se em apéndice.
Exemplo de aplicagao:

Vamos considerar L(z,y) = (—y, z) com anti-simetria N(z,y) = (y, z).
Utilizando o teorema anterior vamos encontrar todas as érbitas periddicas em re-

lagao a N. Antes de mais note-se que o tinico ponto fixo de L ¢ (0,0).

e Para encontrar todas as drbitas de periodo 2 temos que calcular os conjuntos

Fiz(N)N L(Fiz (N)) e Fiz(Lo N) N L(Fiz (L o N)).

Ora , N(z,y) = (y,z) = (z,y) & z =y. Logo, Fiz(N) = {(z,y) e R? : y = z}.

E, L(z,z) = (—z,2) = L(Fiz (N)) = {(z,y) € R*: y = —z}.

Mas, Fiz(N) N L(Fiz (N)) = {(0,0)}.

Além disso, L(N(z,y)) = L{y,z) = (—=z,y) = (z,y) © 2 =0 Ay € R e, portanto
Fiz(Lo N) = {(z,y) e R : z = 0} .
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E, L(0,y) = (~y,0) implica L(Fiz (Lo N)) = {(z,y) e R* : y = 0}.
Logo, Fiz(Lo N)NL(Fiz (Lo N))={(0,0)}.

Conclui-se assim que nao hé érbitas de perfodo 2.

e Para encontrar todas as drbitas de perfodo 3 temos que calcular o conjunto

Fiz(N) N L(Fiz (Lo N)).

Ora, Fiz(N) = {(z,y) e R*: y = z}.
Mas, L(0,y) = (—y,0) implica L(Fiz (Lo N)) = {(z,y) e R?* : y =0} .
E, portanto, Fiz(N) N L(Fiz (Lo N)) = {(0,0)}.

Conclui-se assim que nao hd érbitas de perfodo 3.

e Para encontrar todas as orbitas de periodo 4 temos que calcular os conjuntos

Fiz(N) N L2(Fiz (N)) e Fiz(Lo N)N L*(Fiz (L o N)).

Ora, L(L(z,r)) = L(—z,z) = (—z,—z) = L*(Fiz (N)) = {(z,y) e R?: y = z}.
Logo, Fiz(N) N L*(Fiz (N)) = {(z,y) e R? : y = z} .

Mas, L(L(0,y)) = L(—y,0) = (0, —y) implica L*(Fiz (L o N)) = {(z,y) € R* : 2 = 0} .
Portanto, Fiz(L o N)N L*(Fiz (Lo N)) = {(z,y) e R? : 2 = 0} .

Conclui-se assim que as drbitas geradas pelos pontos da forma (z,z) ou (0,7) tém

periodo 4 e sao simétricas relativamente a N.

Note-se que se continuarmos o raciocinio vao-se repetir os cdlculos sem se obter

nada de novo.

O método descrito no teorema anterior permite-nos encontrar todas as érbitas de
um certo periodo e simétricas relativamente a uma dada anti-simetria N. Mas, usando
a proposicao seguinte, podemos calcular ainda todas as drbitas periédicas e simétricas

relativamente a qualquer elemento da classe de conjugagio de N,

Proposicao 18 (Lamb e Quispel 94) O(x) é uma orbita N-simétrica sse para uma

(anti)simetria V, V(O(xzq)) é uma orbita VNV ~'-simétrica.

19



dem. Suponhamos que N(O(zq)) = O(z). Entao,
VNV=HV(O(wp))) = VN(O(zg)) = V(O(x0)).
Analogamente,

VNVTHV(O(0))) = V(O(zo)) = N(O(z0)) = O().

5 Atractores e Simetrias

Esta secgao é dedicada a apresentagao do problema da admissibilidade.

Seja A um subconjunto nao-vazio do espago de fase. Ha dois tipos de simetrias que
importa considerar: as que fixam A como um conjunto e as que fixam A ponto a ponto.
O primeiro denota-se por ¥4 e 0 segundo por T4. O grupo T4 refere-se as simetrias
de uma solugao a cada instante de tempo, simetrias instantaneas, enquanto ¥ 4 refere-
-se as simetrias em média-temporal dessa solugao. Decorre trivialmente da definicao
que Ty < ¥ 4. Seguindo a notagdao usada em Melbourne et al. [1993] denomina-se
Sa = %4/T4 o grupo de simetria de A. Mas, tendo em conta que, para descrever a
simetria dum conjunto A é importante conhecer tanto ¥4 como T, indicamos a sua
simetria pelo par (X 4,T4).

No que diz respeito a definicao de atractor que vamos usar importa ter presentes
0s seguintes conceitos: conjunto w-limite e estabilidade segundo Liapunov. O conjunto
w-limite de um ponto = € R™ consiste em todos os pontos y € R™ para os quais existe
uma sequéncia de tempos {t;} tendendo para infinito, tal que limy_, ., o, ¢y, (y) =2z. Um
conjunto w-limite A diz-se Liapunov estdvel se, para toda a vizinhanga U de A, existir
uma vizinhanga V de Ae V C U tal que ¢,(V) C U, para todo t > 0.

No contexto de toda a literatura relativa & admissibilidade e a simetrias de atrac-
tores consideramos um atractor como sendo um conjunto w-limite Liapunov estavel.

Esta defini¢ao é razodvel ja que a existéncia de anti-simetrias causa restri¢des ao

comportamento do fluxo numa vizinhanga do atractor. Por exemplo, consideremos um
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fluxo em R* com uma drbita periddica . Suponhamos que existe uma 6rbita O(z) a
enrolar em v pela parte exterior. Seja p uma anti-simetria que fixa v. Entdo p(O(z))
serd uma orbita do fluxo percorrida em sentido contrdrio. Como, quando ¢t — +o0,
O(z) estd a acumular-se em =, por continuidade de p, p(O(z)) terd que acumular-se
em . Logo a drbita do fluxo coincidente com p(O(z)) que percorre o mesmo trajecto
em sentido contrdrio, terd que desenrolar na parte interior de v que assim nao serd
Liapunov estdvel. Portanto a estabilidade assimptética é uma propriedade dificil de

obter para conjuntos w-limite, no contexto reversivel.

Definigao 1 Seja ¥ um subgrupo deT'. Diz-se que ¥ é admisstvel para fluzos (homeo-
morfismos, difeomorfismos) se existir um fluvo(homeomorfismo, difeomorfismo) com

grupo de simetria generalizado I' e um atractor com simetria (3,1).

A questao fundamental relatada nesta tese é a seguinte:

“Dado um grupo T’ quais sdo 0s seus subgrupos admissiveis?”
q

Esta questao recebeu uma grande atencao nos 1iltimos seis anos e foi ja abordada
com significativo sucesso para o caso equivariante nos artigos Melbourne et al. [1993],
Ashwin ¢ Melbourne [1994], Field et al. [1996] e Melbourne [1996].

No primeiro, apresenta-se um teorema (Teorema 4.10) que estabelece condicoes
necessarias para que X seja admissivel no caso discreto quando I' € um subgrupo de Lie
compacto contido em @(n). Neste resultado é crucial a existéncia das reflexoes pela
influéncia das componentes conexas de R* — L (L = U Fiz 7,7 reflexao). Quando I’
é finito entdo as condigoes obtidas em Melbourne et al. [1993] sdo também suficientes.
Este resultado foi obtido em Ashwin e Melbourne [1994] e envolve a construcio de
Y-prafos.

Num artigo mais abrangente (Field et al. [1996]) conseguiu-se, supondo I' subgrupo
finito de Q(n), descrever condigOes necessdrias e suficientes para fluxos e difeomorfismos

usando a seguinte classifica¢dao de subgrupos:
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Definicao 2 Seja A um subgrupo de Y. Diz-se que:

(a) A ¢ um subgrupo de Classe I se A fizar uma componente conexa de R™ — L .

(b) A & um subgrupo de Classe II se A nio for de Classe I e existir um subgrupo A

de indice 2 tal que :

- A fixa uma componente conexa, C, de R™ — L ,

- existe uma involugdo B que comuta com ¥ tal que o(C) = B(C) para todo

ae-A.

Os resultados estabelecem que, para fluxos em R™, n > 3, ¥ é admissivel sse ¥ é de
Classe I (a admissibilidade para n = 1 e para n = 2 foi tratada por uma anélise caso
a caso). Para difeomorfismos em R™, n > 1, ¥ ¢ admissivel sse ¥ é de Classe I ou de
Classe II.

Melbourne [1996] tratou da questdao no contexto de I' grupo de Lie compacto, es-
tendendo resultados dos artigos anteriores quando o atractor estd contido num espaco
de pontos fixos.

O contexto reversivel foi abordado apenas em dois artigos. O primeiro, Lamb e Nicol
[1996], trata o caso continuo, para I' C O(n), subgrupo finito, onde se estabelecem
condi¢oes necessdrias e suficientes, quando ¥ nado contém nenhuma anti-simetria e
n > 3. Quando n > 2 e ¥ ndo fixa nenhuma componente conexa de R* — L, condicdes
necessdrias e suficientes sao também apresentadas. As dimensées n = 1 en =2 sio
descritas de forma completa.

O caso discreto foi recentemente apresentado em Lamb e Nicol [1998], onde o re-
sultado essencial apresenta apenas condigOes necessarias para a admissibilidade, esten-
dendo as categorias, Classe I e Classe II, do caso equivariante. A andlise caso a caso
efectuada para n =1 e n = 2 deixou por resolver duas situacoes.

Por ser tao recente e por conter problemas em aberto, o objecto central desta tese
é este 1ltimo artigo. No entanto, como os resultados tedricos sdo generalizagoes de

resultados de artigos anteriores, também estes tiltimos sao aqui apresentados.
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5.1 Dinamica topolégica e conjuntos pré-imagem

Nesta secgao apresentam-se os factos que intervém directamente na Proposicao 27. As
técnicas usadas sao essencialmente de indole topoldgica e envolvem conceitos basicos
de sistemas dinamicos.

Seja f : R"— R"™ uma aplicagdo continua e S um subconjunto de R”. Define-se

Ps(f) = U (7)7(9)

Seja C uma componente conexa de R™ — Pg (¢ usual escrever Pg em vez de Ps(f)
quando o contexto é claro).

Suponha-se f(C) NPy # 0. Entéo existe z € Ps ey € C' tal que f(y) = z. Logo
y € f7'(Ps), onde f~' representa a imagem recfproca. Como f~!(Ps) C Pg, pois
FHUZ An) C U, F7HAR), tem-se que y € Ps. Mas C N Ps = (), por hipétese.
Consequentemente, f(C') € R™ — Psg.

Além disso, como f & continua f(C) é também um conjunto conexo. E, pela
defini¢ao de conjunto conexo, conclui-se que f induz uma aplicagio nas componentes

conexas de R™ — Pg.

Lema 19 (Melbourne et al. [1993]) Seja z € R™ ¢ S C R™. Entdo ou w(z) C Pg ou as

sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(a) w(zx) — Ps é coberto por um nimero finito de componentes conexas Cp, ... ,Cr_q

de R" — Pg;

(b) estas componentes podem ser ordenadas de tal modo que f(C;) C Cii1pmodr);

(e} wie) € Co\Jey , U

dem. Suponha-se que w(z) € Ps. Resta agora provar a validade de (a), (b) e (c).
Tome-se y € w(z) — Py e seja e > 0 tal que B.(y) C R* — Pg. Como o conjunto B.(y)
& conexo tem que estar contido nalguma componente conexa de R" — Py, digamos C.
Como y € w(z), existem iterados de z tao perto de y quanto se queira e logo em B, (y).

Considere-se o primeiro em B, (y), digamos f*(z) € B.(y), com k > 0. Pelo mesmo
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raciocinio, a drbita de z vai ter que voltar a visitar B.(z). Seja entdo [, o menor inteiro
maior do que k, tal que f'(z) € B.(y). Tome-se r = l—k. Entdo f"(B.(y))NB.(y) # 0,
pois f7 (f*(z)) = f{(=). Como B.(y) C Cp, pode-se concluir que f7 (Cy) N Cy # 0. Por
continuidade de f e por Cp ser conexo conclui-se que [7 (Cy) C Cp.

Seja T = f" (z) e seja C; a componente conexa de R* — Pg que contém [4(z) para
i=0,...,r—1;note-se que z € Cy e portanto f7(Z) € Cy. Logo, por continuidade e por
definicao de conjunto conexo, mais uma vez, segue que f(C;) C Cit1(mod ), verificando
(b).

Da construcao anterior resulta trivialmente que qualquer iterado de T estd em
Cold .« . Ui,

Tomando o w-limite de T conclui-se que,

w(@) CCoU...UC,_; =CyU...UCr_1, 0 que prova a alinea (c).

Mas Z pertence a 6rbita de z e portanto w(Z) = w(x). Seja p um ponto da aderéncia
de C; que nao pertenca a C;. Se p pertencer a outra componente conexa, digamos Cj,
entao C; = C;. Logo p tem que pertencer a Pg, por ser o complementar de U2 C:.

Pode-se entdo escrever
w(Z) CCyU...UC,_1 UPg,

concluindo a prova. m

Proposicao 20 (Melbourne et al. [1993]) Sejam S e A dois conjuntos fechados e
suponha-se que A é f-invariante e Liapunov-estdvel. Entao as sequintes afirmacoes

sao equivalentes:
(a) AnS=40.
(b) ANPg =10

dem. A unica implicagdo néo trivial é (a) = (b), j4 que S C Pg. Suponha-se
entao que AN S = 0. Como A e S sao fechados existe uma vizinhanca V, de A tal

que V' NS = . Seja U uma vizinhanca de A contida em V, tal que f*(U) C V, para
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qualquer n > 0. Logo, f*(U)N S = 0, n > 0. Isto implica que U N (f*)~ (S) = 0,
qualquer que seja n > 0, i.e., U NPg = (). Por U ser aberto, UNPs =0. m

Destes dois resultados segue um coroldrio que é a base da utilizagao das pré-imagens

nos teoremas que introduzem restric¢oes algébricas aos grupos de simetria dos atractores.

Corolario 21 (Melbourne et al. [1993]) Seja A um atractor e S um conjunto fechado
tal que ANS = 0. Entio A C CyU...UC,_y, onde C; sdo as componentes conexas

que se obtém na demonstracao do Lema 19.

5.2 Componentes conexas e simetrias dos atractores

Considere-se um conjunto finito C = {Cy, ..., C,_ } representando componentes conexas
que cobrem o atractor. Seja Z, um grupo a actuar transitivamente em C; esta acgao
representa a accao de f nas componentes Cy, ..., C._; como no Lema 19.

Seja, ainda, ¥ um grupo a actuar em C; X representa o grupo de simetrias do
atractor. Falta impor as condigoes de equivaridncia e de reversibilidade. Suponha-se
que ¥ possui um subgrupo X, de fndice 2 que actua em C sem pontos fixos; suponha-se
ainda que a ac¢do de Z, comuta com a de ¥, (equivaridncia) e que ap = pa~!, com
a € Zy, p € X — X, (reversibilidade).

Sob estas hipéteses obtém-se a seguinte
Proposigao 22 (Lamb e Nicol [1998]) ¥ ~ Dy , com k | r.

dem. Verifique-se primeiro que £ ~ Zy , com k | r. Seja a o gerador de Z, e
tome-se C' € C. Por Z, actuar transitivamente em C, existe um unico a” € Z, tal que
a.C = af .C. Defina-se a aplicagéo s : L. — Z,. por x(o) = aP. H4 que verificar que

> & um monomorfismo.

» & um homomorfismo: suponha-se que »(c;) = a? para j = 1,2 e que »(0103) =
= aP. Mas x(0,) = aP & 0,.C = a".C e x(0102) = a & 0109.C = a?.C . Quer-se
provar que ps = p; + p2. Mas 7109.C = 01a”?.C = d”?0,.C, porque a acgao de X,

comuta com a ac¢ao de Z,. Logo, 0,05.C = aP*aP2.C' = aP**72.C, pois Z, é ciclico.
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Pela unicidade de p; vem p3 = p; +p9 € portanto s«(o109) = aP? = aP1192 = gPlgl? =
= xt(0y)3(02).

» & injectivo: seja ¢ € ¥ tal que (o) = 1. Entao 0.C = C, para qualquer C € C.
No entanto, X actua sem pontos fixos, logo ¢ tem que ser o elemento neutro.

Como 2¢ & um monomorfismo 3¢(3,) & um subgrupo de Z,, ou seja, X ~ Z;, com
k a dividir r.

Seja p uma anti-simetria em X. Sejam Cj, Cy e Cy elementos de C tais que Cy =
=a'.Cy, C3 = a™.Cy e C3 = p.Cy. Entio, p?.Cy = p(pa'.C1) = p(a™.C3) = p(a™".Cy) =
=a"™p.Cy = a'.Cy = Cy. Como a composicao de duas anti-simetrias & uma simetria,
p? € .. Além disso ¥, actua sem pontos fixos e logo p? = id.

A afirmacao resulta do facto X =< a,p:a* =p* =id> . =

Aplicando este resultado a érbitas periddicas deduz-se o seguinte

Coroldrio 23 Seja f:R"— R™ uma aplicagdo reversivel com respeito a um grupo I,
i.e., [-reverstvel e A uma drbita periddica de periodo r. Entao Sp =~ Zy ou S4 =~ Dy,

com k a dividir r.

dem. Basta aplicar a proposicao anterior fazendo C = O(x), onde O(z) é a 6rbita
periddica considerada notando que S, actua sem pontos fixos em O(z). Obviamente,

a accao de f em C é ciclica e transitiva. =

Proposicao 24 (Melbourne et al. [1993]/Lamb e Nicol [1996]) Seja f : R"— R™ um
homeomorfismo I'-reversivel. Seja A C R™ um atractor para f. Entdo, para qualquer

(anti)simetria p, se AN p(A) # O entdo p(A) = A.

Suponhamos que I' C @(n) é um grupo de Lie compacto e seja ¥ um subgrupo de

I'. Seja Ky, o conjunto de reflexdes em I' — ¥. Define-se

Ly = U Fielr)
TeEKy
i = '
+ T€L%+I*"z:1:('r)
e, E = U Fiwlr)
Tel

Note-se que quando I' = I' entdao L = L.
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Proposicao 25 Seja I' C O(n) um grupo de Lie compacto com um subgrupo X. Supo-
nhamos que f : R"— R" é uma aplicagao continua I'-reversivel com wm atractor conexo

Y-simétrico. Entdo existe uma componente conexa de R™ — Ly, que é preservada por

L.

dem. Pela proposicao anterior se A for ¥-simétrico entdao A N Ly = (. Por A ser
conexo, A estd contido numa componente conexa de R* — Ly. Como ¥ fixa A, ¥ tem

que fixar essa mesma componente conexa. m

Vejamos o que se pode concluir se excluirmos a hipétese que A é conexo.

Porém hé ainda um lema técnico a apresentar.

Lema 26 Seja I' um grupo de simetrias e ¥ < T'. Seja p uma anti-simetria tal que

p? € X. Entdo Y = L U pS é um subgrupo de T.

dem. Para demonstrar este resultado hd que verificar que ¥ é fechado para o
produto e para a existéncia de elemento inverso.

-1

Seja ¢ € ¥. Entdo é obvio que 07! € T, porque ¥ < T'.. Vejamos agora que

p~! € pE. Como p? € ¥ entdo p? = o, para algum o € ¥. Ouseja, p=p lo < p ! =
= po~!' € p¥. Consideremos agora uma anti-simetria qualquer o € p%. Entdo para
algum o0 € L, o = po = a™! = o7lp7! = o71pa = p(p~lop)a. Como T < Ty,
podemos garantir que p~*a~!p € ¥ e portanto (p~lo!p)d € 1.

Para verificar que ¥ é fechado para o produto consideremos caso por caso.

Se 01,02 € X entao é 6bvio que o105 € X. Se 0 € ¥ entdo ¢ ébvio que po € pX. E,
ap=p(p~lop) € p=, porque T < T, Seja agora 0 € ¥ e a € pZ. Entdo & bvio que
ao € pX. E, além disso, ca = opax = p5a € p¥.

Resta ainda considerar o caso em que temos duas anti-simetrias. Sejam ay, oy € pX.
Entao podemos escrever oy = pdy e oy = pd. JA vimos que o, ' € pX, logo o' = porg

i1

e portanto ay = (') = ay'p~!. Consequentemente, ajay = piyazlp~! € T, mais

uma vez porque 2 <[, =

Comentdrio 3 E dbvio que o reciproco também é vdlido. Além disso, de um modo

L



geral, conjectura-se que ¥ = UiZo " € um subgrupo de I'. Logo, se existir k € N tal

que p* €Y entio T = Ui;é Y. Observe-se ainda que, L. = 5 < k= 2.

Proposicao 27 (Lamb e Nicol [1998]) SejaT' C @(n) um grupo finito com um subgrupo
Y. Suponhamos que f: R*— R" é uma aplica¢do continua, injectiva e I'-reversivel com
um atractor A, Y-simétrico. Suponhamos que Fix(t) N A = 0 para todas as reflexdes

T € I'_. Entao, existe um subgrupo A de ¥ tal que:

(a) A fixa uma componente conexa de R™ — L,
(b) Ay é um subgrupo normal de Xy (e, portanto, também de %),

(¢) T /AL ~Zy ouZfA, =1y, se D, # T,

dem. Seja L. a uniao de todos hiperplanos de reflexdo que nao intersectam A.
Entao A & coberto por um mimero finito de componentes conexas de R™ — P« : 4 C
ColU ... ... U Cr_1, pelo Lema 19.

Seja A* = {6 € & : §(C;) = C;}. Note-se que A" < ¥. Usando a condicio de
equivariancia prova-se que A% = A’ com i # j. Seja A, = A% = .. = A% Entdo A,
¢ um subgrupo normal de ¥ porque é o micleo da ac¢io de 3, em C' = {C;};. Como
Y, QY entdo A, 4 X e (b) fica provada. Além disso ¥, /A, actua nas componentes
{C;}i sem pontos fixos. Logo, pela Proposicao 22 conclui-se que Y, /A, ~ Z; ou
L/A, =~ I, se ;4 # . Como vamos ver a seguir A, = A, para um certo subgrupo
A; e, portanto a alfnea (c) é valida.

Tomemos 6 € A, para algum i € {0,...,7 — 1} e definamos A = A, U §A,.
Se ndo existir nenhum ¢ nestas condigoes temos que A = A,, para todo 7, e entdo
A = A,. Pela demonstracao da Proposicao 22 podemos concluir que 6 fixa todas as
componentes C, i.e., §° € A,. Logo pelo Lema 26 A ¢ um subgrupo de X.

Vamos provar que La C Ly, i.e., se Fiz(p) C La entdo Fiz(p) C L., sendo p uma
reflexdo. Suponhamos que Fiz(p) € L, e Fiz(p) C La, i.c., p & A.

Por definicdo de L., Fiz(p) N A # 0. Mas pela Proposigao 24 isso implica p € .

Como A estd coberto por r componentes conexas de R” — Pp. entdo Fiz(p) intersecta
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uma delas. Logo Fixz(p) NC; # 0 = p(C;) N C; # 0 = p(C;) C C;, pela continuidade
de p e por C; ser conexo.

Portanto, p fixa a componente C;. Como nao existe nenhuma reflexao 7 € I'_ tal
que Fiz(rt) N A # 0, concluimos que p € I'y. Logo p € X, e, portanto, como p fixa
a componente C;, temos que p € A} = A, C A, O que nos leva a um absurdo pois
p & A. Logo La C L..

Como L. C P~ e A por construgao, fixa uma componente conexa de R™ — Py, A
fixa também uma componente de R" — La, 0 que prova a afirmagio (a).

Como foi prometido, note-se que, em qualquer dos casos considerados, A, = A,.

Vejamos agora o que acontece se permitirmos que o espago de pontos fixos de alguma
reflexdo de I'_ intersecte o atractor.

Primeiro, vamos considerar um caso em que conseguimos obter as mesmas restricoes
(a), (b) e (c). Este caso ¢ aquele em que existe um tnico grupo que fixa alguma(s)
componente(s) conexas.

O caso restante, que segue de generalizarmos o anterior, trata todas as possibilidades
em que ' € um grupo finito. Para nio tornar a notagao demasiado fastidiosa definimos
alguns conceitos e demonstramos alguns lemas, antes de provar o resultado.

Como revimos na demonstracao anterior podemos cobrir o atractor com r compo-
nentes conexas de R" — P+, digamos, Cy, ..., C,_;. Considerenos apenas reflexées cujos

espacos de pontos fixos intersectam o atractor.

Definicao 3 Dizemos que uma reflexio 7€' é de indice i, e escrevemos

ind(t) =1, se Fiz(r)NC; # 0.

Definicao 4 Seja i € Ny. Dizemos que i é um indice de A se existir uma reflexdo

de indice i. Além disso, chamamos Ind(A) ao conjunto dos indices de A.

Seja 7; € I'_ uma reflexao tal que Fiz(r;) N A s 0. Entdo, 7, fixa uma componente
Ci, logo 7; ¢ de indice 7. Por conveniéncia escolhemos j = ¢. Consideremos o conjunto
A" = A, UT;A,. Como 77 = id, pelo Lema 26, A’ ¢ um subgrupo de ¥ e, além disso,

A' fixa a componente C;.
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Lema 28 Seja A7 = A, UT;A,, com j € {1,2}. Suponhamos que AL NA2 #£ 0. Entdo
Al= AS,

dem. Seja o € AL N A%, Entdo o = 718, e a = 738y, com 6; € A, 0 que implica,
T161 = T262 =T = T2(52(5;1.

Logo 71 € 7oA, C A%, Analogamente mostra-se que 79 € 1A, C A!. =

O Lema 28 diz que os dois grupos A! e A? sdo tais que A' NA? = A, ou A! = A2

Suponhamos que Ind(A) = {i, ...,%p} com p < r e que ind(7;) = ¢;. Consideremos
o conjunto Z = {A",...,A*}. O Lema 28 garante que alguns dos elementos de T
sao iguais. Logo, podemos retirar os que se repetem e tormar apenas um deles como
representante.

Consequentemente, podemos escrever Z de forma irredutivel, digamos,
T ={A",...,A"} com A2 NA™ =0, i; # i
Suponhamos que Z estd na forma irredutivel.
Lema 29 T ¢é tunico.

dem. Vejamos o que acontece se existirem duas reflexoes 7 e p tais que ind(7) =
=frudfg) =,

Sejam Al = A, UTA, e A2 = A, UpA,. Se Al = A? entdo 7 é de facto tnico.

Como 7, p € ¥_, podemos escrever 7 = pa, com @ € %, pois, como vimos na
introdugao, ¥_ = pX,, logo, o = pr, pois p? = id. Como T e p fixam C; concluimos
que o também fixa C;. Logo o € A = A,

Portanto, 7 € pA,, ou seja, T € A% Pelo Lema 28 Al = A%, =

A nova hipétese para a Proposi¢io 30 é que Z = {A}, uma vez que Z = () &
precisamente a hipdtese ja utilizada. Sob esta hipétese, hd que notar que admitimos a
existéncia de vdrias reflexdes em I'_, {74,...,7,}, tais que Fiz(r;) N A # 0 desde que

A" = . =A% = A, i.e., as componentes intersectadas sdo as mesmas.
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Proposicao 30 SejaT' C OQ(n) um grupo finito com um subgrupo . Suponhamos que
[ R*—= R" ¢ uma aplicagdo continua, injectiva e I'-reversivel com um atractor A,

E-simétrico. Suponhamos que T =0 ouZ = {A}. Entdo A é tal que:
(a) A fiza uma componente coneza de R™ — L,

(b) AL é um subgrupo normal de ¥, (e, portanto, também de X3),
(c) 2, /A, ~Zk ouB/A, =Dy, se X, # L.

dem. A prova segue todos os passos da demonstragdo anterior excepto quando
queremos provar que p € A. Sendo assim, mostramos apenas as alteragoes.

Suponhamos que T {A} com A = A, UTA,.

Portanto, p fixa a componente C;. Se p € ¥_ entao ind(p) =i e A* = A porque por
hipétese T = {A}, p € A. Se p € X, entdo p € A, = A,. Portanto, p € A.

O resto da demonstracao segue. m

O seguinte resultado é a generalizagao da Proposicao 30.

Proposicao 31 Seja I’ C O(n) um grupo finito com um subgrupo X.. Suponhamos que
[ R"—= R" é uma aplicacio continua, injectiva e T'-reversivel com um atractor A,

Y-simétrico. Suponhamos que T = {Al, ..., AP} . Entdo A', ..., AP sdo tais que:
(a) Yieq,.p : A fiza uma componente conexa de R™ — Ly, onde A = L .

b) Ve p ti# 5= A=A = A, é um subgrupo normal de X+ (e, portanto,
JE{1,.p} + +
também de T),

(c) 2./A, =2 ouL/A, =Dy, se T, # 5.

dem. Seja A* = A, U T;A,, com A, como na demonstracao anterior.

As alineas (b) e (¢) provam-se pela mesma forma da proposicao anterior.

Seja A = UY_A’. Vejamos que Ly C L.,. Usando o mesmo raciocimio da demons-
tracao anterior, suponhamos que Fiz(p) € L. e Fiz(p) C Ly, i.e., p & A. Por definicio
de L., Fiz(p) N A # 0. Mas pela Proposigao 24 isso implica p € 3. Como A est4
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coberto por 7 componentes conexas de R™ — Pp. entdo Fiz(p) intersecta uma delas.
Logo Fiz(p) NC; # 0 = p(Ci) N C; # 0 = p(C;) C Ci, pela continuidade de p e por
C; ser conexo. Portanto, p fixa a componente C.

Se p € ¥_ entdao p € A’, porque ind(p) = i. Logo p € A. Se p € L. entao
pe A=A, C A CA, onde jé qualquer.

Mas por hipétese p ¢ A. Logo Ly C L. Como L, C Pr+ e A’ fixa uma componente
conexa de R® — Pr., A fixa também uma componente de R™ — Ly, o que prova a
afirmacao (a). m

Da construcao de A?, é razodvel conjecturar que A" ~ A7, com i # 4. No entanto, o

melhor que se consegue verificar ¢ descrito na proposicao seguinte. Seja
C(T)={a e A:ab=ba, Yier}, onde I' <A.
Proposigao 32 Se 7;7; € C(A,) entdo A" ~ AJ.

dem. Consideremos a aplicaciao ¢ : A* — A7, definida por,

$(6) =6, se b € A,
'(/)(Tﬂﬁ) = Tj6 ‘

A aplicagao 1 é, claramente, sobrejectiva.

Suponhamos que ¢(6) = id. Entao,
6 =id ou T;6 = id.

Mas, 7;6 = id < 6 = 74, 0 que implica 7; € A, (abs). Logo 6 = id ¢ 9 ¢ uma
aplicacao injectiva.
Falta verificar que % é um homomorfismo.

Sejam a,b € A,. Entao,
(ab) = ab = ¢ (a)¥(b).
Sejam a € T;A, e b € A,. Entio,
¥(ab) = (r:ab) = 7;ab = Y(a)P(b).
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P(ba) = Y (bria) = P(riTibria) =
= 7;7;b7;a, porque T;b7;a € A,
= br;T;7;8, porque 7;7; € C(A,)

b(b)y(a).

= b’."j(’i

Sejam a, b € 7;A,. Entao,

P(ab) = ab = b = T?Tidﬂé =
= Tj&TjTiTiE), porque 7,7; € C(A,)

= 7,070 = p(a)(b).

Consequentemente, ¢ ¢ um isomorfismo. m

Comentario 4 Note-se que 7;7; € C(A,) < 7,7; € C(AL).

5.3 Grupos de reflexao

Seja I um subgrupo finito de @(n). O subgrupo normal de I' gerado pelas reflexdes de
I' diz-se um grupo de reflexao e representa-se por R.

Esta secgao contém resultados conhecidos sobre grupos de reflexao cujas demons-
tragoes nao tém relevincia na abordagem do problema e por isso serao omitidas. Para

mais pormenores consultar Humphreys [1990].

Definigao 5 Seja I' um subgrupo finito de Q(n). Um subconjunto C de R™ diz-se um

dominio fundamental para I’ sse:
(1) C for aberto;
(2) CN~yC =0, paraid # v €T,

(8) R* = Ura,d(H/C’) (ad(A) representa a aderéncia de A).
YE
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Proposi¢ao 33 Cada componente de R* — L é um dominio fundamental para a accdo

de R. FEm particular R actua transitivamente e sem pontos fizos nas componentes

conexas Cy,...,C, de R* — L .

Proposigao 34 Podemos decompor R"™ =V & W, tal que V = Vid ..V, e

R=R; x..x R, onde V e W sio R-invariantes e, para cada j € {1,...,p} temos,
(a) R; ¢ um grupo de reflexio, ndo-trivial com acgio irredutivel em Vj,

(b) R; actua trivialmente em (@ V;) & W,

i ]

(c) seC for um dominio fundamental para a ac¢do de R emR™, entdo C = Cy x...xC,,.

Seja J C R um subgrupo de isotropia maximal. Supondo a ac¢ao de I' irredutivel,

o subespago uni-dimensional Fiz(.J) diz-se um eizo de simetria de R.

Proposicao 35 Seja R um grupo de reflexdo finito actuando irredutivelmente em R”
¢ C um dominio fundamental para R. Entio, ad(C)\{0} intersecta precisamente n
eizos de simetria, Ay, ..., An. E, além disso, se ad(C")\{0} intersectar As, ..., A, entdo

& =40

Consideremos agora um grupo de simetrias generalizado I'. Seja R o grupo gerado

pelas reflexoes de I',..

Proposigao 36 (Field et al. [1996]) Seja f : R™ — R™ um homeomorfismo I'-reverstvel.
Seja C wm dominio fundamental para a ac¢do de R em R™ e seja C = Cy x ... x Cp x W

a decomposicao de C' dada na Proposicao 34. Entao,
(a) f(C) =e1C1 % ... x e,Cp x W, onde e; € {—1,1}, ei € {1,...,p},

(b) os subespagos Vi = &1V, e VO = @&, _1V; sdo T'-invariantes.
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dem. Seja C' = f(C) = C] x ... x €, x W. Fixe-se uma das componentes C;, por
exemplo C}. Seja M =dim V; e Ay, ..., A,, os eixos de simetria de R, que intersectam
ad(C1)\{0} como na Proposicio 35. Pela equivariancia de f conclui-se que f fixa os
A;. Logo, ad(CY) intersecta todos os eixos, por continuidade de f. E, pela proposicio
anterior C] = £C).

Sejam v € ' e A um eixo de simetria para algum R;. Entao, yA é um eixo de
simetria para yR;v~'. Por equivariincia f preserva ou reverte a orientagido em A e
~vA, ao mesmo tempo, e, portanto, A e A estao ambos em V, ou V.. Como
f(A)=A= f(A) = f*(A), a afirmacio anterior & vdlida para anti-simetrias. Como
os eixos de simetria de R; geram V; conclui-se que V. e V_ sao [-invariantes.

Logo a accao de I' preserva Ve V.. m

Teorema 37 (Lamb e Nicol [1998]) Seja f : R™ — R™ um homeomorfismo I'-reversivel
e I' € O(n) finito e {C;} as componentes conezas de R* — L. Entdo existe uma

involugdo B que comuta com I tal que f(C;) = B(C;) para todoi=1,...,p.

dem. Nas hipoteses da proposicao anterior obtém-se R* = V, & V_ @ W, onde
V., V_ e W sao I'-invariantes. Define-se By, = Idy,, By. = —Idy_ e By = Idw.
Entéo é ébvio que f(C) = B(C). Como C é um dominio fundamental a igualdade

anterior & vilida para qualquer componente conexa de R® — L. m

Teorema 38 (Lamb e Nicol [1998]) Nas condigoes do teorema anterior se a involugdo B
for uma anti-simetria e o grupo R, gerado pelas reflexdes de I' ., actuar ndo trivialmente

em R™(1.e. W =10) entdo [ tem que ser igual a B.

5.4 Subgrupos de Classe I e de Classe 11

Nesta subseccao apresentam-se as definigoes de subgrupos de Classe I e Classe 11 rela-
tivas a sistemas dindmicos discretos reversfveis. Estas defini¢Oes seguem trivialmente
do caso equivariante.

Por fim & apresentado o teorema mais importante, para o caso reversivel, até agora,

conseguido no trabalho de Lamb e Nicol [1998].
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Definicao 6 Seja I um grupo de simetrias generalizado e & < T

(a) X diz-se de Classe I se fixar uma componente coneza de R" — L.

(b) £ diz-se de Classe II se:

1. nao for se Classe I e,
ii. possuir um subgrupo ¥’ que é de Classe I e,
- /Y ~ 7,
- emstir uma involucao B que comuta com todos elementos de ' tal que

a(C) = B(C) para todo o € ¥ — X' onde C é a componente coneza
fizada por ¥'.

Comentdrio 5 Se I’ ndao possuir anti-simetrias estas definicoes coincidem com as es-

tabelecidas no caso equivariante em Field et al. [1996].

A tabela 1 consiste numa lista de subgrupos de Classe I e de Classe II e pode ser

encontrada em Lamb e Nicol [1998].

N X(Z4) Classe
Zom(Zum) Lpe(Z), Ly (Zy,) I
D, (Zin) Dw(Zy), Zi(Zs) I
Dy(Dy) D,(1), 1(1) I
Dy(Dy), Dy(Dy), Zo(1) | 1T
Do, (D), m > 2 par D (1), 1(1) I
Zo(Zs) I
Dy, (D), > 3 {mpar Dy (1), 1(1) I
Dy (D), Zs(1) 11

Tabela 1: Lista dos subgrupos X(X. ) de Classe I e de Classe I1, de grupos de simetria generalizados

['(T"}) que sio subgrupos finitos de O(2).
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Lema 39 (Field et al [1996]) Sejo ' C @(n) wm grupo finito. Suponhamos que
f:R'— R" é uma aplicacdo continua, injectiva e I -cquivariante. Entdo, f? fira cada

componente conera de R™ — L.

dem. Seja 7 uma reflexao. Como f é uma aplicacao injectiva e [-equivariante
Fiz(r), é invariante por f e f~!. Como tal, nenhum ponto em R™ — Fiz(7) & enviado
por f para o interior de Fiz (7). Sejam C e Cy as componentes conexas de R™ — Fiz (7).

Se [ enviar um ponto de C para o interior de C'y, entao,
f(C1) C Gy, (11)

por definicao de conjunto conexo e pela continuidade de f.

Suponha-se agora que existe x € C; tal que f(z) =y € C; e existe z € Cy tal que
f(z2) =we .

Entio f~'(w) € Cy e f(y) € Cy. Logo f1(Cy) C Cy e f~HCy) C C; por (11).

Consequentemente f tem que permutar (em sentido lato) as componentes C; e Cs.
Logo f? fixa cada uma dessas componentes.

Cada componente conexa de R® — L pode escrever-se como interseccao de compo-
nentes conexas de R — Fiz(7;), onde 7; é uma reflexdo, i.e., C' = C7' N...NC7, onde

r; € {1,2}. Logo,
£(C) = F(CTY N .1 F(CD),
E, portanto,

ey=enn..nffCiy=crn.nCcy =C.

Coroldrio 40 (Field et al. [1996]) Nas hipdteses do lema anterior conclui-se que o
atractor intersecta no mdzimo duas componentes conexas de R* — L e que ¥ contém

no mdzimo uma reflexao.

Comentdrio 6 Note-se que este resultado nao é wvdlido para o caso reversivel: basta
. _ . - _ . . .
considerar f = (—y,x), rotagdo de 5 , e ' = (74, 7y) 0 grupo de simetrias generalizado
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de f, onde T, € a reflexdo no eivo dos xx e 7, ¢ a reflexdo no eizo dos yy. Neste caso,
é facil ver que T, ¢ T, sdo anti-simetrias de f e que qualquer orbita (que tem periodo

4) é um atractor que estd contido em 4 componentes conexas de R™ — L.

Teorema 41 (Lamb e Nicol [1998]) Seja I' um subgrupo finito de O(n) e £ < I' um
subgrupo admisstvel para homeomorfismos f : R" — R", I'-reversiveis. Entdo ¥ € de

Classe I ou de Classe II.

dem. Consideremos os dois casos possiveis:(a) A estd contido numa componente
conexa de R™ — Ly ;(b) A estd contido em duas componentes conexas de R” — L.

(a) se A intersectar apenas uma componente conexa C' de R" — L, como ¥ fixa
A entao X fixa C, logo X é de Classe L.

(b) se A intersectar duas componentes conexas, C; e Cs, entao existe um subgrupo
de ¥, ¥, de indice 2, que fixa as componentes C; e Cy :

Seja &} = {0 € X : 0(C;) = C;}, para i = 1,2. Usando, mais uma vez, a con-
tinuidade de o e o facto de C; ser conexo, podemos concluir que ¥} = %i. Seja
o= ¥ = %), E trivial ver que ¥ < ¥ e que ¥’ é de Classe . E, além disso,
para qualquer elemento de X, tem-se que ou o € X' ou 02 € ¥'. Logo, ¥/Y/ ~ Z,.

O Teorema 38 afirma que existe uma involugao B tal que f(C) = B(C), para toda
a. componente conexa de R* — L. Sejac € ¥ — X' e C € {Cy,C;}. Para mostrar que
¥ & de Classe II tem que se mostrar que o(C) = B(C).

Note-se que f troca C) com Cy; pois se f(Cy) = C entdo f7(Cy) = C,Voer ¢ A
seria composto por dois atractores e nao um. E, portanto, f~! também troca C; com

(. Logo,
o(C) = af7(Ca) = [a(C2) = [(C1) = B(CY).

O mesmo raciocinio é vélido para Cy. Conclui-se assim que 2 é de Classe [1. m

5.5 Construcoes em R e R?

Nesta subseccio descreve-se a questao da admissibilidade em R e R? efectuada em Lamb

e Nicol [1998]. O tnico resultado em que se apresenta a demonstraciao é a Proposi¢ao
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42 por usar resultados das subsecgoes 3 e 4. Para os subgrupos de @(2) apresenta-se a

tabela 2 com os casos resolvidos e 0s que permanecem por resolver.

Proposicdo 42 (Lamb e Nicol [1998]) £(X,) = Zy(1) é admissivel para homeomorfis-
mos e difeomorfismos em R com grupo de simetria generalizado I'(T'}) = Zs(1). No

entanto, a inica aplicacao que realiza o admissibilidade para este subgrupo é f = —id.

dem. E facil ver que f = —id verifica a condicio de reversibilidade para I’ = Z, e
que possui conjuntos w-limite Liapunov-estdveis com grupo de simetria (7o, 1).

Verifiquemos que, de facto, f = —id é a tinica aplicagao nestas condigoes. Recorde-
mos que os unicos conjuntos w-limite limitados de homeomorfismos em R sao dérbitas
periddicas (ver Devaney [1989]). Portanto, se ¥(X.) = Zy(1) for admissivel para
homeomorfismos, tera que existir wma oérbita periédica Z,-simétrica. Seja p a anti-
-simetria de f que gera Zs. Pelo Teorema 17 uma orbita periddica Zg-simétrica tem
que intersectar Fiz(p) U Fiz(h), onde h = f o p.

Além disso, pelo Teorema 13 podemos escrever
f=pog, ondeg=pofep=g®=1id
Logo, h = p o g o p. Consequentemente,

h*=(pogop)(pogop) =
=poglop=

= p* =d.

Suponhamos que h # id. Entdo, como h® = id, conclufmos que h = h~! e,
portanto, o grifico de h tem que ser simétrico relativamente a recta y = z. Como
h # id tem que existir um par ordenado (z,h(z)) numa das componentes conexas
de R®\{y = z}. Por simetria terd que existir outro par ordenado (y,h(y)) na outra
componente conexa. B, por continuidade de h, podemos concluir que o grifico de h
intersecta a recta y = x. Logo Fiz(h) # 0.

Se Fiz(h) for um conjunto discreto, consideremos dois pontos consecutivos A e B

contidos na recta y = z. Entao o grdfico de h une os dois pontos sem intersectar a recta

39



y = x. Por simetria do gréfico relativamente a recta y = z obtemos uma curva fechada
que certamente nao é o grafico de uma fungao.

Se Fiz(h) for um conjunto continuo, entdo h = id, ou de outro modo obterfamos,
mais uma vez, uma incoeréncia no grafico de h.

Consequentemente Fiz(h) = {a}.

Note-se que o caso em que o atractor é um ponto fixo é exclufido porque ou nao é
Zy-simétrico (se for diferente da origem) ou possui simetrias instantdneas nio triviais
(se for a origem).

Se Fixz(p) = Fiz(h) = {0} entdo f(0) = 0 ¢ a origem seria o atractor em questao,
0 que nao interessa. Por isso podemos admitir que a # 0.

Assim, pelo Teorema 17 podemos concluir que:

(1) Se a 6rbita tiver periodo 2p + 1 entao intersecta Fiz(p) N f7(Fiz(h)),

(2) Se a orbita tiver periodo 2p entao intersecta Fiz(p) N fP(Fiz(p)) ou
Fiz(h) 0 fP(Fiz(h)).

Notemos que, f(0) = h o p(0) = h(0).

Como h* = id, temos que f2(0) =0, o que & equivalente a f~1(0) = £(0).

Logo, a érbita de 0 é Zy-simétrica sse f(0) = 0, 4.e., a origem é um ponto fixo, caso
previamente excluido para atractor.

Consequentemente, o inico caso que resta considerar ¢ quando temos uma érbita de
perfodo 2p a intersectar Fiz(h) N fP(Fiz(h)), pois nos restantes a érbita considerada
seria a da origem.

Ora, para que Fiz(h) N fP(Fiz(h)) # 0, temos obrigatoriamente que f7(a) = a o
que leva a um absurdo pois o periodo da oérbita é 2p.

O absurdo resultou de supormos que h # id. =
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'y () Classe
Zo(1) Zo(1), 1(1) I
Lo (L), m = 3 fmpar Z,(1)*, 1(1) I
Loy (Zyy,) néo resolvido I
Zon(Zpm), m > 2 par Zo(Zs), 1(1) I
Ziom (Zi,) na0 resolvido I
D, (D) Dy (1), 1(1) 1
Dy (D), Dy(Dy), Za(1) II
D (Zy) W (Z,), Zix(Z) I
Doy, (D), m > 3 fmpar D;(1), 1(1) I
Zo(1)* I
Dor(Dyn), m > 2 par D, (1), 1{1) |
Zo(Zs) 1
Tabela 2: Subgrupos admissfveis em R?. Os casos assinalados com * admitem apenas f = —id.

A admissibilidade nao foi ainda decidida para os subgrupos anotados com a expressao “nio

resolvido”.

5.6 Discussao
5.6.1 Atractores em subespagos de pontos fixos e simetrias escondidas

Na definicao de subgrupo admissivel exige-se que o atractor possua um subgrupo de
simetrias instantdneas trivial, i.e., o tnico elemento de I' que fixa o atractor ponto a
ponto é a identidade.

Suponhamos que o atractor possui (£4,74) como grupo de simetria, onde
Ty # {id}. Sendo assim é 6bvio que A estd contido em Fiz T4. Como foi visto por

Melbourne [1996], Ty < ¥ 4. Logo, ¥4 < N(T,), onde

N(Tp)={yel:qry ' €T, Yrer,}-

Se T'4 contiver uma anti-simetria entao o conjunto w-limite A, tem que ser um ponto
fixo. Consequentemente a situagao mais interessante serd quando 7’4 nao contiver anti-

-simetrias. Considere-se esse caso.
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E facil ver que Fiz T'4 ¢ invariante pelo fluxo. O procedimento é entao ébvio: tome-
-se a restricao de f a Flixz T4; digamos g. Certamente g é uma aplicacio com grupo de
simetria generalizado I' = N(T)/T4 a actuar em Fiz Ty4. De onde se conclui que se
(34,T4) for admissivel entdo (3,4/T4,1) é também admissivel.

No entanto, esta observagao nao leva a uma condigao necessdria e suficiente, devido
a existéncia de simetrias escondidas (ver Golubitsky et al. [1994]) que sdo elementos
de T' — N(T4) tais que y(Fixz Ta) N Fiz Ta # 0.

Nos trabalhos Melbourne [1996] e Lamb e Nicol [1996] estdao descritos os méto-
dos para resolver este problema considerando as simetrias escondidas, para os casos

equivariante e reversivel respectivamente.

5.6.2 Detectives das simetrias dos atractores

A questao levantada foi a seguinte: dada uma aplicacao [-equivariante, f, e um atractor
A da dindmica gerada por f, como calcular ¥4, o grupo de simetrias de A?

A abordagem a esta pergunta feita por Barany et al. [1993] onde se introduz o
conceito de detective de simetria.

A ideia desenvolvida é extremamente interessante, nao sé pela forma como d&
resposta & pergunta supra mencionada, como também por interligar vérios conceitos
matemadticos que sao, de um modo geral, de dreas distintas.

Vejamos de modo breve como foi abordado o problema.

Seja A o atractor em causa, definido como sendo um conjunto w-limite compacto
e Liapunov-estdvel. Como vimos na Proposicao 24 para cada v € I, vyA = A ou
vAN A = (). Geralmente, & impossivel conhecer com exactidao o conjunto A. O que na
realidade se constréi graficamente, num computador, é o conjunto A* definido como
segue. Seja 7 > 0. Considere-se o conjunto A* dos pontos cuja disténcia a A é inferior
a 7. CGomo A é compacto, tomando 7 suficientemente pequeno, podemos considerar que
A* esta contido na bacia de atraccao de A e que A* tem o mesmo grupo de simetrias
de A. O conjunto aberto A* diz-se um atractor “espesso”. Também os atractores
“espessos” tém a propriedade vA = A ou yAN A = 0, ¥V er. Em termos rigoros,

exige-se que a fronteira de A seja suficientemente regular para aplicar o teorema de
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Stokes.

Considere-se o conjunto
A= {Aabertode R": 7yA=AouvyANA=0,Ver}.

O objectivo é encontrar um procedimento que determine as simetrias dos elementos
de A.

O passo seguinte serd transferir este problema para o de encontrar o subgrupo de
isotropia de um ponto num espaco associado W.

Seja W uma representagio de I' de dimensio finita. Considerem-se aplicacoes €',
¢ : R® — W, I'-equivariantes e A um atractor “espesso”. Diz-se que ¢ é um observdvel
e Ky(A) = [ 4@ dp, onde p & a medida de Lebesgue, é uma observagao.

Quando a dimensdo do espaco de fase ¢ grande, ou mesmo infinita, o método al-
ternativo ao cdlculo do integral K;(A) envolve o teorema ergédico e a existéncia de
medidas ergddicas simétricas, das quais, a medida “box-counting” de Sinai-Bowen-
-Ruelle (ver e.g. Buescu [1998]), é um exemplo: calcula-se uma soma ergédica em vez
do integral K4(A).

Note-se que, o atractor “espesso” tem medida de Lebesgue ndo nula, pois ¢ um
aberto, enquanto o atractor original pode ter medida nula.

Sendo Ky(A) um vector em W, pois ¢ toma valores em W, considere-se o subgrupo

de isotropia,
Zp(A) = {y € T : 7Ky(A) = K4(A)}
Pode-se provar o seguinte
Lema 43 (Barany et al. [1993]) Para cada observdvel ¢, ¥4 C L4(A).
A préxima proposi¢do é o primeiro passo para a solucio do problema.

Proposicao 44 (Barany et al. [1993]) Para cada aberto A € A existe uma represen-
tagao W de I e um observivel ¢ : R™ — W tal que ¥4 = L4(A).

43



Seja ¢ : R™ — W um observivel. Diz-se que ¢ é um detective se para quase todos
os abertos A C R", £ 4 = E,(A).

Para tornar a defini¢ao precisa hi que dar significado a4 expressio “para quase
todos™.

Seja v € Difp(R™), onde Difp(R™) é o grupo de difeomorfismos C*° e I'-equivarian-
tes em R™. E fdcil de verificar que Yoy(4) = L 4. Além disso, se 9 for quase-identidade,
i.e., pertencer a uma vizinhanca da id na topologia C*, entio 1 (A) & uma pequena
perturbacao de A. E, sendo A um atractor, entdo ¢ (A) é também um atractor para
o forp !, o que corresponde a uma mudanca de coordenadas diferencidvel no sistema

dindmico original.

Definicao 7 O observdivel ¢ é um detective se para cada A € A quase todos os

difeomorfismos v, quase-identidade, satisfazem a condigio Sy (1 (A)) = Xa.
O resultado principal é o seguinte

Teorema 45 (Barany et al. [1993]) Seja ¢ : R* — W wm polindmio observdvel ¢ W
uma representagao de I' que verifique certas condigoes de irredutibilidade. Suponhamos
que ¢ decomposto sequndo uma decomposicao especifica de I, possui certas coordenadas

nao nulas. Entao ¢ é um detective.

As condigdes referidas sao demasiado especificas no ambito desta discussao, para

serem menclonadas.

Deste resultado segue o

Corolério 46 (Barany et al. [1993]) Qualquer subgrupo finito I' C O(n) possui um

detective.

Muitos detectives foram ja construidos para vdrios grupos e as referéncias, Barany
et al. [1993] , Golubitsky e Nicol [1995], Ashwin e Nicol [1997] ¢ Gillis e Golubitsky
[1997] constituem a quase totalidade da literatura existente até ao momento.

Para a reversibilidade esta questao nao foi ainda tratada, o que deixa em aberto

uma possivel investigacao.
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5.6.3 A questao da admissibilidade. De novo?

Na tabela 2 estao assinalados dois subgrupos cuja admissibilidade é somente realizada
pela aplicagdo —id. Obviamente, que se alguém estiver a estudar um certo problema
com aquele tipo de simetria, certamente nao estard a estudar a aplicagao —id. Logo,
para esse investigador, poder-se-d dizer que o subgrupo em causa é inadmissivel.

Do nosso ponto de vista, dever-se-a reformular a questdo da admissibilidade em
termos da “probabilidade” de um certo subgrupo de I' ser o grupo de simetria de um
atractor para uma aplicacao ['-reversivel.

Obviamente, a abordagem podera tomar outros rumos: poder-se-d procurar subgru-
pos que sejam admissiveis genericamente para uma certa classe de sistemas dinamicos,
o que seria o tipo de admissibilidade mais forte; por outro lado, poder-se-ia procurar
subgrupos que sejam admissiveis num aberto para uma certa topologia, numa certa
classe de sistemas dindmicos.

E claro que esta nova abordagem traria uma reclassificacio da admissibilidade na
qual 0s casos assinalados com * e os ja4 demonstrados inadmissiveis estariam no mesmo

tipo de inadmissibilidade.




6 Apéndice

6.1 Produto semi-directo de grupos

Sejam A e B dois grupos. Suponhamos que A actua em B por automorfismos, i.e., para
cada @ € A existe um automorfismo em B, A, : B — B tal que Ai(b) = be A\, (A (D)) =
= Ao (b). Obtém-se assim um homomorfismo A : A — aut(B). E, reciprocamente, cada
homomorfismo deste tipo define uma accio de A em 3.

Conhecidos os grupos A e B e uma ac¢do A, podemos definir um grupo G, dito
produto semi-directo de A por B, que consiste no conjunto dos pares-ordenados (a, b)

com a seguinte operagao,

(ay,b1) * (ag, ba) = (@102, Aay (b1)b2).

Verifica-se a associatividade, a existéncia de elemento neutro, (14, 1) e de inverso,
(a,b)7! = (a7}, A= (b71)). Existe um isomorfismo natural entre o conjunto dos ele-
mentos da forma (a,1) e A. O mesmo se verifica com B e o conjunto dos elementos da.
forma (1,0). Este dltimo é um subgrupo normal de G e além disso o grupo quociente
por ele gerado é isomorfo a A.

No caso particular da Proposi¢ao 14 em que temos G = A Bcom A< G e B4(G
podemos definir uma ac¢do natural, A, : B — B onde A,(b) = a'ba. Estabelece-se

entao a seguinte

Proposigao 47 Seja G nas condigdes acima referidas. Entdo G € produto semi-directo

de A por B sse AN B = {e}.

dem. (<=) Considere-se a seguinte aplicacdo 1 : A« B — G tal que (a,b) — a.b,
onde * representa produto semi-directo. Verifique-se que 1 é um homomorfismo,
P((a1,b1) * (az, b)) = ¥(ajag, Ay (b1)bo) = (ayay, ag tbrashy) =
= 010205 b1aghy = ajbyagby = ¥(ay, by).p(az, by).

E sobrejectivo porque G = A.B. E injectivo porque, se ¢(a, b) = e, onde e é o elemento
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neutro de G entdo ab = e ou seja, a = b1 Logo b € Aea € B. Como A é um
subgrupo b € A. Mas, como AN B = {e} conclui-se que a = b = e. Logo, ¢ &, de facto,
um isomorfismo.

(=)Consideremos a mesma aplicacao ¥. Pelos mesmos célculos podemos verificar
que 2 & um homomorfismo sobrejectivo. Suponhamos que = € AN B. E ébvio que
z7!' € B, logo (z,27') € Ax B. Ora ¢(z,27"') = zz~! = ¢, ou seja, (z,z7!) € ker .
Pelo teorema fundamental do homomorfismo podemos afirmar que A% B/ ker 1 ~ ima).
Como % é sobrejectivo , i.e. imiy = G e, por hipdtese A * B ~ (&, conclui-se que

keryp ={(e,e)} = z=c.m

6.2 Demonstracao do Lema 15

Se § € Lo(qy) entao Iez : Sz = L™, ou seja, L™ o Sz = z9 & 29 € Fiz(L™ 0 5).

Reciprocamente, se L™ o Sxy = x( para algum m , tem-se que
86 Lry = 1™ 685, =L 6 L™ g LPo.8ig = L ", 6 O(xo)-

Logo 8 € Xo(ay)-

6.3 Demonstracao do Lema 16

Suponha-se que zy € Fiz(L" o S)NFiz(L™o S). Entdo L™ o Szy = zp e L™ o Sz = x¢.
Pelo Lema 15, S € Yoz, €,

L™ "z = L™ ™ (L™ 0 Szy) = L™ o Sy = m@p,

ou seja O(zq) é periddica e decerto m — n = kp.
Reciprocamente se O(zq) for periédica de perfodo p e S € gy, entdo pelo Lema
15, 3nez tal que zg € Fiz(L" 0 §) , ie., Szg = L ™. Como [Pz = z0, temos que

Szo = LP ™z, e fazendo n = m — p, conclui-se que zo € Fiz(L" o §) N Fiz(L™ 0 S).
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6.4 Demonstracao (parcial) do Teorema 17

Para provar o teorema & preciso usar o seguinte resultado:

Fiz(L*» o N) = L"(Fiz(N))

e, Fiz(L***'oN) = L*(Fiz(LoN)),

quando N é uma anti-simetria.

Seja g € Fiz(L* o N). Entdo L*™ o Nxy = zg. Logo,
LPe ¥ 6 Lo == N o "gy= ™%y
e, portanto L™z € Fiz(N). Quer dizer que L™"(Fiz(L* o N)) C Fiz(N) , i.e.,
Fiz(L* o N) C L™(Fiz(N)). Reciprocamente, seja zg € Fiz(N). Entdo Nxy = zo.
I,

Lo N'o Lizy = Lo L™ o Nxj = L'zp = L'my € Fig(L*" o N).

O caso restante decorre do anterior porque L o N é uma anti-simetria.

Seguem-se as provas:

(a) Pelo Lema 15 O(xg) é simétrica em relagdo a N sse g € Fiz(L™ o N), para
aleum m € Z. Mas, se m for par entdo Fiz(L™ o N)= L™?(Fiz(N)). Logo,
zo € L™ (Fiz(N))= zo = L™ %y, para algum yo € Fiz(N), ou seja, yo = L"™/2x,
o que quer dizer que O(z) intersecta Fiz(N). O mesmo raciocinio para o caso em
que m é impar leva a concluir que O(zy) intersecta Iiz(L o N).

Logo, O(xq) intersecta Fiz(N) ou Fiz(L o N).

Suponhamos agora que, para algum m € Z , L™z, € Fiz(N). Entéo,
NaolMpgy=zg< NoL™aNo LMty =g5 NoL™o L ™™o Nxg = g & Nzy = 2.

E para yo = Lz, outro ponto da orbita O(xg),

Noyy = N* o Blwg= Lo Nz = L'zy=g5. Logo, Olzy) C Fix{N?).

Quando O(zp) intersecta Fiz(LoN) o resultado obtém-se através de cdlculos seme-

lhantes.

(b1)(<=) trivial pelo Lema 16.
(=) Suponhamos que O(zg) tem periodo 2p. Pela alfnea (a) O(zp) intersecta

Fiz(N)JFiz(L o N). Seja 1 o ponto de intersecgio. E 6bvio que O(zp) = O(yo).
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Supondo que yo € Fiz(N) temos,
NolLPyy=LPoLPoNolLPyy=LPo N o L*y, = LPy,.
Mas, yo = L? (LPyy) logo, yo € LP(Fiz(N)).

O caso yo € Fiz(L o N) é inteiramente andlogo.

(b2)(«=) trivial pelo Lema 16.

(=) Suponhamos que O(xzg) tem periodo 2p + 1. Pela alinea (a) O(xy) intersecta

Fiz(N)UFiz(L o N). Seja 4o € O(xy).
Suponhamos primeiro que yo € Fiz(N).
LoN(LPly) = LPo L Po Lo No [Py, = [F o N o [y, = LFtly,,
Mas, yo = LP (LP"1yp) logo, yo € LP(Fiz(L o N)).
Além disso, 2y = L™ Pyy € Fiz(L o N) e portanto, O(zg) intersecta Fiz(N) em yo
e Fiz(L o N) em z.
Supondo agora que yy € Fiz(L o N). Entao,
NoIPyy=ILPoLPloLoNolLly =ILPoLoNoL¥y = LPy,.

Conclui-se assim que z (= LPy) € Fiz(N) o que permite usar o caso anterior.

Por acréscimo provamos também que se a érbita tiver perfodo impar entao intersecta
Fiz(L o N) e Fiz(N).

Reciprocamente, suponhamos que O(zg) intersecta Fiz(L o N) e Fiz(N).

Entdao existem yy e 2 elementos da 6rbita de = tais que yp € Fiz(N)
e zg € Fiz(L o N). Pelo Lema 15 fica provado que O(zg) é N-simétrica. E ébvio que
2 = L™y para algum m € Z .

Logo, L™™yy € Fiz(LoN), i.e., yo € L™Fiz(LoN), ou ainda, 1y € Fiz(L*™oN).

Ou seja, yp € Fiz(L** o N)NFiz(N). Pelo Lema 16 o periodo divide 2m + 1,
logo nao pode ser par. m

Resta provar que se O(zg) ¢ simétrica em relagio a N entdo O(zy) intersecta

Fiz(N) U Fiz(L o N) em nao mais de dois pontos.
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