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Introducao

Uma valora¢do é uma fungdo que generaliza a no¢ao de medida, nomeadamente no
facto de ndo estar necessariamente definida numa o-dlgebra de conjuntos. Assim, uma
valoragao é uma funcao ¢ definida numa familia M de conjuntos e com valores num grupo
abeliano e tal que p(K) + ¢(L) = (K UL) + ¢(K N L), sempre que K,L, K UL e
K N L pertencem a M. Se @ € M, tem-se que ¢(@) = 0. Portanto, uma medida é uma
valoragao, mas o reciproco é falso. Como podemos confirmar em [Mec-Sc), o estudo das
fungdes nos corpos convexos que sdo valoragbes tem especial interesse em diversas partes

da Geometria Convexa.

Neste trabalho, as valoragbes tomarao valores reais e estarao essencialmente definidas
no conjunto X" de todos os conjuntos compactos e convexos de R™ (corpos convexos) ou
no conjunto U(XK") obtido por unides finitas daqueles (corpos policonvexos). Por exemplo,

o volume, definido nestes conjuntos, é uma valoracao.

A consideragdo de outras valoragdes, além do volume, foi originada pelo terceiro pro-
blema de Hilbert e pela sua solu¢ao dada por Dehn. Hilbert perguntou se dois poliedros
com o mesmo volume sdo necessariamente equidecomponiveis, isto é, se um deles pode
ser “cortado” em véarias pegas que, depois de reorganizadas, formam o outro poliedro.
Ora, Dehn considerou um cubo e um tetraedro regular com o mesmo volume e deu um
exemplo de uma valoragdo invariante por isometrias e que toma valores diferentes nes-
ses dois sélidos. A valoragdo invariante considerada por Dehn estd relacionada com os
angulos diedrais (ou seja, os angulos formados por faces adjacentes) de um poliedro e
com o comprimento das arestas desse poliedro. Mais precisamente sendo P um poliedro,
Dehn considerou um conjunto M constituido pelos angulos diedrais de P e de tal modo
que m € M. Depois, considerou o espago vectorial gerado por M, V(M), considerando

s6 coeficientes racionais. Para cada fun¢io Q-linear f : V(M) — Q tal que f(7) =0, a
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valoragdo invariante de Dehn representa-se por Dy e o seu valor em P é dado por:

Dy(P) ==Y () f(a(a)),
)

a€A(P

onde A(P) é o conjunto de todas as arestas de P, I(a) é o comprimento da aresta a e
afa) é o angulo entre as duas faces que se intersectam em a. Ora, se Q e P sdo poliedros
tais que D(Q) # Ds(P), entdao @ e P nao sao equidecomponiveis ([Ai-Zi], pag. 41-42) e
o que Dehn mostrou foi que, sendo T um tetraedro regular com aresta de comprimento
[ 'e C um cubo com o mesmo volume de T, entdo, para uma dada funcio Q-linear f,
D(T) =6l e Dg(C) =0, logo T e C néo sao equidecomponiveis, o que d4 uma. resposta
negativa ao problema de Hilbert.

O propésito deste trabalho é apresentar um estudo sobre todas as valoracdes definidas
em U(X"), continuas e positivamente invariantes por isometrias (isto é, invariantes por
isometrias que ndo alteram a orientacdo) em R". Designemos por V esse conjunto. Note-
-se que estao contidas em V todas as valoracoes em U(K") que sao continuas e invariantes.
Vamos provar que o conjunto V (munido das operagoes usuais) é um espaco vectorial real
de dimensao n + 1, determinando explicitamente uma sua base. Portanto, o estudo do
conjunto V pode-se restringir ao estudo dessa base e é isso que fazemos aqui. As n + 1
valoragdes que compdem a base que determinamos chamamos volumes intrinsecos. Entre
estas estao o volume, a 4rea de superficie e a valoracao bésica desta base e a partir da
qual veremos que se podem definir todas as outras, que ¢é a caracteristica de Euler.

Definiremos os volumes intrinsecos de um corpo convexo K & custa de um resultado
acerca do volume do corpo paralelo a K a distancia ¢ > 0. Mostramos que esse volume
¢ dado por um polinémio em ¢, e o i-ésimo volume intrinseco é definido através de uma
relacdo entre o coeficiente do termo de grau n — i desse polinédmio e o volume da bola
unitdria de dimensao n — ¢.

Apesar desta ser uma boa definicdo, ndo nos dd a intuigdo geométrica do significado
desses volumes intrinsecos. Provamos, entdo, a existéncia de uma relagao entre o i-ésimo
volume intrinseco e a medida de determinados subconjuntos do conjunto dos subespacos
afins de dimensdo n — i, isto é, de subconjuntos da Grassmaniana afim de dimens&o
n —1. Essa relacao é uma defini¢cao de volumes intrinsecos alternativa e equivalente & que

damos aqui. E também nesta relacio que a caracteristica de Euler desempenha um papel
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fundamental e justifica o facto de ser considerada tdo importante como o volume de um

COTPO CONVEXoO.

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos e um apéndice. No primeiro capitulo
apresentamos algumas nogoes e resultados basicos da Geometria Convexa necessarios para

a compreensao dos capitulos seguintes.

O segundo capitulo é todo ele dedicado & defini¢do dos volumes intrinsecos e demons-
tragao de algumas das suas propriedades. Demonstramos que se tratam efectivamente de
valoragoes invariantes, continuas, simples e homogéneas de grau correspondente ao vo-
lume intrinseco considerado. Ainda neste capitulo, sao calculados os volumes intrinsecos
da bola unitdria e dos paralelotopos que sao andlogos aos rectangulos, mas em dimensoes

superiores.

No capitulo 3, mostramos em que condi¢bes uma valoracio definida numa familia
fechada para intersec¢ées pode ser estendida para um conjunto (contendo o primeiro) que
também seja fechado para unides finitas. Depois, vemos que essas condicoes se verificam
no caso de uma valoragao definida em X" e que queremos estender para U(X™). Nalguns
casos, serd ainda necessiria a extensdo de uma valoragéo definida ja numa familia fechada
para reunides e intersecgoes finitas, para uma outra familia que seja ainda fechada para

diferencas de conjuntos. Este caso também serd abordado neste capitulo.

No capitulo 4, apresentamos a caracterizagdo das valoracdes continuas e invariantes
definidas em U(X"), tendo em conta a sua relacdo com os volumes intrinsecos. E neste
capitulo que se demonstram os principais resultados presentes nesta dissertacio, especi-
almente o Teorema da Caracterizagdo de Hadwiger, cuja demonstracio nio é da autoria
do matemdtico que d4 nome ao teorema, mas é antes uma demonstracio mais recente e
mais simples devida a Daniel Klain, em [KIl|, usando outros resultados também presentes
neste capitulo. E também no quarto capitulo que fazemos um estudo da caracteristica de
Euler, considerada como valoragio, e onde se prova a generalizacio da Férmula de Euler

para poliedros convexos.

O quinto capitulo termina com a relagdo entre os volumes intrinsecos de um corpo
policonvexo e a medida de certos subconjuntos da Grassmaniana afim de uma certa di-
mensao k dependente do volume intrinseco considerado. Ora, a definicio de uma medida

invariante neste conjunto passa por um processo (descrito ao longo do capitulo referido)
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que consiste em definir uma medida invariante no espago projectivo (isto ¢, na Grassma-
niana de dimensao 1); depois definimos uma medida invariante no conjunto das bandeiras
de dimensdo n; a partir desta, chegamos a uma medida invariante na Grassmaniana de di-
mensao k < n; finalmente, é a partir desta ltima medida que vamos conseguir determinar
a tal medida na Grassmaniana afim de dimensao k.

Por altimo, o apéndice é reservado a um breve estudo da andlise harmdnica na esfera
unitdria de dimensdo n > 2. S3o demonstrados alguns resultados que nos permitirio
chegar ao Teorema de Funk-Hecke, a partir do qual se pode provar uma propriedade da
Transformacao Cosseno ali definida e que é usada no capitulo 4.

As referéncias principais sao [Ve], [Gr], [KI-Ro], [Mc-Sh], [Sc] e [We]. A mais im-
portante é [KI-Ro]. Trata-se de um livro que se dedica ao estudo da teoria dos volumes
intrinsecos e das relagbes existentes entre a Geometria Convexa e a Combinatéria. Grande
parte desta tese é baseada neste livro - sdo os casos das trés ltimas sec¢des do capitulo
2 e dos capitulos 3, 4 e 5 - embora aqui a abordagem seja diferente. [Sc] e [We] sdo
livros dedicados a Geometria Convexa em geral e as suas aplicagdes. Parte do capitulo
1 e a sec¢do 4.2 foram baseados nestas referéncias. [Mc-Sh] é um livro que trata de todo
o tipo de politopos convexos, numa perspectiva da Geometria Convexa. O apéndice é
principalmente baseado em [Gr] que se dedica ao estudo das esféricas harménicas e dos
resultados da Geometria Convexa que podem ser demonstrados através delas. Finalmente,
esta tese é uma continuacdo de [Ve], pelo que diversos resultados aqui usados podem ser
al consultados.

Para terminar, quero agradecer a todos os que me ajudaram a realizar este trabalho.
Em primeiro lugar, ao Paulo, meu orientador, por toda a disponibilidade, acompanha-
mento e interesse que sempre manifestou ao longo deste trabalho, pelas (muitas!) emendas
e sugestoes que deu, pela imensa competéncia que sempre demonstrou e por me ter dei-
xado sempre a vontade para expor as minhas dividas. Agradeco também & minha familia
e amigos pelo apoio que me deram e interesse que demonstraram; ao Departamento de
Matematica Pura da Faculdade de Ciéncias do Porto pelas condi¢bes que me deu para re-
alizar este trabalho; ao Departamento de Matemaética da Universidade de Tras-os-Montes
e Alto Douro pelo facilidades que me concedeu para a frequéncia deste mestrado.

André Gama Oliveira, Abril de 2002



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢des bésicas, fixamos notacdo e enuncia-
mos alguns resultados essenciais para a compreensdo dos capitulos seguintes. Entre os
resultados enunciados, alguns sdo de importancia maior para o desenrolar deste trabalho.
Nestes casos, a respectiva demonstracao serd exposta. Para consultar as provas dos outros

resultados, remetemos para a bibliografia, em particular, [Mc-Sh] e [Sc].

1.1 Notacao e defini¢oes basicas

Trabalharemos sempre no espaco real euclidiano de dimensao n, R*. Em geral, os
elementos de R™ serdo denotados por letras mindsculas e os seus subconjuntos por le-
tras maidsculas. Os escalares (reais) tanto podem ser representados através de letras
mindsculas como por letras mindsculas gregas. N&o existird, no entanto, confusio entre
escalares e elementos de R™, pois pelo contexto serd claro o significado atribuido a cada

um dos elementos. Assim, em geral, escrevemos
z:=(x1,...,%p), comz; ER i =1,...,n
para um elemento de R®. A sua origem serd representada por Og», isto é

ORn = (O,...,O) .
N —

n coordenadas

O produto escalar (-,-) é definido por
n
(@,9) =)z,
i=1

5
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onde z := (z1,...,2,) e y := (y1,...,¥n) € a respectiva norma associada |- | é tal que

|z| == /(= z).

A distancia d(z,y) entre dois pontos de R* ¢ dada por
d(z,y) == |z — y|
e se A ¢ um subconjunto ndo vazio de R, a distancia de x € R* a A é dada por
d(A,z) .= inf{|z —a| : a € A}.
Dados A,B C R* e A € R, definimos A+ B e AA do seguinte modo
A+B:={a+b:ac Aebe B} e A = {)da:a € A}

Um subespago (linear) de R* é um subconjunto S de R* que é fechado para com-
binacdes lineares finitas de elementos de S.

Dados vy, ..., vm € R, representamos por G{vi, ..., v,} o conjunto de todas as com-
binagoes lineares de vy, ..., V. G{v1,..., vy} diz-se 0 subespaco gerado por vy, ..., v, €
¢ 0 menor subespaco de R" que contém esses vectores.

Um subespaco afim de R* é um subconjunto de R* que é fechado para combinacées
afins, isto é, combinagdes lineares cujos coeficientes somam 1. Um subespaco afim obtém-
-se a partir de um subespago linear através de uma translagao ([We], pag. 6).

Dado A C R*, a envolvente afim de A é o conjunto de todas as combinacdes afins de
elementos de A e é, a0 mesmo tempo, o menor subespaco afim que contém A. Denotamo-
-lo por aff(A).

Um conjunto convezo de R* é um conjunto que é fechado para combinagées convezas,
1sto é, combinacoes afins com coeficientes nao negativos.

Dado A C R", a envolvente conveza de A é o conjunto de todas as combinacdes
convexas de elementos de A e é, 20 mesmo tempo, 0 menor conjunto convexo que contém
A. Representamo-lo por conv(A).

E ébvio que todo o subespago linear e todo o subespago afim ¢ um conjunto convexo.

Dados z,y € R*, o seguinte conjunto

(z,y] =={az+by:a,b>0Aa+b=1}
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representa o segmento de recta que une z a y. Entao um conjunto A é convexo se e sé se
dados z,y € A, entao [z,y] C A.

Uma propriedade acerca de conjuntos convexos que serd usada com frequéncia é que a
Intersec¢ao de conjuntos convexos é ainda um conjunto convexo. Também, se K e L sdo
dois conjuntos convexos, a sua soma K + L e a multiplicacdo por um escalar AK ainda
sdo conjuntos convexos ([We], pdg. 51).

Exemplo de um conjunto convexo em R* é a bola fechada B(a,r) de centro a e raio
r, definidas por

B(a,r):={z€R': |z —a| <r}.

A bola unitdria em R™ é o conjunto de todos os vectores de norma nao superior a 1.

Representamo-la por B,. Portanto,
Bn = B(ORn, 1)

Denotamos o seu volume por w, e convencionamos wy := 1.
Ao conjunto de todos os vectores de R* de norma igual a 1, damos o nome de esfera

unitdria e representamo-lo por S*71. Assim
S*li={zcR": |z| = 1}.

Note-se que S®~! ndo é um conjunto convexo. Sendo B um subconjunto de S*~1, o,,_,(B)
representa a medida esférica de Lebesgue de B. Representamos também por o,,_; a area
de superficie de S™~1, ou seja

On_1 = 0n_1(S™71).

Dado um conjunto A C R*, denotamos por vol,(A) o seu volume em R", desde que
tal faca sentido.

Por fr(A), int(A) e ad(A) denotamos respectivamente a fronteira, o interior e a
aderéncia de um conjunto A relativamente a topologia usual de R®. O interior relativo
de um conjunto A C R”, relint(A), é o interior de A relativamente & topologia de aff(A).
Assim, z € relint(A) se existe r > 0 tal que int(B(z, 7)) Naff(4) C A. A fronteira relativa
de A, que denotamos por relfr(A), é tal que relfr(4) := {z € ad(A) : = ¢ relint(A)}.
Note-se que se A for fechado, entdo relfr(4) = A \ relint(A).



S oot e

8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Um conjunto néo vazio A C R* diz-se de dimensio k, com k € {0, .. .,n}, se aff(A)
tem dimensao k, isto é, se o subespago linear de R* paralelo a aff(A) tem dimensao k. -

Note-se que, neste caso, se k < n, entdo vol,(A) = 0.

1.2 Corpos convexos

Passamos agora a uma das nogoes centrais deste trabalho. E a partir da classe de

conjuntos definida a seguir que se desenrola toda esta teoria.

Defini¢ao 1.2.1 Um corpo convezo é um subconjunto convexo e compacto de R*. Por
conveniéncia, também se considera o conjunto vazio, &, como sendo um corpo convexo.

Denotamos por K™ o conjunto de todos os corpos convexos de R".

Um corpo K € X" diz-se de dimensdo n ou dimensdo mdzima se e s6 se int(K) # @.

1.2.1 Hiperplanos de suporte

O produto escalar em R" é bastante usado para descrever hiperplanos e semi-espacos
P perp pag

de R*. Um hiperplano de R™ é um conjunto da forma
Hyo ={z e R": (z,u) = a},

comu € R*\ {Og=} e @ € R. Dizemos que u é um vector normal a H, o

O hiperplano H, , limita dois semi-espagos fechados, dados por
H o ={z €R": (z,u) < o} e H, ={z e R": (z,u) > a}.

Se K € X", entdo dizemos que um hiperplano H suporta K emzse HNK = z e

KCH"ouKCH".

1.2.2 Projeccao e propriedades de suporte

Nesta secgao, demonstramos alguns resultados bésicos que serdo usados principalmente
no capitulo 4. Estes resultados sdo todos validos nos conjuntos nao vazios de X, mas serdo
demonstrados no conjunto mais extenso dos conjuntos nio vazios, convexos e fechados de

R", onde serdo ocasionalmente usados.
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O préximo teorema, permitir-nos-a definir a projeccao de um ponto de R* num con-

junto nao vazio, convexo e fechado, A, de R".

Teorema 1.2.2 Seja A C R* um conjunto convezo, fechado e ndo vazio. Entdo, para

cada x € K", existe um Unico ponto, p(A,x) € A tal que
|z — p(A,x)|] < |z —y|, para todo y € A.

Demonstmgdo. Como A é fechado e nao vazio, existe p > 0 tal que o conjunto B(z, p)NA
é compacto e ndo vazio, logo a funcdo continua f : A - R, 2 — |z — 2| tem um ponto
de minimo, yo, neste conjunto. Como f(z) > p, se z € A\ B(z,p) e como f(y) < p,
concluimos que |z — yo| < |z — 2], para todo z € A.

Seja agora y € A qualquer e consideremos o segmento que une yo a y: ty + (1 — t)yo,

com t € [0,1]. Entdo, para cada t €]0, 1], temos que
|z —yol? <z —ty — (1 — )yl
&z —yol* < o —yol* — 26{z — yo, ¥ — yo) + |y — wo|®
& (2= yo,y — vo) —tly — wol?) <O
= 2{(z—yo,¥y — o) —tly — 5[ <0
= (T — Yo,y — o) <O
Entéo, se existir um outro ponto y; € A tal que |z — 31| < |z — y|, para todo y € A,
também teremos que (z — y1,y — y1) < 0, para todo y € A. Em particular,
(y1 — 2,51 — %) = {z — y1,%0 — y1) <O. (1.1)
Mas, pelo que vimos atras,
(T — yo,y1 — Yoy < 0. | (1.2)

De (1.1) e (1.2), sai que {(y1 — ¥o, Y1 — Yo) < 0, donde y; = yo.

Portanto, yy =: p(A, z) é dnico. O

Note-se que da demonstracao deste teorema concluimos que
(x —p(A,z),a — p(A,z)) <0, (1.3)

para todo a € A.

L
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Definicao 1.2.3 O ponto p(A4, z) definido no teorema anterior, designa-se por projecgao

de x em A.

Deﬁnigéo 1.2.4 Dado A C R" nao vazio, convexo e fechado, a aplicagio p(A, R — A
que a cada z € R* associa p(A4, ), designa-se por operador de projeccdo ou, simplesmente,

projec¢ao em A.

E 6bvio que |z — p(4, z)| = d(4, z). Se z ¢ A, entdo

z —p(A, )

u(4,z) = i(A. 1)

é o vector unitario com origem em p(A4, z) e na direc¢do de z, e a semi-recta com origem

em p(A, z) e que passa por T é o conjunto
r(A, z) .= {p(4, z) + Mu(4,z) : A > 0}.

Lema 1.2.5 Sejam A C R" ndo vazio, convero e fechado, z € R*\ A ey € r(A, z).
Entdo p(A, ) = p(A,y).

Demonstragdo. Suponhamos que p(A,z) # p(A4,y). Temos duas hipéteses distintas:
y € [z,p(A,z)[ ou z € [y, p(4, z)[-

Se ocorrer o primeiro caso, isto é, se y pertencer ao segmento que une z a p(A, m), mas

y # p(A, z), entdo

Iz —p(Ay)l < lz—yl+]y—p(4,y)
< |z —yl+ly - p(4 )|
= |z —p(4, 1),

o que ¢ uma contradigdo. Se z € [y,p(A,z)[, consideremos, como na figura seguinte,

q € [p(A,1),p(A,y)] tal que o segmento [z, q] seja paralelo ao segmento [y, p(A, y)].
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Entao, temos que

le—al _ly-p(Ayl _
|z —p(4,2)]  |y—p(4,z)|
0 que resulta, de novo, numa contradicao. O

Lema 1.2.6 (Lema de Busemann-Feller) O operador de projecgcdo é nio expansivo,
ou seja,

Ip(A,z) — p(A,y)| < |z —y|, Vz,y € R".

Demonstragdo. Sejam z,y € R* e A nao vazio, convexo e fechado. Podemos supor que

v:=p(A, z) — p(A,y) # Og~. J4 sabemos, por (1.3), que
(z—p(4,2),v) > 0 e {y — p(A,y),v) < 0.

Portanto, o segmento [z, y] intersecta os dois hiperplanos que sao ortogonais a v tais que

um deles passa pelo ponto p(A, z) e o outro passa pelo ponto p(A4,y).

Concluimos, entao, que |p(A4,z) — p(A,y)| < |z — y|. | O

Lema 1.2.7 Seja A como nos resultados anteriores e S uma esfera tal que A estd contido

na bola cuja fronteira é S. Entdo p(A,S) = fr(A).

Demonstracio. E 6bvio que p(A4, S) C fr(A). Seja, entdo, = € fr(A). Para cada m € N,
seja T, pertencente a bola cuja fronteira é S tal que z, ¢ A e |2, —z| < L. Pelo teorema
1.2.6,

7 p(A, 2m)| = (A, 2) ~ p(A, Z0)| < [ = | <



i S |

12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

A semi-recta r(4, zr) intersecta a esfera S num ponto y,, e p(A, z,,) - (A, yn), logo
|7 = p(A, ym)| < 1.

Considerando a sucessdo (T,)men, convergenté para x, temos outra sucessao associ-
ada (ym)men em S. Como S é compacto, esta dltima sucessdo tem alguma subsucessdo
(ymj)jeN convergente para algum ponto y € S.

Pelo que se viu atrds, limpnen p(A, ym) = £ € como, pelo teorema anterior, p(A, ) é

continua, resulta que p(A,y) = z. Portanto, fr(4) C p(4, S). O

Lema 1.2.8 Sejam A C R* ndo vazio, convezo e fechado e z € R* \ A. O hiperplano H
ortogonal a u(A, z) e que passa por p(A,z) suporta A.

Demonstragdo. Obviamente, H N A # @. Seja H™ o semi-espago fechado, limitado por
H e tal que x ¢ H~. Temos que, para todo y € A, (z — p(4,1),y — p(4,z)) <0, logo
y € H™ e concluimos que H ¢ hiperplano de suporte de A em p(A4,z) . O

Teorema 1.2.9 Seja A, nao vazio, convezo e fechado. Entdo, por cada ponto de A passa
um hiperplano de suporte de A. Se A ainda for limitado, para cada u € R* \ {Ogn} eziste

um hiperplano de suporte de A com vector normal exterior u.

Demonstragio. Seja z € fr(A). Suponhamos que A é limitado. Pelo lema 1.2.7, existe
um ponto y € R* \ A tal que z = p(A,y). Pelo lema 1.2.8, o hiperplano que passa por =
e é ortogonal a y — z suporta A em z.

Se A nao for limitado, existe um hiperplano H que passa por z e que suporta
ANB(z,1); seja H™~ o correspondente semi-espaco de suporte de ANB(z,1). Se existir um
ponto z € A\ H™, entdo [z,2] C A, mas ]z,z] N B(z,1) ¢ H~, o que é uma contradicao.
Portanto, H suporta A.

Relativamente a segunda parte do teorema, consideremos v € R*. Como A é com-
pacto, existe um ponto z € A tal que (z,u) = max{(y,u) : y € A}. Entdo, o conjunto
{y € R* : (y,u) = (z,u)} é um hiperplano de suporte de A, com normal exterior u (ver

inicio da secgao 4.2). g
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1.2.3 Métrica de Hausdorff

O espaco K™ \ {@} pode ser transformado num espago métrico introduzindo-lhe a
chamada métrica de Hausdorff. O dominio natural desta métrica é o conjunto de todos
os compactos nao vazios de R", no qual X"\ {@} estd contido e, além disso, é um seu
subconjunto fechado ([Sc], pag. 50). Assim, se A e B sdo conjuntos compactos (nio
vazios) de R", a distancia de Hausdorff de A e B representa-se por dy (A, B) e é dada por

dy (A, B) := max {sup d(a, B),supd(A, b)}
acA beB

ou, de modo equivalente,
du(A,B) :==min{A>0: ACB+)B,e BC A+ \B,}.

Note-se que dy esta bém definida, pois A e B sdo compactos nao vazios.

Podemos entao definir convergéncia de uma sucessdo de conjuntos compactos nao
vazios de R*. Uma tal sucessdo Ai,..., A;,... converge (no sentido de Hausdorff) para
um conjunto compacto nao vazio A de R", e escrevemos A; — A, se dy(A4, A;) — 0,
quando j — +oo. Portanto, uma sequéncia de corpos convexos (Aj)jeN converge para
A€ X"\ {2} se, para todo € > 0, existe m > 0 tal que A; C A+ eB, e AC A; + ¢By,

para todo j > m.

Definigao 1.2.10 Uma aplicagdo f : K* — R diz-se continua ou continua-conveza se,
dada uma sucessdo (A;) .y de corpos convexos nio e A € X"\ {@} tais que 4; — A4,

segundo a métrica de Hausdorff, entao f (4;) = f(A), em R

Por exemplo, a func¢ao vol,, : K* — R que a cada conjunto de X" associa o seu volume,

é continua, o mesmo acontecendo com a drea de superficie.

1.2.4 Politopos

Um subconjunto importante de K" é aquele cujos elementos sdo os definidos a seguir.

Definicao 1.2.11 Um politopo convezro é a envolvente convexa de um nimero finito de

pontos de R*. Portanto, P é um politopo se e s6 se P = conv{z,...,z,,}, com z; € R".
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Uma das razdes que tornam importante esta classe de conjuntos é que, em geral, as
propriedades relativas a corpos convexos sido de demonstracio mais facil no conjunto dos
politopos convexos. Por outro lado, qualquer corpo convexo (ndo vazio) pode ser aproxi-
mado, com tanta precisio quanto se queira, por uma sucessio convergente de politopos
([We], pdg. 109). Portanto, quando se quer provar uma dessas propriedades, normalmente
prova-se em relagao aos politopos e depois, através de um processo de convergéncia (pela
métrica de Hausdorff), estende-se essa propriedade a X*. Os politopos sio os analogos aos
poligonos ou aos poliedros, mas em dimensdo n. Note-se que é possivel definir politopos
nao convexos (embora ndo o fagamos neste trabalho); basta considerar em R? um poligono
nao convexo. No entanto, como durante este trabalho sé nos iremos referir a politopos
que sejam convexos e compactos, chamar-lhes-emos apenas politopos. Um conjunto po-
liedral é a intersec¢do de um nimero finito de semi-espacos fechados. Demonstra-se que
um politopo é um conjunto poliedral compacto e vice-versa ([Mc-Sh], pag. 43-47).

Existem diversos tipos de politopos, com algumas propriedades especiais; ver [Ew],
[Ge-He-Zi], [Mc-Sh], [We] ou [Zi]. O tipo mais simples é o que vamos definir agora. Para
tal, necessitamos, primeiro, da seguinte nocao. Um conjunto A C R* diz-se independente
afim se todo a € A é tal que a ¢ aff (A \ {a}), ou seja, se néo é possivel escrever a como
combinagao afim dos outros elementos de A. A nogdo de conjunto dependente afim é a
negacao da anterior. Um politopo que é a envolvente convexa de pontos independentes
afins diz-se um simplezo. Portanto, um simplexo de dimensio k é a envolvente convexa
de k + 1 pontos independentes afins.

Uma face de um politopo P é um subconjunto de P que se obtém intersectando P
com um seu hiperplano de suporte que nio contenha aff(P). Portanto, F' é uma face de
Pse FF= PN H, onde H é um hiperplano de suporte de P e P ¢ H. Sendo P um
politopo ¢ H um conjunto convexo, entdo F' também é um politopo ([Mc-Sh], pag. 40).
Se dim(P) = k e dim(F) = j, com j € {0,...,k — 1}, entdo F diz-se uma j-face de P.
Se j =k — 1, F diz-se uma faceta de P. As 0-faces dizem-se, normalmente, vértices e as
1-faces designam-se, geralmente, por arestas. Embora ndo o facamos neste trabalho,
alguns autores consideram o préprio politopo P como sendo uma, k-face de P e o conjunto
vazio & como sendo uma —1-face de P. Estes autores designam estas duas faces por

improprias e as outras por proprias.



Capitulo 2
Volumes intrinsecos

Neste capitulo desenvolvemos de maneira precisa as no¢des de volume intrinseco de
um corpo convexo e de valoragao definida em X". Sdo demonstradas algumas proprie-
dades que os volumes intrinsecos tém enquanto valoragoes, propriedades essas que serdo
essenciais para os resultados posteriores.

Ainda neste capitulo 2, estudamos os volumes intrinsecos dos casos particulares da
bola unitaria e dos paralelotopos.

A nossa seccao 2.1 segue de perto as secgoes 3.2.2 e 3.2.4 de [Ve].

2.1 Volume de corpos paralelos

A forma como vamos definir os volumes intrinsecos de um corpo convexo requer um
resultado que relaciona o volume de um corpo convexo e do seu corpo paralelo. Comecemos

por definir este ultimo.

Definicao 2.1.1 Seja A um subconjunto fechado (ndo vazio) de R*. Ao conjunto A+tB,,
com t € R}, chama-se corpo paralelo a A a distdncia t ou t-vizinhanca de A, e representa-

-se por (A),.

Portanto, escrevendo A + tB, de outra forma, (4), := {z € R" : d (4,7) <t} ou
(A), = Upea{z €R* : |z —a| < t}, com ¢ > 0.
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Com esta notacdo, podemos reescrever a nocio de distancia de Hausdorff entre dois

conjuntos compactos de R”,
dy(A,B) :=min{t >0: AC (B); e B C (A)s}

e, no caso de A e B serem convexos, mostra-se que dy (A4, B) = dy((A)x, (B)y), qualquer
que seja A > 0 ([We], pdg. 93).
Ao longo deste trabalho vamos estar particularmente interessados no conjunto K".

Nas figuras 2.1 e 2.2 temos exemplos de corpos paralelos a corpos convexos.

Figura 2.1: Corpo paralelo a um corpo convexo de R?.

Figura 2.2: Corpo paralelo a um corpo convexo de R3.

Sejam K € X"\ {@} et > 0. Como é ébvio, o volume de (K), depende de t, mas o
que ndo ¢ tao evidente é que, sendo K um corpo convexo, essa dependéncia se traduza
num polinémio em ¢. E esse o resultado que vamos mostrar a seguir e que serd de grande

importancia para o estudo posterior.
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Teorema 2.1.2 Se K € X"\ {@}, eziste um polindmio, pk(t), de grau n e coeficientes

ndo negativos, tal que vol, ((K),) = pk(t).

Antes de passarmos & prova do teorema, é conveniente introduzir algumas observagées.
Dado um politopo P os interiores relativos das suas faces formam uma particdo de
relfr(P). Seja I o interior relativo de uma face de P (ou o préprio P, se int(P) = @).

Consideremos o conjunto
UF):={zeR*'\P:p(P,z) € F}

dos pontos do espaco ndo pertencentes a P e cuja projeccao em P pertence a F. Se F
percorrer os interiores relativos das faces de P (ou o préprio P, se int(P) = @), entdo os

conjuntos Q(F') formam uma parti¢ao de R* \ P.

Lema 2.1.3 A restricdo de p(P,-) a Q2(F) é a projec¢io ortogonal em F e se, além disso,

int(P) # @, entao cada conjunto Q(F) é convezo.

Demonstrag¢io. Comecemos por ver que a restricdo de p(P,-) a Q(F) é a projecgio or-
togonal em F. Seja z € Q(F). Vamos ver que z — p(P, z) ¢é ortogonal a aff(F). Seja
H o hiperplano que passa por p(P,z) e que é perpendicular a z — p(P,z). Pelo lema
1.2.8, o hiperplano H suporta P. Vejamos que aff(F') C H. Se isto ndo acontecer entao,
como F' é aberto em aff(F') e como p(P,z) € F N H, entdo F contém pontos em ambos
0s semi-espagos abertos associados a H, o que contraria o facto de H ser hiperplano de
suporte de P. Portanto, aff(F) C H e z — p(P, z) é perpendicular a aff(F), isto é, p(P, z)
é a projeccao ortogonal de z em F.

Passamos agora a prova de que Q(F') é convexo. Sejam z,y € Q(F). Consideremos
z =tz + (1 — t)y, para algum t €]0,1[. Ora, z ¢ P, conforme ser4 demonstrado mais &
frente. Vamos mostrar que p(P, z) = tp(P, z)+(1—t)p(P,y) e, portanto, pela convexidade
de F, p(P,z) € F, isto é, z € Q(F). Pelo teorema 1.2.2 e por (1.3), isso é equivalente a

mostrar que, para cada a € P, se tem

(z — tp(P,z) — (1 - t)p(P,y),a — tp(P,z) — (1 — t)p(P,y)) < 0.
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Mas,

<z - tp(P7 I) - (1 - t)p(P, y)7a - tp(Pa [L‘) - (1 - t)p(P7 y)>

= (tz+ 1=ty —tp(Pz) - (1 = t)p(P,y),a— tp(P,z) — (1 — £)p(P,y))

= H(z—p(P2),a— tp(P,z) = (1= )p(P,y)) + (1 — t)(y — p(P,y),a — tp(P, z) —
~(1 = t)p(P,y))
= < = p(P,z),a = p(P ) + Kz — p(P, ), p(P, 2) — tp(P,z) — (1 — t)p(P,y)) +
—)(y — (P, y), p(P,y) — tp(P,z) — (1 — )p(P,y)) +

+(1 = ){y — p(P,y),a— p(P,y))
= t(z—p(P,z),a—p(P,z)) + (1 —t){y — p(P,y),a — p(P,y)),

visto que z—p(P, z) é ortogonal a p(P, z)—tp(P, z)—(1—t)p(P,y) e y—p(P, y) é ortogonal a
p(P,y) —tp(P, z)—(1—1t)p(P, y). Entdo, esta tltima expressio é uma combinagio convexa

de quantidades néo positivas, logo também
<Z - tp(Pa ‘T) - (1 - t)p(Pa y)7a - tp(Pa LC) - (1 - t)p(Pa y)> S 0.

Falta entao mostrar que z ¢ P. Suponhamos que z € P. Entao p(P, z) = z, isto é,

tp(P,z) + (1 — t)p(P,y) = tx + (1 — t)y. Portanto

~p(Pa) = =y~ p(Pyy).

Assim, temos, para cada a € P,

Y
<

pois £+ < 0 e {y — p(P,y),a — p(P, y)) < 0. Entdo, {z — p(P,z),a — p(P,z)) = 0.
Concluimos que P estd contido no hiperplano que passa por p(P, z) e que é perpendicular

a z — p(P,z), o que contradiz a hipétese de P ter interior nao vazio. Portanto, z ¢ P. [
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Demonstra¢do do teorema 2.1.2. Consideremos, em primeiro lugar, o caso em que o corpo
convexo é um politopo.

Sejam entdo P um politopo compacto, convexo e com interior ndo vazio (isto é,
dim(P) = n) e F o interior relativo de uma face de P.

Dado ¢t > 0, vamos comparar os corpos paralelos (P), e (P), através do volume de
(P), N QF) e de (P), N Q(F). Note-se que cada um destes conjuntos possui volume,
pois, pelo lema anterior, é limitado e convexo ([We|, pag. 267). Dado z € Q(F), seja
a := p(P,z) € F. Entao, pelo lema 1.2.5, qualquer ponto y € r(P,z) \ {a} é tal que
y € Q(F). Entao, z € (P), NQ(F) se e s6 se a+t(x —a) € (P), NQ(F). Ou seja, temos

uma correspondéncia bijectiva

f:(P)ﬂWQ(F)——)(P)tﬂQ(F)

z +—>a+t(z—a).

Sejam agora F' o subespago vectorial de R™ translatado de aff(F") e E o suplementar
ortogonal de F'. Em particular, temos que F@® F' = R*. Fixado b € F, cada ponto de R*
se escreve de modo tinico na forma b+ u + v, com u € F' e v € E. Estudemos a seguinte

transformacao afim:

Yt - R* — R®

b+utve— b+u+tu

Temos que f é a restrigdo de ¢, a (P), NQ(F). De facto, dado z € (P), N(F), uma
vezque r =b+u-+v,combé€ F fixo,u € F' ev € F, entdo a := b+ u € a sua projecgao

ortogonal em aff(F'). Pelo lema 2.1.3, a = p(P, z). Entao,
o) =b+u+tv=a+t(z—a) € (P),NQF),

donde se conclui que f é a restrigao de ;.
Tem-se entao que

0:((P); NQ(F)) = (P), N Q(F). | (2.1)

Uma aplicacao afim é a composta de uma aplicacao linear com uma translacao e como
esta dltima nao altera o volume entao a alteracdo do volume é causada pela parte linear

da aplicagdo afim, logo, neste caso, a diferenca entre os volumes de (P), N Q(F') e de
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(P), N Q(F) ser causada pela parte linear de ;. Seja L a parte linear de @¢. Tem-se
que L(u + v) = u + tv. Suponhamos que dim(F) = k < n. Se considerarmos uma matriz
de L relativamente a uma base composta por k vectores de F' e n — k vectores de E,

concluimos que £ tem determinante t"~*. Por (2.1), resulta que
vol, ((P), NQF)) = t" *vol, (P), N Q(F)),

para cada face, I, de dimensao k.
Mas, os conjuntos (P), N Q(F), com F a percorrer os interiores relativos das faces de

P, formam uma particdo de (P), \ P. Entéo,

vol, ((P),) = vol, (P)+ > vol, (P), NQ(F))

= vol, (P)+§_j 3 vol, ((P), N Q(F))

k=0 F:dim(F)=k

n-1
= vol, (P)+ > | > wol, ((P), nQF)) | " *. (2.2)
k=0 \ Fudim(F)=k

E claro que a expressio (2.2) é a de um polinémio pp(t) de coeficientes ndo negativos
e de grau nao superior a n.

Seja agora K um corpo convexo qualquer de R" e tomemos uma sucessio (Pj)j21 de
politopos convexos, compactos e com interior ndo vazio, convergindo para K, segundo a
métrica de Hausdorff. Uma tal sucessdo existe mesmo que K tenha interior vazio, pois
(K);, onde § > 0 é arbitrario, tem interior ndo vazio em R" e, portanto, contém, pelo
menos, n+1 pontos independentes. Assim, podemos considerar uma sucessio de politopos
com interior nao vazio a convergir para (K);. Como ¢ > 0 é qualquer, posso considerar
4 a tender para 0 e, assim, construir uma sucessdo de politopos com interior nio vazio a
convergir para K.

Pelo que vimos atras, para cada j existe um polinémio de coeficientes nio negativos,
pi(t) == ajo + a1t + - - + a;nt" tal que, para cada t > 0, vol, ((P;),) = p;(t). Dado
que K e P; sdo corpos convexos, tem-se que dy ((K),, (P;),) = dy (K, P;), donde, para
cada ¢, a sucessdo dos (F;), converge para (K),. Pela continuidade do volume, também a
sucessao vol, ((R,) t) converge para vol, ((K),). Em particular, para t > 0 fixo, a sucessio

dos valores de p;(t) é limitada. Por outro lado, como os coeficientes do polinémio p;(t)
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sao nao negativos, tem-se que 0 < aj; < p;(1). Resulta que a sucessdo dos pontos em
R***, (ajo, a1, - --,a5n);>1 é limitada e, portanto, tem alguma subsucessio convergente.
Substituindo, se necessario, a sucessio original pela subsucessdo convergente, podemos
supor que cada sucessdo (aj;);en converge para um certo a; > 0.

Sendo pk(t) := ag+ait+---+a,t" o polinémio onde cada coeficiente a; > 0 é o limite

da sucessao (aji)j>1 tem-se, para cada t > 0, que

vol ((K),) = lim_voln ((P;),)

= hm (ajo + ajlt + o+ ajnt”)

j—+oo

= pK(t).

Concluimos entdo que vol,((K);) é um polinémio em ¢ e, portanto, que qualquer sub-
sucessao convergente da sucessao (ajo,aj1,...,ajn);>1 converge para (ag,ay,...,a,). Se
esse ndo fosse o caso, terfamos dois polinémios diferentes px (t) e gk (t), tais que pg(t) =
vol, ((K),) = gk (t), o que resultaria numa contradi¢do. Resulta que a prépria sucessio
(ajo, a1, - - .,ajn)j>1 converge para (ag,ai,--.,an).

Para concluirmos a demonstracao, falta provar que pg(t) tem grau n.

Seja p o diametro do corpo convexo K, ou seja, p é a distancia méxima entre pontos
de K. Seja a € K. Entdo, para cada t > 0, B(a,t) C (K), e B(a,t + p) 2O (K),. Destas

inclusoes resultam as seguintes desigualdades entre volumes
vol, (B(a,t)) < vol, ((K),) < vol, (B(a,t + p)),
isto é,
wnt™ < vol, ((K),) < wy (t+p)".

Entao,

wpt" <ag+ait+ -+ ayt" <wp(t+p)",

donde, dividindo tudo por t" e, tomando o limite quando t — +o0o obtém-se a,, = w,.

Portanto, pg(t) tem grau n. : O

Entao, acabamos de mostrar que, dados K € X" e t > 0, se tem

vol, (K +tB,) = ag + a1t + ast® + - -+ + ant™. (2.3)
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No caso em que K = @, definimos pz(t) := 0. No entanto, quando nada for dito em
contrdrio, supomos sempre que um corpo convexo K é nao vazio.
Os coeficientes a; de (2.3) dependem do corpo K. Portanto, podem ser vistos como

funcoes de K" \ {@} em R:

a; . xr \ {@}—) R

K+ a(K),

onde a;(K) é o coeficiente do termo de grau j, j € {0,...,n}, de px(t).

Vejamos que cada coeficiente a; depende continuamente de K, ou seja, que a aplicacio

FiX0\ {o)—s R
K — (a(K),...,a;(K),...,an(K))

¢é continua.

Assim, vamos ver que, dado K € X"\ {@}, entéo,
Ve>036>0VK' € X*\{@} : d(K,K') <6 = |f(K) — f(K')| < e, (2.4)

ou, 0 que ¢é equivalente, se (K;),.y converge para K (segundo a métrica de Hausdorff),
entdo (ao(Ky),...,a;(Ki), ..., an(K;)),ey converge para (ag(K),...,a;(K),...,a.(K)),
em R,

Note-se que na prova do teorema 2.1.2, ja vimos que (2.4) se verifica, se K' for um
politopo. Vamos agora verificar o caso mais geral.

Seja entao (K;) ;e uma sucessao de corpos convexos convergente para K. Entdo, para
cada t > 0, K; + tB, converge para K +tB, e, como o volume é uma funcio continua,

vol, (K; + tB,) — vol,(K + tB,), ou seja, para cada t > 0,
(Lo(Ki) + al(Ki)t + - Cln(Ki)t" — a()(K) + al(K)t R (ln(K)tn (25)

e, em particular, a sucessao (vol, (K + tB,)),cy ¢ limitada.

Por outro lado, como a;(K;) > 0, conclui-se que a;(K;) < vol,(K; + B,). Assim,
(ao(K3), . - -, a;(K5), . .., an(K;)), € uma sucessdo limitada em R™*!, logo tem uma sub-
sucessdo convergente para (ao,...,dj,...,d,). Portanto, substituindo, se necessirio, a

sucessao original pela dita subsucessao, temos que

ao(JG) + 4+ a;j (Kt + -+ an(K)t" —> @o + -+ + a5t + - - - + apt™,
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para todo t > 0. Por (2.5), concluimos que

(@2 Gy ) = (a0(K), ..., a;(K), ..., an(K)).

Portanto, qualquer subsucessio convergente de (ao(Kj;),.. .,aj(Ki),...,an(Ki))ieN con-
verge, em R**!, para (ao(K),...,a;(K),...,a,(K)). Logo, a prépria sucessio converge
para o mesmo limite e, assim, (a;(K;)),.y = a;(K), para todo j € {0,...,n}. Portanto,

cada coeficiente do polinémio (2.3) depende continuamente de K.

2.2 Volumes intrinsecos

Os coeficientes definidos pelo polinémio acabado de deduzir estio estreitamente re-
lacionados com quantidades que tém significado geométrico acerca do corpo K. E do
estudo destas grandezas que se ocupa este trabalho. Alguns exemplos disso mesmo sio
0s seguintes.

No final da prova do teorema anterior obtivemos o valor do coeficiente a,,.

Coroldrio 2.2.1 Se K € X"\ {@}, entao o coeficiente do termo de grau n do polinémio

pr(t) = vol, ((K),) € igual ao volume, wy, da bola unitdria em R".

O termo independente é, obviamente, igual ao volume de K. E, relativamente ao

coeficiente de grau um, tem-se

Coroldrio 2.2.2 Se K € X" com interior ndo vazio, o coeficiente do termo de PTIMEIT0

grau do polindmio pk(t) € igual a drea de superficie de K.

Demonstrag¢do. Atendendo & continuidade da 4rea de superficie e a0 modo como foi ob-
tido pk (t) para corpos convexos quaisquer, basta demonstrar este corolario para politopos
com interior nao vazio.
Seja P um tal politopo. Usando (2.2), concluimos que o coeficiente de grau um de
pp(t) = vol, ((P),) é dado por
> vol, ((P), NQUF)), | (2.6)
F:dim(F)=n—1
ou seja, nesta soma aparecem os volumes de todos os conjuntos da forma (P), N Q(F),

em que [” ¢ uma faceta de P. Pelo lema 2.1.3, cada conjunto (P), N Q(F) é um cilindro
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recto de base F' e altura 1. Entdo, o seu volume ¢ igual a vol,_;(F). Assim, (2.6) é igual

a

> voly(F)

F:dim(F)=n-1

e esta soma é precisamente vol,_;(fr(P)). Isto mostra que o coeficiente de ¢ no polinémio

pp(t) = vol, ((P),) é exactamente igual & drea de superficie do politopo P. O

No entanto, também os outros coeficientes do polinémio pg (t) estdo associados a quan-
tidades que possuem informagcado geométrica acerca do corpo convexo K. Essas quantida-

des podem ser definidas de diversas maneiras, sendo uma delas a seguinte.

Definicao 2.2.3 Sejam K € X" e pg(t) = ag+a1t+ast?+- - -+a,t™ o polindémio associado
a vol,((K):). Entdo, o i-ésimo volume intrinseco de K, i € {0,...,n}, representa-se por

pr(K) e define-se por

() o= L)

Wn—;

A razao pela qual se chamam volumes intrinsecos a estas grandezas ficard mais clara
ao longo deste trabalho. Na notacdo ul(K), o indice corresponde a qual dos volumes

intrinsecos de K se trata e o expoente refere-se a dimensdo do espago em que se esta a

trabalhar.
Por exemplo, u(K) = %f) = ao(K) = volu(K), p_(K) = %f() = ﬂQK—), onde
S(K) representa a area de superficie de K e, finalmente, p2(K) = &) — 1

Wn

Com esta definicao, sendo K € X", o polinémio px(t) pode-se escrever da seguinte

forma, que é conhecida pela Fdrmula de Steiner:
pr(t) = py (K)wet™ + i (K)wn_1t™ 4 4 u™ (K )wp.

Os volumes intrinsecos sdo independentes entre si, a excepgao de certas desigualdades
entre eles que generalizam a desigualdade isoperimétrica que relaciona o volume e a érea

([Sc], cap. 6 e [We], pdg. 303).

Definigao 2.2.4 Uma valora¢do ou um funcional aditivo é uma fun¢io ¢ definida numa

familia M de conjuntos e com valores num grupo abeliano e tal que

e(K) + (L) = (KU L) + (K N L),
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sempre que K,L, K UL e K N L pertencem a M. Se @ € M, definimos (&) := 0.

Assim, no caso em que M := X" (que nos interessa mais) uma valoragao é uma funcio

real i definida tal que

p(KUL)=p(K)+u(l) —u(KNL) (2.7)

para todos K, L € X", tais que K UL € X"

Dados Kj,..., K, € X" tais que K; U---U K, € X", iterando (2.7) podemos ser
levados a concluir que

p(K U UKp) =Y p(K) = Y wENE)+ Y w(KinKjnKy) —---, (2.8)
i i<j i<j<k

que se diz o principio de inclusdo-exclusido para a valoracdo p definida em X™. No
entanto, tal conclusao é, em geral, falsa, pois nada nos garante que nao exista algum
je€{2,...,m—1} talque K1 U---UK; ¢ X"

Por exemplo, por (2.7), dados K1, K3, K3 € X" tais que K, U K, U K3 € K", entdo

p(K1 U Ko U K3) =p(K U Ks) + p(K3) — p((K U K2) N K;)

Il

p(K1) + p(Ka) — u(Ky N Ky) + p(Ks) -
p((K1 N K3) U (K2 N K3))

p(K1) + p(K) — p(Ky N Ks) 4+ w(Ks) — p(K; N K;)—

,u(Kg N K3) + M(Kl N K2 N K3)
= (K1) + p(EKG) + p(Ks) — p(Ky N Ks) — p(K N Ks)—
(K2 N Kg) + /L(Kl N K2 n Kg)

Agora, note-se que esta deducio sé é valida se, além de K, U K, U K3 € K™, também
KiUK, € X" e (K;NK3)U(K;NK3) € X (caso contrario 4 nio estaria bem definida).
Mas, estas ultimas condigbes, em geral, ndo se verificam. Contudo, se u se pudesse
estender, de modo tinico, a um conjunto que fosse fechado para unides, entdo (2.8) seria
valido.

Mais & frente vamos provar que se u é continua, entdo a existéncia dessa extensio é

uma condicao necessaria e suficiente para que se verifique o principio de inclusao-exclusio.
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Neste trabalho s6 nos interessam valoragoes que se¢ podem estender a esse tal conjunto
fechado para unides de corpos convexos, logo o principio de inclusdo-exclusio é valido
para as valoragdes que aqui consideramos. .

Como veremos mais adiante, existem valoragdes cuja imagem de corpos convexos de
dimensao m < n em R", é nao nula.

Esta é mais uma propriedade importante que distingue a medida de Lebesgue de outras
valoragoes, uma vez que a medida de Lebesgue de um conjunto cuja dimensio é menor
do que a dimensio do espaco ambiente é sempre nula.

Uma valoragao que possui esta propriedade ¢ definida a seguir.

Defini¢ao 2.2.5 Uma valoragdo p definida em X" diz-se simples se u(K) = 0 sempre
que dim(K) < n.

Vamos verificar agora que cada a; € uma valoragdo, donde podemos concluir que os vo-
lumes intrinsecos também sao valoragdes. Depois, iremos averiguar algumas propriedades
que estas valoragbes possuem.

Para tal, é necessario o seguinte lema.

Lema 2.2.6 Sejam K e L dois corpos convezos tais que K U L ainda é convezo. Entdo,
(1) (KU L)t = (K)t U (L)t-
(it) (KN L), = (K),N(L).

Demonstragdo. Comegamos por provar (1). Seja z € (K U L),. Entdo, existe a € K U L
tal que |z — a| < t, logo, como a € K ou a € L, resulta que z € (K), U (L);. A inclusdo
contraria prova-se de maneira anédloga.

Em relagdo a (i), a inclusdo (K N L), C (K), N (L); prova-se da mesma maneira que
as anteriores.

Para provar que (K N L), 2 (K); N (L), consideramos z € (K); N (L);. Entao,
existe a; € K tal que |z — a;] < t e existe ap € L tal que |z — ay| < ¢t. Como
K U L é convexo, o segmento [aj,as] que une a; a ay estd contido em K U L. Neste
segmento existe, obrigatoriamente, um ponto a3 pertencente a K N L. Para o verificar-

mos, consideramos uma ordem em [a1, a,] induzida pela ordem em [0, 1] através da bijeccio
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[0,1] — [a1,az) dada por t + (1 — t)a; + tay. Se o ponto az nao existir, entdo existem
pontos b := max{y € [aj,as]:y€ Key ¢ L} e c:=min{y € [a1,a0]:y € Ley ¢ K},
donde, nenhum ponto de K U L pertence a |b,c[ e, portanto, K U L nao é -convexo.
Daqui resulta um absurdo e, portanto, estd garantida a existéncia do ponto az. Como

|z — a3] < max{|z — a1],|z — as|}, resulta que |z — a3| < ¢, donde z € (K N L),. O

Entao, se K e L sao corpos convexos tais que K U L é um corpo convexo, resulta que

prur(t) = vol (KU L))
= Vol ((K). U (L))
= Voln((K)¢) + volu((L)¢) — voln((K). N (L)1)
= volu((K)¢) + vola (L)) — vol (K N L))

= p(t) +p(t) — prnr(t).

Note-se que a existéncia do “polinémio do volume” sé estd garantida para corpos

convexos, logo os coeficientes a; s6 dizem respeito a corpos convexos. Entao,
ai(K U L) = a,(K) + az(L) - ai(K N L),

para todo i € {0,...,n}, donde cada a; é uma valoragao.

Daqui sai que cada u? é também uma valoracao em X".

Sendo uma valoragao em X" uma funcao definida no conjunto dos corpos convexos,
faz sentido falar em continuidade de valoragoes, nos termos da defini¢ao 1.2.10.

Pelo que vimos depois da demonstracao do teorema 2.1.2, concluimos que cada a; é
uma valoragao continua e, portanto, o0 mesmo acontece com os volumes intrinsecos.

Seja Isom(n) o grupo das isometrias de R*. Dado A C R® e g € Isom(n), seja

9(4) :={g(a) : a € A}.

Definigao 2.2.7 Uma valoracdo u diz-se invariante em X" se u(g(K)) = u(K), para
todos g € Isom(n) e K € X™.

Se p(g(K)) = pu(K) sempre que g for uma isometria que preserva a orientagao (isto é,
g é uma isometria positiva), diz-se que u é positivamente invariante.

Se u(9(K)) = p(K) sempre que g é uma translagdo em R”, diz-se que p é invariante

por translacgdes.
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Note-se que invariancia implica invariancia positiva, que, por sua vez, implica in-
variancia por translacoes.
| Se f ¢ uma aplicacdo linear em R™ tal que |det(f)| = Lese K € X", entdo, dado t > 0,
vol, (K +1By) = vol, (f (K +tB,)). Mas, vol, (f (K +tB,)) = vol, (f(K)+tf(Bp) e
50 podemos garantir que vol, (f(K) +tf(By,)) ¢ igual a pyx(t) se f(B,) = B, isto é, se
[ for uma isometria. Portanto, sendo g uma isometria (composta de uma isometria linear
com uma translagdo), temos que p(t) = py(x)(t), donde concluimos que cada a; é uma

valoracao invariante e, portanto, o mesmo acontece com cada 75y

Definigao 2.2.8 Uma valorago u, definida em K, diz-se homogénea de grav 7 > 0 se

p(aK) = o?u(K), para todos K € X" e a > 0.
Ora, se a > 0, temos que

Par(t) = vol, (aK +tB,)

= vol, (a <K t ém))

= a"vol, (K + -t-Bn>
o

= o (ao(K) Far(K) =+ ap(K) g+t an(K)ﬁ)

2 am

= a"ao(K) + " lar (K)t + o Pag(K)E + - - + an (K)t"

Logo, como pax(t) = ao(aK) + a1(aK)t + a(aK)t? + -+ + a,(aK)t", resulta que
ai(aK) = o"*a,(K), para todo @ > 0. Daqui sai que p(aK) = ofu™(K), para todo
« > 0. Usando a continuidade dos volumes intrinsecos, e convencionando, neste caso,
que 0° = 1, concluimos que o0 caso em que @ = 0 também é valido e o i-ésimo volume
intrinseco é homogéneo de grau 4

Mais tarde demonstraremos que qualquer valoragao continua, invariante e homogénea
de grau i, em X", é multipla de u?. Isso permitir-nos-4 dar construcées alternativas dos
volumes intrinsecos, como veremos no capitulo 5.

Vamos agora explicar a razio pela qual se chamam volumes intrinsecos a estas gran-
dezas. Esta designacdo tem a ver com a invariancia dos volumes intrinsecos de um COrpo
convexo relativamente ao espaco em que esse corpo estd mergulhado e, portanto, essas

grandezas sao inirinsecas ao corpo em questao.



2.2. VOLUMES INTRINSECOS 29

Teorema 2.2.9 Os volumes intrinsecos estao normalizados independentemente da di-
mensao do espago ambiente. Isto €, se F' é um corpo convexo mergulhado em R™ entdo,

para cada n > m, se I for mergulhado em R*, tem-se que ul'(F) = W}(F), para todo

j€{0,...,m}.

Demonstra¢ido. Queremos mostrar que os volumes intrinsecos de um corpo convexo F
nao se alteram com a dimensdo do espaco ambiente. Por indugao sobre a dimensio do
espago, basta provar que, para cada j € {0,...,m}, uJ*(F) = u;”“(F). Vamos identificar
R™ com R™ x {0} ¢ R™+1,

Sejam

P (1) = Go + art + o+ apt™ = Pl + pmwit o pt™

P%mﬂ)(t) =by+bit+ -+ byt = Nﬁﬁwo +puptlogt 4+ s W ™

os polindmios do volume do corpo paralelo a F em R™ e em R™*! respectivamente.
Suponhamos entdo que F' estd mergulhado em R™t!. Pela invariancia dos volumes
intrinsecos, podemos supor que F' C R™ x {0} (note-se que dim(F) < m). Suponhamos

também que B,, C R™ x {0}. Para cada s € R, seja
Fo=F+{0,...,0,9)} ={(f1,-- -, fm,8) ER™: (f1,..., fm,0) € F}.

Portanto, F'* é o translatado vertical de F' para o hiperplano R™ x {s}.

Para continuar a prova do teorema, vamos necessitar do seguinte lema:

Lema 2.2.10 De acordo com a nota¢io anterior, tem-se, para cada t > 0, que

F4tBn= |J (F Ve 32Bm) .

s€[~1,t]

Demonstracido. Consideremos z € F + tB,,,,. Portanto,

T = (fla"‘$fm70)+(U‘l,""umaum-i—l)y

com (fi1,..., fm,0) € F (sendo que FF C R™ x {0}) e (u1, ..., Un, Ums1) € tBmy1. Resulta

que Z:’Sl u? < t? e desta desigualdade concluimos que u? ,; < ¢?, donde —t < Uy < t.
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.......................... f
N F$ !

Figura 2.3: (F), em dimenséo 2 e (F*) jz—» em dimenséo 1, com s € [~t, £].

Entdo, z = (fi,. ., fo, tmi1) + (U1, .. um, 0). Ora, (fi,.. ., fony thmyy) € FUmil e
(ur,..,um,0) € \/t2 —ul,, B, pois >0 u? < 2 —w?,,. Daqui concluimos que

r € Fum+l L [2 _ U12n+1 B, logo, como Uy, € [—t,t], resulta que
T € U (Fs+\/t2—52 Bm).

s€[—t,t]
Reciprocamente, seja z € UJ;E[_M] (Fs + Vit? - s? Bm). Entao,
T=(f1,..., fm:%0) + (Viy- .., U, 0),

para algum sy € [~t,¢] e com vy, ..., vy, tais que Y0 w2 < 2 — s2. Portanto, resulta que

1
= (fi+v,-., fm + Vm, 50).
Sejay .= (f1,..., fm,0). Entdo, y € F e

|:c—y|:\/v5f+-~-+vfn+s%§\/t2—83+s§:t.

Assim, d(z, F') < t, donde z € F + tBp,;;. O

Continuac@o da demonstragdo do Teorema 2.2.9. Como F' C R™ x {0}, o volume de F
em R™*1 é zero, isto é, umti(F) = 0.
Pelo lema anterior,

FS+t2 — 2B, se —t<s<t
(F + tBmp) NR™ x {5} =

a, caso contrario
e, pelo principio de Cavalieri, concluimos que

Vol (F + tBr) = volmsr | | (FS+\/t2—sﬂBm)

SE[—t,t]

t
— /_ vol,n <F3+m3m) ds,

t
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logo

t
i (8) =/ Pr ( £ — 52> ds,

t
ou seja

t t t m
b1t+-~-+bm+1tm“:/ apds + alvt2—32d5+---+/ am( t2—52> ds.

t —t t

Mas, fazendo s =: tu, sai que

t .
/ a; (\/t2 — sz)J ds = ajth/

t —

1 .
j
<\/1 - u2) du, (2.9)
1
para todo j € {0,...,m}.
Usando o lema 2.2.10 em R'*! e fazendo F := Og; (como F' est4d mergulhado em R/*1,
identificamos F' com Ogj+1) e tomando ¢ = 1, deduzimos que

Bin= U ({009} +VI=+B)),

s€[—1,1]

donde, pelo que se viu atrés,

volj1 (Byar) = volyur | ({(o,...,o,s)}+MBj) =/ vol, (\/17553)

se[-1,1] -1

Ja vimos que o volume é uma valoragao homogénea, logo
1 .
j
/ vol; (\/1 — $2B; ) / (\/1 - 32) ds,
-1 -1
e, portanto, concluimos que

/_1 (\/i——iﬂ)jdu = Wit

1 Wy

Entdo, de (2.9) sai que

t .
j e
/ a; ( 2 — .5‘2) ds = ajwt]“.
—t UJ]

Continuando,

. w Wi . w
it + - bt e b ™ = gt e a4 g, L

Wo wj W
ou seja, by = a; = wj , para j € {0,...,m} e daqui, notando que b;; = uzf}wﬂl e que
= pm_;wj, obtemos pmts =y .
Por conseguinte, pT*(F') = ,u;"“(F), para todo j € {0,...,m}. O

Uma consequéncia deste teorema é o
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Corolario 2.2.11 Se K € X" € tal que dim(K) = m < n, entdo 2 ,(K) = 0, para todo

ie{l,...,n—m}.

Demonstragao. Como os volumes intrinsecos sao invariantes por isometrias, podemos

supor que K C R™ x {(0,...,0)}. Identificamos R™** com R™* x {(0,...,0)} C R" e,
S———r S——

n—m vezes n—m-—i vezes
assim, consideramos K C R™", para todo i € {1,...,n — m}. Mas, entdo, pelo teorema
anterior, puf . (K) = pti(K) = 0, pois 7 +4(K) é o volume de K (que tem dimensdo m)

m-+i

em R™+:, O

Notemos que se considerarmos K mergulhado em R™ e se, por outro lado, considerar-
mos, K mergulhado em R, com n > m, entao existem m+ 1 volumes intrinsecos de K em
R™ e n+ 1 volumes intrinsecos de K em R", s6 que pf,.(K) =0, Vie {1,...,n —m}.
Portanto, pelo teorema 2.2.9, a dimensao do espago nao altera os valores dos volumes
intrinsecos e, no caso de nao estarem definidos num dado espago e estarem noutro, neste

ultimo valem zero.

Assim, o expoente na notagao u?', de i-ésimo volume intrinseco, deixa de ter relevancia
quanto ao valor dos volumes intrinsecos, sé interessando para saber quantos volumes
intrinsecos estao definidos. Por isso, passamos a representar o ¢-ésimo volume intrinseco
por u;.

Concluindo, ja sabemos que os volumes intrinsecos, pu,...,u, de K € K" sio va-
loragoes continuas, invariantes, homogéneas e independentes do espagco em que K estd
mergulhado. Um dos objectivos deste estudo é determinar todas as valoracdes definidas
em K" que sao continuas e invariantes. Vamos demonstrar que o conjunto das valoractes
positivamente invariantes (que inclui as valoragdes invariantes) é um espaco vectorial de
dimensao n + 1, e que {0, pi1, - - -, 4n} constitui uma sua base. De facto, estes resultados

serao provados nao em X", mas sim num conjunto mais extenso, que contém K.

Por enquanto, e como exemplo, vamos determinar os volumes intrinsecos da bola

unitdria em R" e, depois, de uma classe de corpos convexos denominados paralelotopos.
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2.3 Volumes intrinsecos da bola unitaria

Nesta breve seccao calculamos os volumes intrinsecos de B,,. Os resultados aqui obtidos
serao, ocasionalmente, usados quando for necessirio calcular explicitamente o valor de
algum funcional dependente dos volumes intrinsecos de um corpo K. Esse é o caso
quando for necessario o célculo de alguma constante de normalizacao.

Para calcular os volumes intrinsecos da bola unitiria em R", vamos determinar o
polinémio do volume de um corpo paralelo a B,.

Temos que

pp,(t) = vol,(B, +tB,)

= (14 1t)"vol,(By,)

Entao,

2.4 Volumes intrinsecos dos paralelotopos

O objectivo desta seccdo é o mesmo da secgao anterior, sé que relativamente aos

paralelotopos, que se definem a seguir.

Definigao 2.4.1 Um rectingulo em R* é um conjunto R definido por R := [], [a;, b,
com a; < b;. Um paralelotopo em R* é um conjunto que se obtém de um rectangulo

através de uma isometria.

Portanto, os rectangulos sdo paralelotopos cujos lados sdo paralelos aos eixos coorde-
nados.

Note-se que tanto rectangulos como paralelotopos sao exemplos de politopos.

Dado um rectangulo R := [[_, [a;, b;], se a; < b;, para todo i € {1,...,n}, entdo
o rectangulo R tem dimensdo mdxima, isto é, tem dimensdo n. Um paralelotopo tem

dimensao mdxima se é obtido de um rectadngulo de dimensio méxima. Portanto, um
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paralelotopo P em R™ tem dimensao n se e 56 se ndo estd contido em nenhum hiperplano,
isto é, se e s6 se int(P) # &.

Por exemplo, um paralelotopo de dimensdo méxima em R® é um paralelipipedo. Se
os lados desse paralelipipedo forem paralelos aos eixos, trata-se de um rectangulo de
dimensao maxima.

Para determinar os volumes intrinsecos dos paralelotopos em R", e para simplificar os
célculos, vamo-nos reduzir ao caso dos rectangulos em R*. Com a restricio a esta classe

de paralelotopos nao perdemos qualquer generalidade, devido & invariancia dos volumes

intrinsecos.
Definicao 2.4.2 As fun¢ées simétricas elementares de z;, z,, ..., z, € R sdo os seguintes
polinémios:
60(1131, T2y ey In) = 1,
ex(T1, Ta, ..., Tp) = E Ti Tiy + - Ty, Para k € {1,...,n}.

1<i1 <2< <1 <n

Vamos entao determinar os volumes intrinsecos dos paralelotopos.

Proposigao 2.4.3 Seja R um paralelotopo em R* tal que os seus lados tenham compri-

mento T1,Tg,. .., Tn, entdo ui(R) = e;(z1,T2,...,T,).

Demonstragdo. Seja entdo R um rectangulo. Vamos demonstrar a proposi¢ao por inducao
sobre a dimensao de R. Se dim(R) = 1 (denotamos R(), entdo R = [a,b], para al-
gunsb € Reb—a=:z>0,logo RY +¢B; = [a —t,b+1] e vol, (RM),) = z +2¢,
donde po(RY) =1 = eo(z) e i (RY) = 2 = ¢;(z), 0 mesmo acontecendo com qualquer
paralelotopo de dimensao 1.

Seja, agora, R(™ um paralelotopo tal que dim(R) = n e com os lados de comprimento
1,...,%,. Suponhamos que p;(R™) = e;j(zy,2,...,2,). Seja RV o rectangulo
que se obtém de R™ acrescentando-lhe mais uma dimens3o. Portanto, supondo que
R™ C R* x {0}, isto 6, R™ = [ay,b] x - -+ X [an, by x {0}, com b; — a; = x;, para todo
i€ {1,...,n}, entdo R™ = [a;,b1] X - -+ X [an, bp] X [@ns1, bps1), cOm b; — a; = x;, para
todo i € {1,...,n +1}. Ou seja, RV ¢ um rectangulo de dimensio n + 1 e com os

lados de comprimento zy, ..., ZTp41.
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Entao, os polinémios que definem vol, (R(") + tBn) e Volyy; (R(”“) + tBn+1) 540,

respectivamente

P (1) =t (ROFD) oy (ROD) g gt e g (ROHD) 27

Queremos mostrar que
1 (R(n+1)) = Z Ziy - Tij,
1< <. <t <n+1
para todo j € {1,...,n+ 1}, j4 que é 6bvio que pp(R™V) =1 = eo(1,. .., Tny1).

Usando o mesmo argumento da prova do teorema 2.2.9, concluimos que

t
volpt1 (R™Y +tB,4) = / vol, (R™ +tBy) ds+2 / vol, (R("> + V2 - SZBn) ds

An41 0

bnt1

Mas,

bn t
/ " vol, (R™ + tB,) ds + 2 / vol,, (R(") +VE - s2Bn> ds

.Jan4l

= Ipy1vol, (R(") + tB / (Z J I, 2 — 32) ) ds
—37"“2“" i R(" wztz+2un i wl><2/ (vt2—32> ds
0

= Tn+1 Zﬂn—i ( n) wztl + Zﬂn i wH—l tl+1,
onde a ultima igualdade resulta do facto de que, usando a substituicao s =: tu,

2/t (V=) as - (2/ (m)"du) 1 Wit i
0 0

Wi
Portanto,

n+1

Z fni1—i (RO witt = 1,44 z": Hr—i (R(")) w;t* + i Hn—i (R(")) Wit
i=0 i=0 i=0
Entao, para cada j =1,...,n+ 1, temos que
1 (R(n+1)) a1 gnt1-j
= Ty i (R(n)) Wnt1-j tn+1—j + 14 (R(n)) Wnt1—j tn+1—j

= (e e (R®) 4y (RO) oy 710
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Portanto, usando a hipétese de indugao,

/’L] (R(Tl+1)) —_ ajn+1 Z ‘Til e $i1_1 -+ Z :L‘il e xij

1§i1<---<i]‘_1§7l 1§i1<-~-<i]‘Sn
pumad E :I"il PPN Iij_1$n+1 + E ‘/Eil e ‘Tij
15i1<2'“<i]‘_1§n 1§i1<"-<i_,’§n

— E $i1"'$ij

1<ip << <ntl



Capitulo 3

Extensao de valoracoes

A condigao (2.7), na definicdo de valoragio em X", s6 é valida se a reuniao de dois
corpos convexos ainda for um corpo convexo. Esta condicao é demasiadamente redutora
pois, em geral, a unidao de dois conjuntos convexos nao ¢ um conjunto convexo. No
entanto, em vez de considerar K", podemos tomar um conjunto que seja fechado para
unioes finitas e que contenha X" e estender a esse conjunto qualquer valoracao continua

definida em X™. Mostraremos neste capitulo que essa extensao é possivel e Unica.

Defini¢ao 3.0.4 O conjunto dos corpos policonvexos ou anel convezro em R* é o conjunto

de todas as unides finitas de corpos convexos. Denotamo-lo por U(X™).

E 6bvio que U(X") D K" e que U(X™?) é fechado para unides finitas.

A forma como construimos a extensdo a U(X™) de uma valoracao definida em X™ serd
explicada na segunda parte deste capitulo e resulta da iteragdo da identidade (2.7).

Para isso, torna-se necessario saber em que condicoes ¢é possivel estender univocamente
uma, valoracao definida numa dada familia de conjuntos, fechada para intersecgdes, a
outra que a contenha e que seja fechada para intersecgoes e para unides finitas. Sao essas
condi¢Oes que estudaremos na primeira parte deste capitulo. A existéncia e unicidade da
extensdo de uma valora¢ao de X™ a U(X™) é um caso particular deste problema.

Ainda neste capitulo abordaremos o caso da extensao de uma valoragao definida num
conjunto fechado para unides e interseccdes para outro que seja fechado também para
diferengas. A utilidade deste estudo serd verificada no estudo da caracteristica de Euler e

da Férmula de Euler-Poincaré, no préximo capitulo.

37
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3.1 Teorema do funcional de Groemer

Definigao 3.1.1 Seja X um conjunto qualquer nio vazio e A um seu subconjunto. A
fungio caracteristica de A denota-se por x4 e ¢ a fungao real em X dada por x4(z) =1

sexc Aexa(z) =0sex ¢ A

Definicao 3.1.2 Seja f := Zf:1aiXAn onde o; € Re 4; C X. Entao f é uma com-
binagao linear finita de fungdes caracteristicas e diz-se uma fungao simples ou X -simples.

Representamos por §(X') o conjunto de todas as funcdes simples em X.

E 6bvio que
XAnB = XAXB (3.1)

e que

XauB =1 — (1= xa)(1 - xB) = X4+ XB — XanB, (3.2)

para todos os elementos A e B de X, onde a primeira igualdade em (3.2) resulta de (3.1)
e do facto de que x4up + X(aup)c = 1, onde (AU B)€ representa o complementar de AU B
em X.

Da mesma forma e iterando (3.1) e (3.2), obtemos a férmula de inclusdo-exclusio para

fungoes caracteristicas:

XA1UA2UUAp 1- XA$NASN - Ag,

= 1— (1= xa)(1=xa,) (1= xa,)

= ) XA = D Xana, t Y Xanana—-- (33)
1

i<j i<j<k
3.1.1 Extensao a uma familia fechada para unioes finitas
Seja L uma familia de subconjuntos de R*, fechada para unides e interseccoes finitas.

O caso que depois nos ird interessar ¢ L := U(X").

Definigao 3.1.3 Um subconjunto G de L, fechado para interseccoes finitas diz-se um
conjunto gerador de L se todo o elemento de L puder ser obtido como unido finita de

elementos de G.
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Note-se que K™ é um conjunto gerador de U(X™).
Sejam GG e L como na defini¢ao anterior e y uma valoracao definida em G. Como todo
o elemento A € L pode ser expresso como uma uniao, By U By U---U By, com B; € G,

podemos estender p a uma valoragao em L, definindo
p(A) =D p(B) = Y (BN B+, (34)
i i<j
como ¢ sugerido por (2.8). No entanto, é necessario verificarmos se ;( A) estd bem definida,

pois A pode ser obtido como uniao de elementos de G de mais do que uma maneira.

Defini¢ao 3.1.4 Dada uma valoracao p em G, o funcional com respeito a u é a forma

linear L, definida em 8(L), tal que, se f := Zle a;x4;, com A; € G, entdo

k
L,(f) = Zaiu(Ai).

Em geral, uma funcao simples f pode ser escrita de varias maneiras como combinagao
linear de funcoes caracteristicas. Logo, é necessario verificarmos que este funcional estd
bem definido.

Como vamos ver a seguir, a existéncia deste funcional e da extensdo (3.4) sdo propri-

edades equivalentes de p.

Teorema 3.1.5 (Teorema do funcional de Groemer) Sejam G um conjunto gera-
dor de uma familia de conjuntos L fechada para unides e intersec¢oes finitas e p uma

valoracdo em G. As sequintes afirmagdes sao equivalentes:
(1) p estende-se de modo inico a uma valoragdo em L.

(1) p satisfaz a relagdo de inclusdo-exclusao

p(BiUByU-+-UBy) = Y p(Bs) = ) w(BiNB;) + -+, (3.5)

1<]J

sempre que B; € G e BiUBy,U---UB, € G.

(1) p define um funcional L, no espago vectorial 8(L) das combinagdes lineares finitas

de fungdes caracteristicas de conjuntos em L.



40 CAPITULO 3. EXTENSAO DE VALORACOES

Demonstragdo. Vamos mostrar que (1) = (1) = (iii) = (i).

Se p se estende a uma valoragao unica em L, entdo (4) resulta da identidade (2.7).
Portanto, (1) = ().

Suponhamos agora que se verifica (i), mas que o funcional L, nao estd bem definido,
isto é, suponhamos que existem f € 8(L) e Ki,...,K,, € G, tais que, para algum

ke{l,...om-1}, f= ZleﬁiXKi e f =3 "1 viXk (com Bi,... 9m # 0), ou seja,
Bixr, + -+ (= Vm) XK = 0,
mas que Yy By p(Kq) # Som oy 7 w(KG), isto 6,

Bri(Ky) + - A (=) u(Kom) # 0.

Portanto, estamos a supor que existem Kj,..., Ky, € G e ai,...,a, € R\ {0} tais
que |
m
> aixk, =0, (36)
i=1
mas
> aip(K;) #0. (3.7)
i=1

Sejam Ly := K1, Ly = Ky,..., Ly := Ky, Ly := K\ N Ko, Lyys == KiN Ky, ...,
Lom-1:= K1 N K, Loy := Ky N K3 e assim sucessivamente, percorrendo todas as inter-
secgoes dos conjuntos Kj’s, dois a dois, trés a trés, (por esta ordem) até ao tltimo con-
junto L, := (2, K;. Portanto os L;’s definem um conjunto finito, A := {Ly, Ly, ..., L,},
contendo todas as intersecgbes possiveis dos conjuntos K;'s. Como G é fechado para
intersecgoes, temos que A C G. Por outro lado, A também é fechado para interseccdes.

Suponhamos que

p
> ixe. =0, (3.8)
i=q
enquanto que
P
> (L) #0, (3.9)
1=¢

onde 9, # 0 e ¢ é maximal, ou seja, ndo existe nenhum inteiro maior que ¢ tal que (3.8) e
(3.9) se verifiquem. Entao, resulta de (3.6) e (3.7) que ¢ > 1 (basta tomar §; = «;, para
1<i<med; =0, parat > m). Por outro lado, de (3.8) e de (3.9), conclui-se que ¢ < p,

caso contrario ter-se-ia xr, = 0 e p(L,) # 0.
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Se existir © € Lq \ U}, Lj, entdo (3.8) implica que 6, = > °7_ dixr,(z) = 0, o que
contradiz a hipétese sobre ¢,. Entao, ndo existe tal z, logo Ly C Ly U---UL,, donde
Ly =LgN(Lgy1 U---ULy) = (LyN Lgy1) U---U(LyN Ly). Note-se que, através da
maneira como foram definidos os conjuntos L;’s, para k > g, tem-se L, N L = L;, para
algum j > gq.

Entdo, usando (1), temos que

Zaiu(m:équ( U @ L) )+ > (L) =y &ul(L

1=q+1 i=q+1 1=q+1

donde, por (3.9),

> &Gu(L) #0, (3.10)

i=q+1
onde &; é a soma dos coeficientes de u(L;). Por outro lado, do mesmo raciocinio aplicado

as fungoes caracteristicas, resulta que

P P p
Z5iXL,- = OgXur_, (LenL) T Z 0iXL, = Z §iXLis
1=q

i=q+1 1=¢+1
logo

p
Z &ixe, =0, (3.11)

i=q+1
por (3.8). Mas, entdo, (3.10) e (3.11) contradizem a maximalidade de gq.

Entao nao existem tais Ki,..., K, € G nem «ay,..., o, € R que verifiquem (3.6) e
(3.7). Portanto, (i) = (u1).

Para mostrar que (72) = (i), suponhamos que p define um funcional £, no espago

das fungbes L-simples. Entao, para A € L, seja
p(A) = £“u(XA)~

O facto de pu, assim definida em L, ser uma valoragao resulta da linearidade do funci-

onal e de (3.2). 0



42 CAPITULO 3. EXTENSAO DE VALORACOES

3.1.2 Extensao a uma familia fechada para unibes finitas e para

diferencas

Em certos casos, serd oportuno estender valoracoes definidas em U(X") para familias
de conjuntos que, além de serem fechadas para intersecces e reunides finitas, também o
sejam para a diferencga de conjuntos em R*, uma vez que U(X"™) ndo goza desta proprie-

dade.

Seja B(L) a algebra Booleana relativa, gerada pela familia L definida atrds, isto é, a
menor familia de subconjuntos de R contendo L que é fechada para unides e interseccoes
finitas e para diferencas de conjuntos, ou seja, dados A, B € B(L), entdo AN B ¢ B(L),
AUB e B(L)e A\ B € B(L).

Note-se que, dados A, B € L,
XA\B = XA\(ANB) = XA — XAnB = XA — XAXB- (3.12)

Note-se também que o espago vectorial §(L) é uma 4lgebra, pois o produto de funcoes
caracteristicas de elementos de L corresponde & funcgio caracteristica da interseccao desses

elementos, que ainda pertence a L.

Resulta de (3.1), (3.2) e de (3.12) que, se C € B(L) puder ser escrito usando uma
sucessao de unioes, interseccoes e diferengas A custa de um ndmero finito de elementos de
L, entao x¢ € S(L).

Vejamos entao que todo o elemento de B(L) tem a propriedade requerida. Para isso,

definamos

By (L) := {UAi\Bi, com A;,B;€ Lou A; € Le B, ZZ},

el

onde I é um conjunto finito de indices. Observe-se que L C B;(L), pois estd contemplada
a hipétese de B; = @. E também claro que B;(L) C B(L). Pela defini¢ao de B;(L), é
ébvio que este conjunto é fechado para reunides finitas. Vejamos que B;(L) também é

fechado para intersecgdes finitas e diferencas.
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Sejam UL, (4: \ B:), I, (C; \ D)) € By(L). Entao,

U s)nlJe\py) = U (A\B)N(C;\ Dy))
i=1 7=1 ic{1,...,k}
je{1,..., m}

= U (anc)\(BiuDy) e By(L),
i€ {1,... .k}
j€{1,..., m}
porque L é fechado para reunibes e interseccoes finitas.
Relativamente as diferencas, vejamos em primeiro lugar que, se A\ B ¢ C'\ D sio

elementos de B;(L) tais que A,D € Le B,C € L ou B= @ ou D = @, entdo resulta que
(A\ B)\ (C\ D) € By(L). De facto,

(A\B)\ (C\ D)= A\ (BUC)U(AND)\ B ¢ By(L), (3.13)

pois L é fechado para unides e intersec¢des finitas. Passando ao caso geral, temos que

k m k m
(U (A:\ B; ) (U C'\DJ')> = J ((4:\ B)\ (C;\ Dy)). (3.14)

i=1j=1

Portanto, concluimos por (3.13) que a expressao em (3.14) pertence a B;(L) e que este
conjunto é fechado para diferencas.

Resulta que B(L) = B;(L) e como qualquer elemento deste conjunto se escreve usando

uma sucessdo de unides, (interseccoes) e diferengas & custa de um niimero finito de ele-

mentos de L, deduzimos, finalmente, que x¢ € $(L), para todo C € B(L).

Corolério 3.1.6 Uma valorac¢ao p definida num conjunto L C R* fechado para reunides

e intersecgoes finitas, admite uma Unica ertensio & dlgebra Booleana relativa, B(L).

Demonstragio. Pelo teorema 3.1.5, p define um funcional £, no espago $(L). Dado

C € B(L), j4 vimos que x¢ € $(L) e entdo definimos

w(C) = Lyu(xc).

A linearidade do funcional juntamente com (3.3) implica que esta extensdo de p é uma

valoracdo em B(L). O
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3.2 Extensao de valoragoes de X" para U(X")

J& vimos, na sec¢do anterior, em que condigdes é que uma valoracdo definida em K"
se pode estender de maneira tnica a U(K").
O seguinte teorema mostra que essas condigdes se verificam, no caso de uma valoracio

continua.

Teorema 3.2.1 (Teorema da extensdo de Groemer) Uma valoragdo continua pn em

X" admite uma tnica extensao a uma valoragio em U(K™).

Demonstragcdo. Seja p uma valoracgdo continua, definida em X". Pelo teorema do funci-
onal de Groemer, para mostrar que x se estende de modo tnico a U(X™), basta mostrar
que 4 define um funcional no espago das fungdes simples em U(X").

A prova sera feita por indugao sobre a dimenséo do espaco. Em dimensdo 0, U(X?)
coincide com X°, logo o teorema é trivial.

Suponhamos que o teorema é vilido em dimensao n — 1, mas que nao o é em dimensio

n, isto é, admitamos que existem K, ..., K, € X" tais que

m
ZaiXK,‘ = 0, (315)
=1

mas

Z o (K;) = 1. (3.16)

Seja m o menor inteiro positivo para o qual as expressdes (3.15) e (3.16) existem. E ébvio
que m > 2.
Seja H um hiperplano de R" tal que K; C int(H") (H'* e H™ sao os semi-espacos

fechados associados a H). Como xk,n g+ = Xk, XH+, de (3.15) concluimos que

m
E o XK, np+ = 0.
i1

hl

m m _
Da mesma forma, > " cixiinm =0e Do) diXg,nm- = 0.

Por hipétese, i é uma valoracao em X", donde temos que

Zaiu(Ki) - Zaiu(Ki N H+) + E: a”u(K, N H_) - Z Oéill,(Ki N H)
1=1

i=1 1=1 i=1
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Como os conjuntos K; N H estdo inseridos num espago de dimensao n — 1, por hipdtese
de indugao, sai que " a;u(K; N H) = 0.
Por outro lado, K1 N H~ = @, donde > ", o;u(K; N H™) = 0, pela minimalidade de

Entao, de (3.16), resulta que
m m
=1 1=1
Consideremos agora uma sequéncia de hiperplanos Hy, Hs, ... tais que K; C int(H;")
e tal que existe r de forma a que H}' N---N H} seja compacto. Iterando o argumento
precedente, deduzimos que
m
> oip(KinHf N---nH) =1, (3.17)
i=1
para todo ¢ > 1.

Notemos que (N, H;'

i )qu é uma sucessdo decrescente (isto €, se gy < ¢, entdo

 H DN, H) de conjuntos compactos (tomando q¢ > r) em R", logo concluimos
que limg— oo (Vi H;" = N2, H;" ([Sc], pig. 48).

Como, para a distancia de Hausdorff, cada corpo convexo é o limite de uma sucessao

decrescente de politopos ([We], pag. 109) e como cada politopo é uma intersecg¢ao finita de

semi-espacos fechados, podemos tomar a sucessdo de semi-espagos (Hl+ )ieN de tal forma

que
q
T +
i = g ()
=1
ou seja
oo
i=1
Entao,

+ +
(KiﬂHl ﬂ"'ﬂHq)qu—)KiﬂKl
e, como u ¢ continua, chega-se a que
limp(K; N H N---NH) = p(K; N Ky),
q

donde, por (3.17),

iai,u, (K;NK,) = 1. (3.18)

=1
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Usando (3.15), de um modo aﬁélogo depreendemos que
Z aiXKiﬂHf_ﬂ"ﬂH;' = 05 - (319)
i=1
para todo ¢ > 1.

Por outro lado, para cada z € R,

lim + +(z) = - ¢ g+lz).
e XK B n-~-qu( ) XKiﬂq_lzinooﬂilei (z)

De facto, se

q_l_}inoo XK;nH} n--nHF (z) =0,
entao existe algum ¢y € N tal que XKmHﬁn-nnH;(x) = 0, para todo ¢ > ¢q, donde
¢ K;N(2, Hi, logo z ¢ K; Nlimg, o[ )_, H" e entdo XK; Olimgs o0 (1, 1+ (Z) = 0.

Invertendo o raciocinio, se

XKinlimg oo N2 H+(:E) =0,

i=1""1

entdo limg, 100 X, nHF ﬂ---mHj(x) = 0. Portanto,

ql}inoo XKi”Hf”“'ﬂH? (23) =0 < XKiﬂlimq—»+oo ﬂ?:l H,+ ($) - 0)

logo
qEErnoo Xinmine-nad(®) =1 Xgntim, oo N, mr(T) =1,

donde, para cada z € R",

qg+moo XKimH?m“‘nH; (CII) - XKinlimq—»+oo Ni_, B (.’E)

Portanto, pontualmente,

qlg-noo XK;0Hf n-nHf = kaiﬂq_lérfooﬂle H = XKinKi)

e por conseguinte, por (3.19)

> aixw,nm, = 0. (3.20)
i==1 *

Partindo de (3.18) e de (3.20), e usando o mesmo argumento com K; N K, em vez de

K,, obtemos

(a1 -+ ag),u(Kl N KQ) + Oégu(Kl N Kg N K3) + -+ Olm/L(Kl N KQ N Km) =1
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(an + Q2)XKinKs + QBXK nKynKs +° *° + OmX K nkankm = 0,

o que contradiz a minimalidade de m.
Portanto, u define um funcional no espago das fungdes simples em U(X") e pode-se

estender de modo tunico a U(K"). O

Dada uma valoragao p em X", continuamos a notar por u a sua extensao a U(X").

Em particular, concluimos que podemos estender a U(X") os volumes intrinsecos
definidos em X".

Note-se que a extensao de uma valoragdo p a U(X") ndo é necessariamente continua
neste seu dominio mais alargado. Por exemplo, dado € > 0, podemos encontrar subconjun-
tos A e B de R* formados por um e dois pontos respectivamente, e tais que dg(A, B) < €.
Como se tem po(A) = 1 e pup(B) = 2, concluimos que gy nao é continua em U(K™).

Assim, quando dissermos que uma valoragdo € continua, queremos simplesmente dizer

que a sua restrigdo a X" \ {@} é continua.
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CAPITULO 3. EXTENSAO DE VALORACOES



Capitulo 4

Valoracoes no anel convexo

Viramos agora as nossas atencoes para o conjunto dos policonvexos ou anel convexo.
E este o ambiente natural para estudar os volumes intrinsecos e, mais geralmente, as
valoracOes continuas e positivamente invariantes por isometrias. E aqui que estudaremos
as relagdes entre estas valoragoes e os volumes intrinsecos e onde ficard claro que o conjunto
dessas valoragdes constitui (com as operagbes usuais) um espaco vectorial de dimensio
n+1 e que (o, 1, - - -, Hn) constitui uma sua base.

Para tal, teremos de definir a fungdo suporte de um corpo convexo, que nos permitirad
trabalhar com fun¢oes em vez de trabalhar com os préprios conjuntos, o que se revela ser
vantajoso. A partir daqui, demonstraremos uma série de resultados que nos permitirao
chegar ao Teorema de Hadwiger. O passo fundamental dessa prova, iniciado na secgao 4.3
e concluido na sec¢do 4.4, é a caracterizacao do volume como a Unica valoragao continua,
simples e invariante em X" - Teorema do Volume.

Comegamos, no entanto, por uma caracterizacao mais profunda do volume intrinseco
o, que possui propriedades interessantes e que nos permitird generalizar a qualquer di-

mensdo um resultado devido a Euler, conhecido em dimensao 3.

4.1 Caracteristica de Euler

Entre os volumes intrinsecos definidos em U(X") hd um que é fundamental no estudo
dos restantes. Trata-se de po. J& vimos atrds que dado K € X", po(K) = 1. Pelo

Teorema da Extensao de Groemer sai imediatamente o seguinte resultado:

49
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Teorema 4.1.1 Eziste uma tnica valoragdo p definida em U(X™) tal que p(K) =1,
sempre que K € X",

Pelo que acabdmos de dizer, resulta que a tinica valoragao referida no coroldrio anterior

é o volume intrinseco pg.
Definigao 4.1.2 O volume intrinseco p designa-se por caracteristica de Euler.

A caracteristica de Euler é uma ferramenta bastante importante, usada em Topologia
Algébrica e a definicio anterior ¢ uma definicio alternativa da caracteristica de Euler, &
que é dada nesse ramo da Matemdtica.

Relembremos que um politopo convexo é, por definicdo, a envolvente convexa de um
numero finito de pontos. Resulta que qualquer politopo convexo é fechado.

Usando o coroldrio 3.1.6, podemos estender a valoragio p & dlgebra Booleana relativa
gerada por U(X"). Continuamos a notar por g essa extensdo. Como o interior relativo
de um politopo convexo P ¢ tal que relint(P) = P\ relfr(P) e como relfr(P) ¢ a unido das
faces de P, que sdo corpos convexos, entdo sy (relint(P)) estd bem definida e o seu valor

é dado no seguinte resultado.

Teorema 4.1.3 Seja P um politopo convezo de dimensdo m em R*. Entdo,
o (relint(P)) = (=1)™,

Demonstragcdo. Como py estd normalizado independentemente da dimensio do espaco
ambiente, vamos calcular yi(relint(P)) no espaco afim m-dimensional contendo P, isto é,
em aff(P) que, por simplicidade, supomos que é R™.

Assim, neste caso, temos que relint(P) = int(P) e relfr(P) = fr(P).

A prova deste teorema vai ser feita por induciio sobre a dimensio do politopo P.

Se dim(P) = 1, entdo, como relint(P) = P \ fr(P), resulta que
po(relint(P)) = po(P) — po(fr(P)) =1 -2 = —1.

Suponhamos agora que, se dim(P) = m, entdo po(relint(P)) = (—1)™. Queremos
mostrar que, se dim(P) = m+ 1, entdo yo(relint(P)) = (—1)™*!. Para isso, necessitamos

de um processo para calcular a caracteristica de Euler de conjuntos de dimensdo m + 1,
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sabendo o seu valor para conjuntos de dimensao m. Ou seja, precisamos de um processo

recursivo para o cdlculo de py.

Como ji se disse, podemos supor P C R™!'. Seja §(X™) o conjunto das funcdes
X™-simples. De acordo com os teoremas 3.1.5 e 3.2.1, uo define um funcional linear
L o 8(K™) — R tal que, se K € X™, entdo L7 (xx) = 1.

Suponhamos que temos definido um tal funcional. Vamos determinar um funcional
Lot §(X ™) — R que defina yo em R™H.

Seja f € 8§(X™*!). Portanto, f é combinacio linear de funcées caracteristicas de
corpos convexos Ki, ..., K, de R™*!. Queremos definir a imagem de f por Lt

Indicaremos por (z1,...,Zm41) 0s pontos de R™*!. Dado ¢ € R, seja H, o hiperplano

de R™*! de equacdo .41 =t e consideremos a funcéo
+

ft:RmHR

z —> f(z,t) .

Pela escolha de f, concluimos que a funcdo f; é uma fungdo K™-simples em R™, pois
¢ uma combinacao linear de funcdes caracteristicas dos conjuntos p(R™, K; N H;), com
i € {1,...,p}, onde p(R™,-) é a projecgio ortogonal de R™*! em R™. Como K, N H, é
compacto e convexo em R™*!, entdo a sua projecgio em R™ também o é. Logo f;, € §(K™).

Podemos, entao, definir uma fungao

gHIR—)R

t— L2 (fe) -

0

Ora, gy é combinagao linear das fungdes caracteristicas das projec¢des dos compactos
convexos K1, ..., K, no eixo 1, projecgoes essas que sao intervalos compactos em 41,
logo gy € 8(X') (identificamos o €ix0 Zm41 com R). Para verificarmos que, de facto, g;
é a tal combinagao linear, consideremos o caso em que f é a funcao caracteristica de um

corpo K. Entdo (xk): ¢ a funcdo caracteristica de p(R™, K N H;), donde

1 se KNH, #9
LZ:)((XK)t) = ’
0 caso contrario
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ou seja,

1 Setep(xm+laK)
Gxrc () = L,TZ)((XK)z) = .
0 caso contrario

Como p(Z41, K) é um intervalo compacto em z,,.1, entio 9y € a funcao caracteristica
desse intervalo. Agora, no caso em que f é uma combinagao linear de funcdes carac-
teristicas de corpos convexos Ki,..., X} de R™! sai pela linearidade das aplicacdes

[ fi= L7 (1), que g5 é a dita combinagao linear.
x3

e

Figura 4.1: Nesta figura, g; seria a funcdo caracteristica do intervalo [a, b], que é a pro-

jeccao de K no eixo zj.

Finalmente, definamos
Lt (f) = L, (g7)-

: m+l 4 1 : - +1 +1 N

Temos de verificar que LI+ ¢ linear. Sejam h, j € 8(X™*!). Como L7t (h + j) =

L}, (gn+;), basta mostrar que gry; = gn + g; € como estas duas fungdes sio definidas de
R em R, basta ver que coincidem nas imagens de todos os reais.

Mas,

gn(t) = L7

= (gn+g;)(t), VtER

E também f4cil mostrar que Lt (ah) = aLI'Z)H(h), Va € RVh € F(k+1), logo LZ;H é

linear.



" 4.1. CARACTERISTICA DE EULER S 53

Por outro lado, se f := xk, para algum K € X™"! entao, como j4 vimos, gs € a funcao
caracteristica de p(zmy1, K), isto é, de um intervalo compacto de R, logo L (gy,) = 1,
donde L7+ (xg) = 1. Portanto, L7 define .

Suponhamos agora, por indugao, que po(relint(Q)) = (—1)™ sempre que @ for um po-
litopo de dimensao m. Consideremos a fungao Xreiiny(p)- Entao, pela hipdtese de indugao,
ngelint(P) ¢ tal que ngelint(P)(t) = LZ:) ((Xfeliﬂt(P))t) = (_1)m se t € p(:vm+1,relint(P)) €
Ixvarinsiry (B) = 0, caso contrdrio. Mas p(zm1,relint(P)) é um intervalo aberto I em R,
logo ngelint(P) = (_1)mXI‘

Entao,

LZ?—I(Xrelint(P)) = 'E)Lo

N

ngelint(P) )

Portanto, ug(relint(P)) = (—1)™"1. a

Por outro lado, como a fronteira de um politopo P é uma unido finita de politopos (das
faces de P), entdo relfr(P) € U(X") e, portanto, po(relfr(P)) estd definida e podemos

calculd-la.
Teorema 4.1.4 Se P é um politopo convexo e compacto de dimensdo m, entao
po(relfr(P)) =1 — (—=1)™.

Demonstragcdo. Mais uma vez, usamos a extensdao de po a dlgebra Booleana relativa

gerada por U(X"). Como relfr(P) = P \ relint(P) entao

po(relfr(P)) = po(P \ relint(P)) = po(P) — po(relint(P)) =1 — (-1)™. 0
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Podemos agora provar o seguinte teorema, que generaliza o resultado bem conhecido,
descoberto por Euler e que diz que em todos os poliedros convexos h4 uma mesma relagao

entre o numero de faces, f, de arestas, a, e de vértices, v, a saber, v —a + f = 2.

Teorema 4.1.5 (Teorema de Euler-Poincaré) Seja P um politopo de dimensio m.
Entao, se f; representa o nimero de faces de dimensio i de P (i € {0,...,m — 1}),

tem-se que
fo—fit o A (1) it (D) = 1= (1™

Demonstragdo. Ja sabemos que a fronteira relativa de P é uma unido de politopos,
nomeadamente das faces de P. Se tomarmos os interiores relativos das faces de P, entdo
a reuniao disjunta de todos esses interiores continua a ser relfr(P).

Entao, com F' a percorrer todas as faces de P, temos que

po(relfr(P)) = Zuo(relint(F))

3

= > po(relint(F))

=0 F:dim(F)=i

-
Il

Como py(relfr(P)) =1 — (—1)™, o teorema esta provado. O

O teorema anterior foi o primeiro teorema combinatério acerca de politopos a ser
descoberto. Ainda hoje se mantém como um dos resultados mais importantes acerca de

politopos e muitas generalizagdes e modificacdes suas sdo conhecidas; ver [G-S] e [Sh].

4.2 Funcao suporte

Como um corpo convexo é a intersecgdo dos seus semi-espagos de suporte ([Mc-Sh],
pag. 34), tal conjunto pode ser convenientemente descrito especificando a posigio dos
seus hiperplanos de suporte, através dos seus vectores normais exteriores. Esta descricio

é-nos fornecida pela fun¢do suporte do conjunto em questao.
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Vejamos como ¢ construida essa fungdo. Seja K um corpo convexo (ndo vazio) de R”
e u um vector nao nulo de R*. Para cada o € R, sejam H, , o hiperplano de R" definido
do seguinte modo

Hyo:={z€eR": {(u,z) = a}

e H, , o0 respectivo semi-espago fechado tal que
H,,={zcR": (u,2) <a}.

A medida que o aumenta, o hiperplano H,, descreve uma familia de hiperplanos

paralelos, cada um dos quais com u como vector normal.

A

Figura 4.2:

Em geral, existirao dois valores de a para os quais o hiperplano H, , suporta o corpo
K (na figura, sio A e ). S6 um destes valores (), na figura) é tal que K C H,.

Claramente, K C H,, se e 56 se (u,a) < «, para todo a € K, isto é, se e s6 se
max{(u,a) :a € K} < a.

Note-se que, como K é compacto e a aplicagdo z — (u,z), com z € K, é continua,
este maximo ¢ atingido nalgum seu ponto.

Se, por outro lado, se forcar a que o hiperplano H,, suporte K, entdo, para al-
gum ponto ag de K, (u,ap) = a. Portanto, H,, é um hiperplano de suporte de K (e

representamo-lo por H, o(K)) se e s6 se

a = max{(u,a) : a € K}.
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Definicao 4.2.1 A fungdo suporte de um corpo convexo K é a funcgdo hg : R* — R, tal

que .hK(u) = max{{u,z) : z € K}.

Note-se que, pelo que vimos atras, dado u € R*, um corpo convexo K fica inteiramente
situado no semi-espaco fechado definido pelo hiperplano H,p, () (K) determinado pela
equacao (u,z) = hg(u) e tal que (u,y) < hg(u), para todo y € K. De facto, pelo que

dissemos no inicio desta seccao, K € a intersec¢ao desses semi-espacos fechados. Portanto

K= H-

u,hK(u)

(K).
uc R7
Resulta que um corpo convexo K pode ser expresso como sendo o conjunto de todas

as solucoes de um sistema de inequacoes dado pela sua fungao suporte, isto é,
K={zeR": (u,z) < hg(u), Yu € R*}.

Assim, K fica completamente definido através da sua func¢io suporte, ou seja, existe
uma correspondéncia bijectiva entre dois tipos de conjuntos muito diferentes: conjuntos
convexos e compactos de R” e certas fungoes em R". Que classe de fungGes é esta? Isto é,
dada uma funcao em R*, como sabemos que se trata de uma fun¢do suporte de um corpo
convexo? Esta é uma questao que, com a ajuda dos resultados provados na sec¢ao 1.2.2,
sera respondida mais adiante. No entanto, ainda necessitamos de mais alguns resultados.

Vejamos, primeiro, um exemplo de uma funcao suporte de um corpo convexo, neste
caso, de um segmento de recta em R*. Dado v € R", se [v, —v] representar o segmento

de extremos v e —v, entdo hyy _y)(u) = |(u, v})|, para cada v € R*. De facto,
hp—o(v) = max{(u,y):y € [v,—v]}
= max{|ully| cos(£(u,y)) : y € [v, —v]}
(Ivl|u| cos(Z(u,v)) < cos(L(u,v)) >0
<

\] — v|ju| cos(L(u, —v)) <« cos(ZL(u,—v)) >0
((u,v) <= (u,v) >0
\(u, —v) <= (u,—v) >0

(v,v) < (u,v) >0

—(u,v) < (u,v) <0
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Definicao 4.2.2 Uma fungao real, f, definida num convexo (ndo vazio) X de R" diz-se

convera se
flaz + By) < af(z) + Bf(y),

sempre que z,y € X e, >0, com a+ 3 = 1.

Definigao 4.2.3 Seja f uma funcao real definida num conjunto convexo nao vazio X de

R"*. O epigrdfico de f nota-se por epi(f) e é o seguinte subconjunto de R**!:

epi(f) == {(z1, ..., T, 2) E R 22> f(z1,...,2,), com (z,...,2,) € X}.

Figura 4.3: Epigrafico em R? de uma fun¢do f : R — R.

Teorema 4.2.4 Seja f uma fungao real definida num conjunto convero ndao vazio X de

R*. Entdo f ¢ conveza se e sd se o seu epigrdfico € um conjunto convero.

Demonstragido. Para cada z := (z1,...,2,) € R* e cada escalar A, seja (z, ) o ponto
(Z1,...,Tn, A) € RVFL

Suponhamos que f é convexa. Sejam (z, A), (y,~y) € epi(f). Entdoz,y € X e A > f(x)
e 7> f(y). Sejam a, 8 > 0 tais que a + § = 1. Da convexidade de f resulta que

flaz + By) < af(z) + Bf(y) < ar+ By.
Portanto, o ponto
a(z, A) + B(y,7) = (az + By, ad + B7)

pertence a epi(f), logo este conjunto é convexo.
Reciprocamente, suponhamos que epi(f) é convexo. Sejam z,y € X e o, > 0, com

a+ 8 =1. Como epi(f) é convexo, o ponto

afz, f(z)) + By, f(y)) = (ez + By, af(z) + B ()
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pertence a epi(f). Resulta que

flaz + By) < af(z) + Bf(y),

o que mostra que f é uma funcio convexa. O

Definigao 4.2.5 Um cone convero C' é um conjunto convexo nao vazio tal que se z € C,

entao Az € C, para todo A > 0.

Teorema 4.2.6 Seja C' um cone convezo fechado em R™. Entdo cada hiperplano de

suporte de C' contém a origem de R".

Demonstragao. Seja H,, um hiperplano de suporte de C. Entao, (u,a) < o, para todo
a € C e existe ap € C tal que (u,ag) = a. Portanto, ag € C'N Hy .

Como ay € C, entdo Aag € C, para todo A > 0. Portanto, para todo A > 0, temos que
(u, Aao) < @, donde resulta que (u,a0) < §, ou seja, (1 — 1) < 0. Concluimos, entdo,

que @ =0 e que Oge € H,, . O

Definicao 4.2.7 Seja C' um cone convexo. Uma fungao f : C — R diz-se positivamente

homogénea de grau k se
f(Ar) = A¥f(z), para todos A > 0,z € R
e f diz-se subaditiva se
f(z+y) < f(z)+ fly), para todos z,y € R".
Uma fun¢ao positivamente homogénea de grau 1 e subaditiva designa-se por sublinear-

E claro que uma fungao sublinear é convexa.

Passamos, agora, ao resultado mais importante desta sec¢ao.

Teorema 4.2.8 Se f : R* — R € uma funcdo sublinear, entio eriste um tnico corpo

convezo K tal que f € a sua fungdo suporte.
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Demonstragao. A unicidade ja ficou clara com a construgao das funcgdes suporte. Pas-
semos entao a prova da existéncia. Como f ¢ sublinear ¢ convexa e como toda a funcéo
convexa ¢ continua no interior do seu dominio ([Sc|, pdg. 23), entdo f é continua.

Consideremos entdo o seguinte conjunto
K :={z €R": (z,v) < f(v), para todo v € R"}.

Entao K ¢ a interseccdo de semi-espagos fechados, um por cada normal v. Logo, K é
convexo e fechado. Além do mais, K é limitado (logo compacto) pois, se 7 € K \ {Ogn},
tem-se que |z| = <x, I—:l> <f (é—,) e, portanto, se M = max{f(z): z € S""!} (M existe
porque f é continua e S™~! compacto), entdo K estd contido em B(Ogn, M).

Se K # &, entdo ¢é 6bvio que hg(u) < f(u), para todo u € R*. Vamos, entdo, mostrar
que K # @ e que hg(u) > f(u), para todo u € R™.

Ja vimos que f ¢ continua e como também ¢ sublinear, resulta que o seu epigrafico é
um cone convexo em R* x R. Seja u € R* \ {Og=}, qualquer. Como (u, f(u)) € fr(epi(f)),
entao o teorema 1.2.9 garante a existéncia de um hiperplano de suporte, Hyn)a (com

y € R* e n € R) a epi(f) no ponto (u, f(u)) e tal que

epi(f) C H, = {(v,v) € R" xR: ((y,7m), (v,v)) < a}.

Pelo teorema 4.2.6, sabemos que o = 0.
Vejamos que, de facto, temos < 0. Seja (u,v) € epi(f) \ gr(f), isto é, v > f(u).
Entao, (u,v) € H, -

{(u, f(u)), (y,m)) = 0, ou seja (u,y) + f(u)n = 0. Ora, se n > 0, entdo como v > f(u),

Mas, por outro lado, temos que (u, f(u)) € Hy o, isto é,

terfamos que (u,y) + yn > 0, ou seja, ((u,7), (y,n)) > 0, o que é uma contradicio com o

facto de que (u,v) € He, o

um hiperplano de R**! ortogonal a R" e que passa pela origem. Como o dominio de fé

Portanto, n < 0. Por outro lado, se n = 0, entdo Hy0)0 é

R", entao nao pode ser hiperplano de suporte de epi(f). Portanto, n < 0.
-

Entao, como H/ .
—;(y,ﬁ)

0 = o pois —% > 0, podemos supor que 7 = —1. Assim,

epi(f) C H(;,—I),O ={(v,v) e R* xR : {(y, 1), (v,v)) < 0},

logo (y,v) < f(v), para todo v € R*. Por outro lado, como (u, f(u)) € Hy 1,0, temos
que (y,u) = f(u). Isto mostra que y € K, logo K # @ e hg(u) > f(w). O
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4.3 Valoragoes simples nos policonvexos

Consideremos a soma K + L de dois corpos convexos K e L, normalmente designada
por soma de Minkowsks.

Como, para cada u € R*,
max{(z +y,u):z € K,y € L} = max{(z,u) : 2 € K} + max{(y,u) : y € L},

resulta que

h}(+L = h,]( + hL. (41)

O préximo resultado mostra que a convergéncia de corpos convexos pode ser estudada
usando a nogao de funcdo suporte. O uso da funcao suporte nestes casos traz claras
vantagens, pois, normalmente, ¢ mais facil trabalhar com a convergéncia uniforme de

sucessoes de funcoes do que com os conjuntos propriamente ditos.

Proposicao 4.3.1 Dados, K, L € X", tem-se que

du(K,L) = Sup |k (u) = hr(u)l. (4.2)

Demonstragdo. Seja a > 0 qualquer. Se dy(K,L) < «, entao, K C L + a B,, donde,

para u € S™ ! hg(u) < hpien,(u) = hp{u) + a. Alternando os papéis de K e L,

conclufmos que |hg(u) — hy(u)| < «, donde sup,egn-1 |hx(u) — hy(u)] < . Portanto,
concluimos que dy (K, L) > sup,egn-1 |hx (u) — hy(u)].

Fazendo o raciocinio inverso, mostramos que dy (K, L) < sup,cgn-1 |hg (1) — hy(u)], e

o resultado sal. O

Assim, quando usamos a fungdo suporte para estudar a convergéncia de sucessoes em
X", restringimos essa funcao & esfera unitdria para que a relagao (4.2) seja valida.

Reciprocamente, podemos estender uma fun¢ao definida em S™ ! de modo a que a
extensdo seja fungao suporte em X". Uma fungdo h : S~ ! — R é funcao suporte de um
corpo convexo se e s6 se a sua extensdo radial b : R* — R dada por h(au) := ah(u), para

todos u € S" ! e a > 0, for sublinear.
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Definigao 4.3.2 Um zonotopo é uma soma de Minkowski finita de segmentos de recta.
Um zondide é um corpo convexo que é o limite, para a distancia de Hausdorff, de uma

sucessao de zonotopos.

Definicao 4.3.3 Dado K € X", seja —K :={z: —z € K} a reflexdo de K pela origem.
Se K = — K, dizemos que K é centrado ou simétrico pela origem. Um conjunto K diz-se
simétrico se algum seu translatado é centrado. Representamos por X7 o conjunto de

todos os corpos convexos em R* que sao centrados.

Note-se que qualquer zonotopo é um corpo convexo simétrico, de centro no ponto
definido pelo vector que é soma dos vectores dos pontos médios dos segmentos que geram
0 zonotopo.

Observe-se também que a funcio suporte de um corpo convexo é par se e sé se esse

corpo for centrado.

Proposicao 4.3.4 Seja K € X7 e suponha-se que a fungdo suporte hg € C*®. Entdio,

existem zondides, Y1 e Ys, tais que K + Y, = Y].
Demonstragdo. A Transformagdo Cosseno, C, é a aplicagio

€: Co(S™Y) — C(s™)
g +— Cg):S"! —=R

w o [ ) oo (o)

A transformacao € é um operador linear e bijectivo no espaco das func¢oes pares e C®
em S™1. Para o desenvolvimento desta questdo, consultar o Apéndice A.
Como a fungdo hg : S* ! — R é C™ e par (pois K é centrado), existe uma funcio

g:S" ! — R, par e C® tal que kx = €(g), ou seja

i) = [ 1,0l g(0)domr (o).

Sejam g e g~ as fungdes reais definidas em S™~! por

g" (v) := max{g(v), 0}

g~ (v) := max{-g(v),0}.
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Tem-se que g = gt — g~ ¢
i)+ [l g @dons) = [l 0)doa0). (03)
sn— §n—1

Como as extensoes radiais das fungdes hy, := C(g") e hy, := C(g~) sao sublineares e
pares, entao, pelo teorema 4.2.8 ¢ pelo que se disse a seguir & proposicio 4.3.1, elas sdo
fungoes suporte de alguns corpos convexos centrados Y e Y,, respectivamente. Assim,
pelo mesmo teorema e por (4.1), a equagao (4.3) é equivalente a ter K + Y, = V7.

Além disso, ¢ possivel aproximar os integrais em (4.3) por combinacdes lineares finitas
de fung¢bes suporte de segmentos de recta (ou seja, de funcdes suporte de ZOnotopos),
donde Y e Y, sao zondides. De facto, dado € > 0, vamos mostrar a existéncia de a; > 0 e
v; €SP (i =1,...,k) tais que

k
/ gt (v){u, v)|don_1(v) — Zaﬂ(u, v;)|| < €, para todo u € S™L.
§n—1

=1

Como g* ¢ continua e estd definida num compacto, ento é uniformemente continua,

ou seja,
€

36 > 0Vu,v' € S lu— | <8 = |gt(w) — gT (V)] < : (4.4)

2O-n—l

onde, como ja dissemos, 0,_; representa a drea de superficie de S"~!. Entéo,

|97 (v)[(u, )] = g™ (o)) [{, ')
< g @)w, v)| = g* (W) |w, 0] + |g* (") [(u, 0)] = g7 (") |, 01|
=|g*(v) = g* ()] [{u, 0)| + g7 ()] (u, 0)] = [{u, v")]
< 9" (W) = g* ()| l(w, )] + g* (o) v — |
<|g* () = g* ()| + g* (W) - v/
<o

onde esta ultima desigualdade resulta do facto de se considerar § tal que (4.4) se verifique

e tal que § < 5—;, onde M := max{g*(v) : v € S*"'}. Assim, ambas as parcelas da

peniltima linha ficam menores que “— e a desigualdade sai dai.
Consideremos agora uma parti¢ao, €2y, ..., € de S™! tal que o didmetro de cada €;

é menor que 6. Seja v; € ); e consideremos a seguinte soma

}j/ ), v3) o+ (o),
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ou seja

Por outro lado, temos que

| a0l dans ) = Z | o @l mldocs ()
Assim,
g[)iﬂvmuvuam Z/ (v3) {u, 0} o1 0)
- Z ([ oottt - [ gl v,->|dan~1<v>)
sz | (6 @) = gl 0] dones 1)
sz(/ 7000~ 0l dona )
S ([ )
:
Portanto

k

[ @l dons0) = 3 o 1 @l ]| <

i=1

e podemos assim aproximar uniformemente em S”7! o integral por uma funcio suporte

de um zonotopo.

O mesmo se aplica ao integral

/Sn—1 [(u,v)| g~ (v)don_,(v).

Concluimos, finalmente, que Y; e Y, sao zondides. ‘ O
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Seja SO(n) o grupo especial ortogonal, isto ¢, o grupo de todas as isometrias lineares,
em R", de determinante positivo. Seja B := {ej,...,e,} a base canénica de R" e deno-
temos por SO(n,B) o conjunto de todos os elementos de SO(n) que fixam, pelo menos,

n — 2 elementos de B.

Proposigao 4.3.5 Seja ¢ € SO(n). Eziste uma colecgdo finita ¢, . .., b, de isometrias
em SO(n,B) tal que ¢ = ¢y -+ - Pyy,.

Demonstragio. A proposicao ¢ claramente vélida em R?, porque SO(2, B) = SO(2).
Suponhamos que n > 3 e que a proposi¢ao se verifica para a dimensido n — 1. Seja

¢ € SO(n) \ SO(n,B). Seja v := ¢(e,) e suponhamos, sem perda de generalidade,

que v # *e,. Seja v’ := IZ%Z:%’ onde p(R*"!,.) é a projecgio (ortogonal) de R* em
R*! = G{ey,...,en-1}, isto é, v’ é a projeccio ortogonal, normalizada, de v no espago

gerado por ey, ...,e,_1. Existe 1 € SO(n) tal que ¢¥(e,) = e, e Y(v') = e,_;. Como
v € G{v', e, }, resulta que ¥ (v) € G{e,_1, en}-

Seja ¢ a isometria linear de determinante positivo que fixa e;,...,e,_o e tal que
(($(v)) = en. Entéo, ¢ € SO(n, B) e ((h(d(en))) = ((1(v)) = en- Seja n := (1.

Como % e n fixam e,, resulta da hipdtese de indugdo em SO(n — 1) que existem

U1y %is M, - -, n; € SO(n, B) tais que ¢ =ty - - - en=mn---n;. Portanto,

p=v =gty gy O

Lema 4.3.6 Qualguer politopo convezo em R™ pode ser expresso como uma unido finita

de simpleros Ay U ---U Ay, tal que dim(A; N A;) < n, para todos 1 # j.

Demonstragao. Provemos este lema por inducgdo sobre a dimensao. Consideremos o
caso em que n = 2 e seja P um politopo convexo em R%. Se relint(P) = @, entdo P
¢ um segmento de recta que é um simplexo de dimensdao 1. Suponhamos, entao, que
relint(P) # @ e seja z € relint(P). Sejam xi,...,x; os vértices de P, ordenados de
tal forma que os vértices z; e x;,1 sdo os vértices de uma mesma faceta. Consideremos

A; i1 = conv{z, T;, Tiy1}, com i € {1,...,k} e identificando 74, com ;. O facto de que
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A;i+1 C P estd assegurado pela convexidade de P e como z, z; e z;,1 sdo independentes

afins em R? (pois z € relint(P)), entdo A;;;; é um simplexo. Por outro lado,

k
P=JAun.
=1

De facto, a inclusdo

k
P> U AV
i=1

é 6bvia. Relativamente a inclusdo reciproca, dado y € P, consideramos a semi-recta
ty + (1 — t)z, com t € Rf. Entdo existe algum t; > 1 tal que essa semi-recta intersecta
uma faceta de P de vértices z; e ;11 num ponto yo. Ou seja, yo = toy + (1 — to)z e

Yo = ax; + bxriy1, com 0 < a,b<1ea+b=1, donde resulta que

a + b + to —1
=—I;+ —x;
y fo to i+l to

X

-1 b, to—1 <
e < & —b—,@to—gle%+5+—°;o—:1. Portanto, y € A; ;1 € entdo

k
PC U A1

i=1
E 6bvio que, se # J, a dimensdo de A ;11 NA;;;ouézero (sei+1#jej+1#4)
ouéum (sei+1=jouj+1=1).

Suponhamos, agora, que o lema é vélido para dimensdo n — 1, com n > 3. Queremos
provar que também o é para dimensao n.

Consideremos, portanto, um politopo P em R" tal que relint(P) # @. Por hipétese,
podemos supor que cada uma das facetas de P estd expressa como uma unido finita de
simplexos, nas condigoes pretendidas. Entdo, basta considerar um ponto z € relint(P)
e unir, por um hiperplano, esse ponto x a cada um dos vértices dos simplexos definidos
nas facetas de P. Entdo, para cada um dos simplexos (de dimensio n — 1) definidos nas
facetas de P, obtemos um novo simplexo de dimensao n, pois obtemos um conjunto que é
a envolvente convexa de n + 1 pontos independentes afins em R®. Como os simplexos for-
mados em cada faceta de P se intersectam, no maximo, num subespago afim de dimensao
n—2, resulta, da maneira como foram construidos os simplexos em P, que se intersectam,
no maximo, num subespaco de dimensio n — 1. |

Falta ver que a unido desses simplexos, Ay, ..., An, é o politopo P.



B e R e MRS i

66 CAPITULO 4. VALORACOES NO ANEL CONVEXO

Seu € J;2, A, entdo u € Ay, para algum iy € {1,...,m}, isto é, u pertence & en-
volvente convexa dos vértices da base de A, (que estd contida numa faceta de P) ¢ de
(pertencente ao interior relativo de P). Portanto, ou u pertence a essa faceta ou estd no in-
terior relativo de P, donde u € P. Reciprocamente, se u € P, entdo considerando o ponto
de interseccao da semi-recta unindo z a u com uma faceta de P, concluimos através de

um raciocinio andlogo ao feito para o caso n = 2 que u pertence a um dos simplexos A;. [

Notamos por [0, 1]* o produto cartesiano (com n factores) do intervalo fechado [0, 1].
Portanto, [0, 1]* denota o cubo unitdrio em R".
O préximo resultado é o passo fundamental na prova do teorema de Hadwiger que

apresentamos (e que é devida a Daniel A. Klain).

Teorema 4.3.7 Seja p uma valoragdo em X" continua, invariante por translacées e
simples. Se 11 ([0,1]") = 0 e u(K) = p(—K), para todo K € X", entdo u(K) = 0, para
todo K € X".

Demonstragdo. Consideremos o caso em que n = 1. Em R, os conjuntos compactos e

convexos 5ao os intervalos fechados. Assim, como

entao

pois u([0,1]) = 0 e u é simples. Por outro lado, u é invariante por translacdes, logo

k(n([0,7])) =0, isto ¢ u([oa%D:O’ Wk € N.

Como qualquer intervalo fechado de comprimento racional, 5, pode ser escrito como uma
unido (com p termos) de intervalos fechados de comprimento %, onde cada termo dessa
uniao intersecta outro, no miximo, num ponto, concluimos, usando as condicoes que
verifica, que p([a,b]) = 0, para todos a,b € R tais que b — a € Q. Da continuidade de
p concluimos que g toma o valor 0 em todos os intervalos fechados e o teorema é valido

quando n = 1.
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Para n > 1, suponhamos que o teorema se verifica para valoracgoes definidas em K71

Como p ¢é invariante por translagdes e simples, entdo de u([0,1]") = 0 resulta que
,u([O,%]n) = 0, para todo k € N, pois u([0,1]") = Zf;u([(), %]n) = k™u (][0, %]n)
Portanto, usando um argumento andlogo ao caso n = 1, sai que p(C) = 0, para todo
o rectangulo C' com lados de comprimento racional. A continuidade de p implica que
u(C) = 0, para todo o rectangulo C.

Seja, agora, D um paralelotopo com os lados paralelos a um outro sistema de eixos
ortogonal. Se n = 2, entdo D pode ser decomposto num numero finito de “pecas”,

translagoes das quais podem ser “coladas” para formar um rectangulo C com os lados

Figura 4.4: Re-orientagdo de um rectangulo usando “cortes”, translagoes e “colagens”.

paralelos aos eixos originais. Como p é simples e invariante por translagoes, resulta
que p(D) = pu(C) = 0. Se n > 2, entdo para cada isometria directa ¢ € SO(n,B), um
paralelotopo com os lados paralelos aos eixos da base ((B) pode ser “cortado”, translatado
e “colado” num paralelotopo com os lados paralelos aos eixos de B, usando precisamente
as operagoes seguidas no caso n = 2. Este procedimento resulta porque ( fixa, pelo menos,
n — 2 eixos coordenados do sistema ortogonal original e, portanto, no mdximo 2 eixos de
C(B) é que sdo operados, logo, basta operar segundo as direcgdes do paralelotopo que nio
sao paralelas aos eixos de B. Como estes sao no maximo dois, podemo-nos restringir ao
subespagco gerado pelos elementos de ((B) que néo ficam fixos. Este subespaco é isomorfo
a R?, logo podemos efectuar as mesmas operagdes efectuadas para o caso n = 2. Mais
geralmente, se ¥ € SO(n), a proposi¢do 4.3.5 garante a existéncia de um ndmero finito
de elementos de SO(n, B) tais que ¥ é a composi¢do dessas isometrias. Portanto, um

paralelotopo com os lados paralelos aos eixos associados a base ¥(B) pode ser “cortado”,
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translatado e “colado” num paralelotopo com os lados paralelos aos eixos de B usando
um nimero finito de operagdes do tipo usado quando n = 2. Resulta, entdo, que se D
¢ um paralelotopo com os lados paralelos a um qualquer sistema ortogonal de eixos de
R", entdo u(D) = 0, pelas condi¢des a que u verifica e porque D pode ser obtido de
um paralelotopo C' (com os lados paralelos ao sistema de eixos original) através de um

processo constituido por decomposigdes, translagoes e “colagens”.

Definamos, agora, uma valoragao 7 em X"~! da seguinte forma. Dado K € X1, seja
7(K) := p(K x [0,1]).

Note-se que 7([0,1]*~") = u([0,1]*) = 0. Por outro lado, é ébvio que, sendo p continua,
simples e invariante por translagdes, o mesmo acontece com 7. Também, temos que
— (K x[0,1])) = =K x [0,1] + v, onde v := (0,...,0,—1), donde podemos concluir que
p(— (K x[0,1])) = p(—K x [0,1]), pela invariancia de p por translacdes. Resulta que
7(=K) = 7(K), para todo K € X"~!. Entao, 7 satisfaz as condigdes do teorema, logo,
por hipétese de inducao, 7 = 0, ou seja, u vale zero em todo o cilindro recto de base
convexa e altura 1. Como p é simples, sai que u(K X [a,b]) = 0, para todo K € K" ! e
todos a,b € R tais que b —a € Q*. A continuidade de yx implica que (K x [a,b]) = 0,
para todo K € X" ! e todos a,b € R tais que b > a. Ou seja, u vale 0 em todo o cilindro
recto de R* de base convexa.

Sejam 1, ..., T, os eixos coordenados de R". Identifiquemos R"~! com o hiperplano
Zn = 0. Os cilindros que acabdmos de considerar tém a base e o topo congruentes e
inseridos em hiperplanos paralelos ao hiperplano z, = 0 (respectivamente de equactes
T, = a e T, = b), ou seja, as arestas unindo a base e o topo sdo ortogonais a esse
hiperplano. O mesmo processo pode ser aplicado a qualquer cilindro recto com base num
qualquer hiperplano de R*. Como g = 0 em paralelotopos segundo qualquer orientacio,
concluimos, como em cima, que p = 0 em cilindros rectos segundo qualquer orientacao.

Seja M um prisma tal que a sua base e 0 topo sdo congruentes e paralelos ao hiperplano
z, = 0, mas a sua fronteira ndo é ortogonal a esse hiperplano, isto é, um “cilindro
inclinado”. Decompomos M em duas pecas, M; e M,, separadas por um hiperplano
que ¢é ortogonal aos hiperplanos das “paredes” do prisma. Através de uma translacio

podemos “colar” as pegas M; de novo, agora segundo a base e o topo originais (que sao
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Figura 4.5: Transformagao de um prisma num cilindro usando “cortes”, translacoes e

“colagens”.

congruentes). Ficamos, entdo, com um cilindro recto C' cujos hiperplanos das “paredes”
sao ortogonais a nova base e topo.

Como p se mantém constante nesta operagao, sai que
p(M) = p(My) + p(Mz) = p(C) = 0.

Na verdade, o procedimento acabado de descrever s6 é possivel se o didmetro da base/topo
de M é suficientemente pequeno comparado com a altura de M e com o angulo que os
hiperplanos das “paredes” de M fazem com a base. Portanto, M nao pode ser muito
“gordo”. No entanto, se a base de M for muito grande, podemos subdividir M em
pequenos prismas, subdividindo a base e o topo de M em corpos convexos de didmetro
suficientemente pequeno e considerando, depois, cada prisma como a envolvente convexa
da unido de uma peca do topo de M com a peca correspondente da sua base.

Seja agora P um politopo convexo com facetas Py, ..., P, e correspondentes vectores
unitdrios normais exteriores uy, ..., u,. Sejam v € R* e U o segmento de recta que une v
a origem. Sem perda de generalidade suponhamos que Py, ..., P; sao as facetas de P tais
que (u;,v) > 0, para cada 1 < ¢ < j. Neste caso, a soma de Minkowski P + v pode ser
expressa da seguinte forma

P+6=PU(CHH+@>.

i=1

De facto, ¢ facil ver que P+7 = PU(JL, (P; +7)), logo P47 D PU( P+ E))
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N

P

P47

Figura 4.6: Exemplo, em R?, de um corpo convexo da forma P + 7, representado pela

linha mais carregada.

Seja € (U?:j-{-l (P, +U)), entdao z € Pj, + 7, para algum jo € {j +1,...,n}, donde
T = pj,+v, comp, € P,,ev €. Sex € P, entdox € PU ( 3:1 (P,-—l—ﬁ)). Se
z ¢ P, entdo como (uj,,v) < 0 e P é convexo, existe p' € pj, + 7 tal que p' € P}, com
J1€1{1,...,4} e, portanto, z = p'+ (v'— (o —p;,)), onde estamos a identificar v'—(p' —pj)
com 0 vector de ¥ com 0 mesmo comprimento (note-se que v’ — (p' — pjo) tem a mesma
direccao de v e [v' — (p' — pj,)| < |v'| < |v]). Portanto, z € P U ( Y (P; +E)).

Cada termo da unido acima ou é disjunto dos outros ou intersecta outro num corpo
convexo de dimensdo menor ou igual a n — 1. Portanto,

J
p(P+79) = p(P)+ > u(P;+ 7).
i=1
Notemos que cada P; + 7 é um prisma, logo u(P; +7) =0 e u(P +9) = u(P).

Por indugao sobre a soma finita de segmentos, resulta que se Z é um zonotopo, entio
w(P + Z) = u(P). Por outro lado, Z = 25:1 v;, onde cada v; é um segmento em R",
entdo u(Z) = p(v1) = 0, por indugdo sobre a soma finita de segmentos e porque v; é
um politopo convexo de dimensdo 1 em R*. A continuidade de u implica, entdo, que
WK +Y) =pu(K) ep(Y) =0, para todo K € X" e todo o zondide Y.

Continuando, consideremos o caso em que K € X" tal que hg é C™. Pela proposicio
4.3.4, existem zonodides Y, e Y5 tais que K + Y, = ). Entdo, neste caso, pelo que vimos
no paragrafo anterior, u(K) = pu(K +Ys) = p(Y;) = 0. Vejamos agora que qualquer corpo
centrado pode ser aproximado por uma sucessdo de corpos convexos centrados e C*® (no
sentido de as respectivas fungoes suporte serem C*). De facto, qualquer corpo pode ser

aproximado por uma sucessdo de corpos C*™ ([Sc], pdg. 158). Entdo, seja K um corpo
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centrado e, dado € > 0, seja L um corpo C™ tal que

sup |hg(u) — hp(u)| < e.
ugSn—1

Consideremos um corpo F tal que

he(u) = hi(u) +2hL(—u).

F é C* e centrado, uma vez que hr é par e
9 q F p

sup |hg(u) — hp(u)| = sup hi(u) + hr(—u) — hr(u) — hr(—u)

uesn—1 ueSn—1 2

<,

logo K pode ser aproximado por um corpo convexo centrado e C®. Assim, sai da conti-
nuidade de p que p(K) = 0, para todo K € X™.
Pela invaridncia de p, tem-se que u(K) = 0, se K for simétrico.

A seguir, consideramos um simplexo n-dimensional, A, com um vértice na origem. Se-

jam uy, ..., u, 0s outros vértices de A e P o paralelotopo gerado pelos vectores uy, . . ., uy,.
Seja z := u; + -+ + u,. Seja & o hiperplano que passa pelos pontos u,...,u, e & o
hiperplano que passa pelos pontos z — uy, ..., 2 — u,. Finalmente, seja P, o conjunto de

todos os pontos de P que estdo entre & e &,.

P,
Uy
A “ P

Uz

Figura 4.7: Caso em que n = 3. A sombreado estdo representados os hiperplanos &; e &,.

Entao, temos que

P=AUPU(-A+2),

onde cada termo desta unido intersecta cada um dos outros num subespaco de dimensao,
no miximo, n — 1. P é simétrico de centro u := (921, cee %ﬂ) e como, por outro lado,
P, =P\ (AU (—A + 2)), entdo P, também é simétrico com o mesmo centro de P, pois

P, + (—u) = — P, + u. Verificamos, portanto, que

0= pu(P) = p(A) + u(P) + p(=A +v) = p(A) + u(-4).
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Por outras palavras, }u(A) = —pu(=A). Por outro lado, por hipétese, p(A) = u(—A) e,
portanto, u(A) = 0 para todo o simplexo A. |

Seja P um politopo convexo em R*. Pelo lema 4.3.6, o politopo P pode ser expresso
como uma uniao finita de simplexos P = A; U--- U Ap, tal que dim(A; N A;) < n, para

todos 7 # j. Entao,

Como qualquer corpo convexo é o limite (para a distincia de Hausdorff) de uma su-

cessao de politopos convexos, concluimos, finalmente, usando a continuidade de p, que

u(K) = 0, para todo K € K". a

O teorema que acabadmos de provar e o seguinte podem deduzir-se um do outro.

Teorema 4.3.8 Seja p uma valoragdo em X" continua, invariante por translacées e

simples. Entdo, existe ¢ € R tal que
WK) + p(=K) = cun(K),

para todo K € X",

Seja p uma valoragdo nas condigdes do teorema 4.3.8. Para cada K € K™, defina-se
v(K) = p(K) + p(—K) = 2p([0, 1]") un (K).

Entao v estd nas condi¢des do teorema 4.3.7, logo v(K) = 0, para todo K € X™. Assim,
pW(K) + p(—K) = cun(K), onde ¢ := 2u([0,1]*). Logo o teorema 4.3.8 resulta do teorema
4.3.7.

Quanto & dedugdo contraria, consideremos uma valoragao u nas condicdes do teorema
4.3.7 e de modo que exista ¢ € R tal que u(K) + p(—K) = cun(K), para K € X*. Em
particular, p([0,1]*) + u(—[0,1]*) = cu,([0,1]"), logo ¢ = 0, pois u([0,1]*) = 0. Entéo,
como pu(K) = p(—K), para todo o K € X", sai que u(K) = 0, para todo o corpo convexo
K de R™. Portanto 4.3.7 resulta de 4.3.8.
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4.4 Teorema do Volume

Nesta seccado demonstramos o teorema que lhe da o nome e que caracteriza todas as
valoracoes continuas, simples e positivamente invariantes.

Antes, necessitamos dos seguintes lemas.

Lema 4.4.1 Todo o simplezo A em R possui uma esfera inscrita. Ou seja, existe uma
P 14,

esfera que € tangente a cada uma das facetas de A.

Demonstragdo. Como A é compacto, existe uma esfera S contida em A que tem o maior
raio de entre todas as esferas contidas em A.

Suponhamos que S nao é tangente a todas as facetas de A. Sejam F' uma, das facetas
em que S nao € tangente e H o hiperplano que contém F'. Seja v o vértice de A que nao
pertence a F'. Efectuemos uma translacao de H paralelamente a si mesmo, na direccao
de v, até tocar pela primeira vez em S e seja H' o hiperplano assim obtido.

Consideremos agora a homotetia h de centro em v e razdo k €10, 1] tal que h(H) = H'.

Tem-se que h(A) é um simplexo que ainda contém S. Daqui resulta que h71(S) é uma

Figura 4.8: Caso em que n = 2.

esfera que ainda est4 contida em A e cujo raio excede o de S, pois h~! é uma homotetia
de centro v e razao % > 1.
Chegamos entao a uma contradicao quanto a escolha de S e, portanto, S é tangente

a todas as facetas de A. O

Lema 4.4.2 Seja A um simplexo n-dimensional. Existem politopos Py, ..., P, tais que

A:P1U"'Upm,
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onde a interseceao dois a dois de termos (diferentes) desta unido tem, no mdzrimo, di-

mensao n — 1 e onde cada um dos politopos P; é simétrico em relagdo a um hiperplano.

Demonstragdo. Sejam xq,...,z, os vértices de A e A; a faceta de A oposta a z;, ou
seja, A; := conv{zg,...,Z;1,Tis1,.-.,ZTn}. Pelo lema anterior, existe uma esfera inscrita
a A. Sejam z o seu centro e z; a projeccdo ortogonal de z na faceta A;. Para todos i < j,
seja

Ajj = conv{z, z;, z;, A; N A}

Figura 4.9: Caso em que n = 2.

Entao, tem-se que os politopos A; ; sdo tais que
A= U 4
0<i<j<n
onde dois termos distintos desta unido se intersectam, no maximo, em dimensio n—1. Por
outro lado, também se tem que cada politopo A; ; é simétrico em relagdo ao hiperplano
definido por z e pela face A; N A;.
n+1 n+1l

Note-se que temos ( ) ) politopos A; ; e entdao se m = ( ) ) e fazendo uma reno-

meagao dos politopos referidos, sai que
A=PU---UP,,

onde cada politopo P € um dos politopos A ; e, portanto, satisfaz as condicdes preten-

didas. O
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Teorema 4.4.3 (Teorema do Volume) Seja p1 uma valora¢do continua, simples e po-
sitivamente invariante, definida em X" (ou em U(X™)). Entdo, eriste ¢ € R tal que

wW(K) = cpn(K), para todo K € K" (ou U(K™)).

Demonstragao. Recordemos que uma valoragdo continua estd bem definida em U(X")
se e sO se estd bem definida no seu conjunto gerador, X™. |

Como p é positivamente invariante, em particular é invariante por translagdes. Entdo,
pelo teorema 4.3.8 existe a € R tal que u(K) + u(—K) = ap,(K), para todo K € X",

Em particular, dado um simplexo A em R", temos que
p(A) + p(=A) = apn (D). - (4.5)

Como a simetria de centro na origem, z + —z, é uma isometria positiva se e s se n é
par, temos de separar os dois casos: n par e n impar.

Se n é par, entdo, como 4 é positivamente invariante, u(A) = p(—A), donde, por (4.5)

Se n é impar, pelo lema 4.4.2, existem politopos P,..., P, tais que
A=PU---UP,,

onde a intersecgdo dois a dois de termos (diferentes) desta unido tem, no méximo, di-
mensao n — 1 e onde cada um dos politopos F; é simétrico em relacdo a um hiperplano.
Daqui resulta que — F; se obtém de P, através de uma, isometria positiva. De facto, usando,
se necessario, uma mudanca de coordenadas (que fixa a origem), podemos supor que o

hiperplano referido tem equagao z, = a. Entdo P, = f(P;), onde f é a seguinte isometria

f: R — R

(51?1, A .’En) — (.’El, ey Tp_q, 200 — .Tn)
Se agora considerarmos a seguinte isometria

g: R* — R

(1, oy 1, Tp) ¥ (—Z15 ooy =T, Ty, — 2a),
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entdo —P; = go f(P;) = ¢g(P;). Como n é impar, entdo o determinante da parte linear
de g é igual a 1, logo g é uma isometria positiva. Portanto, existe uma isometria positiva

que envia P; em —P;, donde u(—P;) = u(P;). Resulta que

p(=A) = Zu(—Pi) =Y u(P) = p(A). (4.6)

Seja agora c := 5 e suponhamos que P é um politopo convexo em R*. O lema 4.3.6

permite-nos concluir que P pode ser escrito como uma unio finita de simplexos
P=AU---UAy,
tal que A; N A; tem dimensdo menor que n, para todo ¢ # j. Entao
p(P) = p(Ar) + -+ p(A)

= Cﬂn(AI) +eet Cﬂn(Ak)

- C/,Ln(P).

Como qualquer corpo convexo é o limite (para a distancia de Hausdorff) de uma sucessao
de politopos convexos, concluimos, usando a continuidade de u, que pu(K) = cpn(K), para

todo K € X™. d

4.5 Teorema da caracterizacao de Hadwiger
Podemos agora demonstrar um dos resultados mais importantes deste trabalho.

Teorema 4.5.1 (Teorema da caracterizagdo de Hadwiger) Os volumes intrinsecos
1o, 1, - - - 5 b cONStituem uma base do espago vectorial de todas as valoragdes continuas e

positivamente invariantes, definidas em U(X").

Demonstra¢do. A demonstragao sera feita por indugao sobre a dimensdo. Comecemos,

entdo, pelo caso em que a dimensdo é 1. Portanto, estamos a trabalhar em R e vamos
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provar que se u ¢ uma valoragao continua e positivamente invariante em U(X!), entdo 4
pode ser escrita (de maneira dnica) como combinacao linear de g e p1. Note-se que um
elemento I de U(X') é uma unido finita de intervalos compactos, pg(I) é o nimero de
componentes conexas de I e (/) é o comprimento de 1.

Seja A um conjunto composto sé por um elemento de R. Entao, A € U(X!) e sejam

¢ = pu(A)

= = cpp.
Pela invariancia positiva de p, resulta que ¢ ndo depende da escolha do conjunto A. Note-

-se que u' é uma valoracao continua, positivamente invariante e simples logo. pelo Teorema,
q ) g0, b

do Volume, p' = rpy, para algum r € R Entéo, resulta que
7

p= cpio + T

e é 6bvio que esta combinagdo linear é unica. Portanto, o teorema estd provado para
dimensao 1.

Seja agora p uma valoragdo em U(X™), continua e positivamente invariante. Seja
H um hiperplano de R*. E ébvio que a restricao de p a H é continua e positivamente

invariante. Suponhamos que
n-1
wA) = cp(A),
i=0

para todo o policonvexo A C H e onde os escalares ¢; sao Unicos.
Entao, pela invaridncia positiva e continuidade de p e dos volumes intrinsecos e porque
qualquer corpo convexo de dimensao inferior a n esta contido num hiperplano, resulta que

a valoragao
n—1
u— E Cildi
i=0

¢é simples, continua e positivamente invariante. Logo, mais uma vez pelo Teorema do

Volume, existe ¢, € R tal que
n—1
p— Zciui = Cnfln.
i=0

Notemos que da maneira como foi determinado esse real ¢, nos teoremas 4.3.8 e 4.4.3,

n—1

resulta que ¢, ¢ unico, porque depende s6 do valor de 7([0,1]"), onde n := p — "7 cips.
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Portanto, p = ", c;ipt; € 0s volumes intrinsecos formam uma base do espaco conside-

rado. O

Tendo em conta que os volumes intrinsecos sdo valoracdes invariantes, sai deste teo-
rema que qualquer valoragao positivamente invariante em U(X") é também invariante.

Portanto,

Corolario 4.5.2 Em U(X"), a familia das valoragées continuas e positivamente invari-

antes cowncide com a familia das valoragdes continuas e invariantes.
Do Teorema de Hadwiger resulta também o seguinte corolério.

Corolario 4.5.3 Sejam k € {0,...,n} e u uma valoragdo continua, invariante e ho-
mogénea de grau k, definida em U(K™). Entdo, existe ¢ € R tal que pu(K) = cup(K),
para todo K € U(K").

Demonstragdo. Pelo teorema 4.5.1, existem co, ..., c, € R tais que p ="  c;p;.
Tomemos entao o cubo unitario em R, isto é, P :=[0,1]". Dado a > 0, tem-se que

n

uaP) =3 cyu(aP) = ; cipi(P)al = Z (7;) cial,

i=0 i=0
Por outro lado,
uaP) = a*u(P) = 3 can(Plat = 3 (")t
i=0

1

=0

Concluimos que ¢; = 0 se 1 # k, logo p = ¢ . 0



Capitulo 5

Grassmanianas e volumes intrinsecos

E neste capitulo que vamos compreender a interpretagao geométrica inerente ao k-
ésimo volume intrinseco (k € {0,...,n}) de um corpo convexo K em R". Esta inter-
pretacao esta relacionada com as interseccoes dos subespacos afins de dimensao n—k com

o corpo K.

Definicao 5.0.4 Designamos por Grassmaniana de dimensdo n — k, e denotamos por
Gr(n,n — k), o conjunto de todos os subespacgos vectoriais de R* de dimensdo n — k.
Ao conjunto dos subespagos afins de R® com a mesma dimensdo, que denotamos por

Graff(n,n — k), chamamos Grassmaniana afim de dimensdo n — k.

Antes de chegarmos & relacdao entre volumes intrinsecos e elementos da Grassmani-
ana afim, torna-se necessaria a definicio de uma medida invariante neste conjunto. A
construgao dessa medida ocupard grande parte deste capitulo e sera feita por etapas.

Primeiro, construimos, com a ajuda da Férmula de Cauchy, uma medida invariante na
Grassmaniana de dimensao 1; depois, construimos uma medida no conjunto das sequéncias
de espacos lineares de dimensdo 0 até n (passando por todas as dimensoes) tal que cada
espago estd contido nos espagos de dimensdo superior (este é o conjunto das varieda-
des bandeira); seguidamente, usando as medidas j4 definidas, construimos uma medida
invariante na Grassmaniana de dimensao k; finalmente, depois de definida esta medida
invariante, conseguimos construir a medida invariante que nos propusemos construir desde

o inicio.

79
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No final deste capitulo, mencionamos algumas aplicagdes desta interpretacio geométrica
dos volumes intrinsecos. Nomeadamente, generalizamos a qualquer dimensio n, a Férmula
de Crofton sobre o comprimento de uma curva em R?; vemos que, com a ajuda das Gras-
smanianas, podemos concluir algo sobre a monotonia dos volumes intrinsecos, isto é,
podemos relacionar p;(K) e y;(L), para todo 7, sabendo que K,L € X" sdo tais que
K C L; finalmente, sendo K e L corpos convexos como atrds, também determinamos
a probabilidade de um subespago afim de dimensdo n — k intersectar K sabendo que

intersecta L.

5.1 Medidas invariantes nas Grassmanianas

5.1.1 Medidas na Grassmaniana de dimensao 1

Comegamos este capitulo com um resultado sobre a drea de superficie de um corpo
convexo K de R"®. Este resultado vai-nos permitir definir uma medida invariante nas
Grassmanianas e relaciond-la com os volumes intrinsecos.

A seguinte definigao vai ser itil para a prova do préximo resultado.

Definigao 5.1.1 O produto vectorial de m vectores vy, ..., v, em R™! & tinico o vector

v que representamos por vy X - -+ X vy, tal que, para todo z € R™+1
(z,v) = det(z,vq,...,05m),

onde (z,vy,...,uy) representa a matriz (m + 1) x (m + 1) cujas colunas sio os vectores

Z,v1,...,Um, POr esta ordem.

Se K € X", relembremos que S(K) representa a sua drea de superficie e, se V é um
subespaco de R* de dimensdo n — 1, entdo K|V representa a projecgao ortogonal de K

sobre V.

Teorema 5.1.2 (Férmula de Cauchy) Seja K € X*. Tem-se que

S(K) = — /S (Kt do (), | (5.1)

Wn—1
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Demonstragdo. Seja (e, ..., en) a base canénica de R*. A esfera (n — 1)-dimensional,
S li={z e R : |z| = 1},

pode ser dividida no hemisfério norte e no hemisfério sul, isto é, nas semi-esferas

Sthi={zeR" :|z|=1ezx, >0}

e
S*li={zeR":|z|=1ez, <0},
respectivamente.
Consideremos o hemisfério norte de S*~'. Tem-se que S’ ¢ o grafico da seguinte
funcao:
f : Bn—l — R
(T4, .y Tpey) — \/1 —zd— =2 .
Portanto,
@ : B,_; — S'}r—l
(1:17 e 7$n—1) —> (fl:l, <oy Tp-1, f(xla R xn—l))

é uma parametrizagao de S7 .
Se u € S%!, entdo ut tem dimensdo n — 1, isto é, é um hiperplano de R* e, dado

F € X", consideremos a funcao h := y,_; o g, onde

g:8 —

u +— Flut

Wn—1: K-t — R
K — ﬂn—l(K)'

Entéao,

/n_l pn1 (Flut) don_y (u) = /Sn_l h(u) doy_1 (u)

+ +



82 CAPITULO 5. GRASSMANIANAS E VOLUMES INTRINSECOS

e, pelo que se viu antes,

!

Aqui usdmos o facto de que a forma volume, em coordenadas locais segundo uma

0 0
h(u) doy, 1 (u) Z/ (hop) (@1, o0 y) 5% XX axwl

Bn—l

dry...ds,_,.

n—1
+

parametrizagao ¢, de uma hipersuperficie de R* é dada pela norma do produto vectorial

a%% X o+ X 5?8,1% ([Li], pag. 422-423). Uma regra pratica para calcular este produto

vectorial é pelo “determinante” da matriz n X n, cuja primeira coluna é composta pelos

elementos da base canénica de R" e as restantes colunas sao, por esta ordem, %0?’ e &‘25"—1

([Li], pdg. 409). Assim,

( e 1 o ... 0 ... 0
€9 0 1 ... 0 ... 0
Iy Oy
Rt ARV — det _
oz, X E € e; 0 o ... 1 ... 0
en1 O o ... 0 ... 1
e of 8f af _9f
n 8xy O8ry ' Bz 7 Orn_
Portanto,
dp Oy of of
X = (=1)"=,..., (-1)" —1)**!
81‘1 X x ﬁxn_l ( ) 3.171 ’ ) an_l ’ ( ) ’

donde

dp dp |
8—-’171 . . 8-rn—1 -

n—1 2
1+ (%) — - — (5.2)

=1 ’ V13- Doy T

Para os detalhes sobre formas diferenciais e os seus integrais em variedades, consultar
[Bo], [Li], [Ma] ou [Sp].

Seja u € S%! tal que u := (1,...,%,) e suponhamos que F estd contido no hiper-
plano H de equagdo z,, = 0. Entdo, se 8 for o angulo formado por H e u', tem-se que
pr1(F|ut) = cos(8) pin_1(F). Como e, é ortogonal a H e u é ortogonal a u', resulta que

0 = Z(en,u). Entao, como |e,| = 1 = |u], resulta que

cos(8) = (e, u) =z, =
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Entao,

e (Flut) =

n—1
1- fo Nn—l(F)
i=1

Portanto, de (5.2) e (5.3),

1— 1 } Sin—1(
/ 1 (Flut)don_ (u) = / dz; ...
syt Bn_1 _ ol

Zz 1 %
= Mn—l(F)/ dIl ce dxn—l
B

n—1

= Wy-1fin 1 (F).
Aplicando o mesmo raciocinio a S™!, deduz-se que
[ i Plut)dons(w) = w0 (),
Portanto, conclui-se que

Yeonrpin-1(F) = / et (FluY)don 1 (),
Sn—l

isto é,
1

2wn 1

o (F) = o [ s (Flut o1 0

83

(5.3)

dz,

Seja agora P um politopo compacto, convexo e de interior ndo vazio em R*. Tem-se

que

SB) = >, pa(F)

Fe{facetas de P}

= Y e[ e

Wy —
Fe{facetas de P} n-1

Fe{facetas de P}

1
N / 1 (Plu)don 1 (u),
sn-

Wn-1

onde a tltima igualdade resulta do facto da soma dos (n — 1)-volumes das projeccdes das

facetas de P em u!l dar duas vezes o valor de p,_;(P|ut), pois como P é compacto e

convexo, cada ponto de Plu’ é contado duas vezes (de cima e de baixo) quando se calcula

ZFe{facetas de P} ﬂn—l(F‘uL)'
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Como a drea de superficie e p,_; sdo valoragdes continuas, concluimos que (5.1) se

verifica para qualquer corpo convexo, K. O

Como ja sabemos que fin_1(K) = $S(K), podemos reescrever (5.1):

1

n-1(K) =
H 1( ) Qe

/ s (K i) o (u). (5.4)
Sn—i

Mas, notando que cada recta r em R™ que passe pela origem intersecta S™~! sempre
em dois pontos, podemos reescrever o integral anterior integrando sobre o conjunto dos
subespagos vectoriais de dimensao 1, Gr(n,1), em vez de integrar na esfera. Depois, nor-
malizamos a medida resultante em Gr(n, 1), de modo que Gr(n,1) tenha medida 1. Esta
medida ¢ designada por medida de probabilidade de Haar em Gr(n, 1). Assim, integrando

segundo esta medida, o integral anterior fica

sy (K) = / s (K dr,
Gr(n,1)

onde o é uma constante independente de K. Assim, para a determinar, consideremos

K := B,, e temos
ina(Ba) = a / tins(Balrt) dr
Gr(n,1)
= QWnp_1,

pois pn_1(Balrt) = wa_; e fGr(n,l) dr =1. Como pp_1(B,) = ™2, resulta que

Nnwy,

o = .
2Wn—l

Finalmente, se denotarmos por 7,, a medida invariante em Gr(n, 1) tal que

Wy,

T (Gr(n, 1)) =

(5.5)

2wn—1 ’

a equagao (5.4) fica ‘ .

pos(B) = [ s (1) (5.6)
Gr(n,1)

A medida 7,, em Gr(n, 1) pode ser construida do seguinte modo. Dado um subconjunto

mensuravel A de Gr(n,1), seja A’ 0 subconjunto de S™! assim definido

A= U(r ns™ 1.

reA



. ‘ﬁ’*:}lfc%";i’-'krf"“ T

5.1. MEDIDAS INVARIANTES NAS GRASSMANIANAS 85

Entdo, definimos 7,,(A) por

Un—-l(A/)
Ta(A) = ———.
n(A) o
Note-se que com esta definigao temos 7,(Gr(n, 1)) = 72 = 5" 0 que estd de acordo

com (5.5).
Com esta construgdo, e tendo em conta a invaridncia da medida de Lebesgue esférica
segundo isometrias em S"~', torna-se ¢bvia a invaridncia da medida 7, em relagio as

isometrias lineares de R".

5.1.2 Medidas nas variedades bandeira

Denotemos por [n] o valor de 7,,(Gr(n, 1)), ou seja,

NWy,

[n] .=

- 5.7
S (5.7)

Seja L(n) o conjunto de todos os subespacos vectoriais de R”.

Defini¢do 5.1.3 Uma variedade bandeira em L(n) é uma sequéncia, (zo, Ty, ..., Z,) tal
que, para cada i € {0,...,n}, z; € L(n), dim(z;) =1 e se j,k € {0,...,n} sdo tais que
J <k, entao z; C x.

Notamos por B(n) o conjunto de todas as bandeiras em L(n).

Note-se que, na defini¢ao anterior, temos sempre que 7y = Og~ e z,, = R*. Observe-
-se também que, para z;, fixo, o conjunto B(z) de todas as sequéncias (Ogr, ..., Tk_1, Tt)
(com z; € L(n), dim(z;) =i e z; C x;41) pode ser identificado com B(k). Basta tomar

uma isometria linear ¢ : z; — R e considerar

f: B(xy) — B(k)
(Ogn, T1, - - ., T—1, Tg) — (ORk,g(iEl),---,g(l”k—l),Rk)-
Vamos construir uma medida invariante ¢, em B(n) através da construgdo de um
funcional linear, definido no conjunto das fungées continuas em B(n).

Contudo, para podermos falar em continuidade de fun¢des em B(n) é necessiria a

defini¢do de uma topologia em B(n).
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5.1.2.1 Topologia nas variedades bandeira

A maneira mais natural de construir uma topologia neste conjunto é através da topo-
logia quociente.
Consideremos o produto cartesiano S*! x --- x S™!1 com n — 1 factores e o seu

seguinte subconjunto
Fro={(u,. Up1) €S™ I x X SPTL (uy,uy) = 0, se i # )

Portanto, J; é o conjunto de todas as listas compostas por n — 1 vectores ortonormais.

Notemos agora que, para cada elemento de F, que fixemos, o conjunto

A= {(xl,...,xn_l) Coxy = G{m,---ﬂ%}}

nao ¢ mais do que uma variedade bandeira em B(n). Claro que temos de juntar a esta
sequéncia a origem Og» € 0 préprio espaco R, mas como estes estao fixos, cada sequéncia
do tipo da do conjunto acima define uma e uma s6 bandeira. Note-se também que se fixar-
mos um outro elemento (vy, ..., v,—1) de F; tal que v; := +u,, paratodoi € {1,... ,n—1},
entao o conjunto

A = {(Il, R ,fL'n_1) LT = G{'Ul, R ,’Ui}}

pertence a B(n), mas, mais do que isso, A’ = A.

Definimos entdo uma relacao de equivaléncia ~ no conjunto F; de tal modo que
(ur, ..., un-1) ~ (v1,...,vn-1) se € 86 se v; = Fu;, para todoi € {1,...,n —1}.

Seja entdo f1 : F1 — F1/~ a aplicagdo natural, que a cada elemento de F; associa
a sua classe de equivaléncia. Pelo que vimos atrés, podemos concluir que cada classe de
equivaléncia pode ser identificada a uma bandeira e, portanto, que F,/~ = B(n).

Definimos portanto a topologia quociente em B(n), isto é, V é aberto em B(n) se e 56 se
firH(V) é aberto em F; (relativamente & topologia usual como subespaco de R™ x - - - x R").

Como exemplo, consideremos um aberto U de R*. Vamos verificar que o conjunto das
bandeiras tais que o seu termo de dimensao 7 intersecta U, é um aberto em B(n). Seja,

entao

M = {(Ogn, 21, ..., 20 1, R*) € B(n) : 2, NU &}

Podemos supor que 2 € {1,...,n — 1}, porque se i = 0 ou ¢ = n, entdo M = & ou

M = B(n), que sdo obviamente abertos. Queremos, portanto, mostrar que o conjunto
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dos (n — 1)-uplos (uy, ..., un—_1) tais que o subespago de dimensao ¢ correspondente (isto
é, ;) intersecta U, é um aberto em ), ou seja, que fi'(M) é aberto em F;. Seja
(Ut up1) € f{H(M). Entdo, z; := G{uy,...,u;} é tal que z;NU # @, donde existem
AL, .., A € R tais que Zizl Avug = p € U. Como U é aberto, existe € > 0 tal que
int(B(p,€)) C U. Seja agora (vy,...,v,) € F;. Ora

1 i 1
Zx\kvk—p Z)\k(vk—uk) S |)\;CHU/c —ukl.
k=1 k=1 k=1

Portanto, se (vy,...,v,) for tal que |vg — u| < T Para todo k € {1,...,i}, entdo o
subespago gerado por (vy,...,v;) intersecta U. Assim, concluimos que
€
(B <u1,.—> X--+xX B (ul,L) xS lx .o x S”"l) NnF,
i A1 i
é um aberto de J ao qual pertence (uy,...,u,-1) € que esta contido em f;'(M). Assim,

fiH(M) é aberto em F,, donde M é aberto em B(n).

5.1.2.2 Um funcional linear positivo nas variedades bandeira

Passemos agora a construcao de um funcional linear positivo nas funcdes continuas
em B(n), que definird uma medida invariante neste conjunto. Esta construcio é vélida
devido ao Teorema da Representacdo de Riesz ([Ru], pdg. 34 e 40). Note-se que sendo
S*1 x -.- x 8" compacto e F; um fechado desse conjunto, também é compacto e,
portanto, o espago quociente F;/~ (isto é, B(n)) também é compacto, donde o teorema
referido € valido aqui.

Seja C(B(n)) o espago das fungdes reais e continuas, definidas em B(n). Vamos cons-
truir um funcional linear, positivo e invariante A,, : C(B(n)) — R, que definird a medida
¢ em B(n), supondo, por inducdo, que ja construimos um tal funcional em B(n — 1), que
notamos por A,_; e que define uma medida, ¢,_;, naquele conjunto.

Note-se que a medida 7, em Gr(n, 1) induz uma medida 7, no conjunto dos subespacos
lineares de dimensdo n — 1 em R*, Gr(n,n — 1), via dualidade ortogonal. Ou seja, se
A C Gr(n, 1) é um conjunto mensurdvel, entdao A+ := {rL : r € A}, logo A* C Gr(n,n—1)
e definimos 7,(A*) := 1, (A).

Seja B(z) o conjunto de todas as bandeiras que contém z, isto é, o conjunto de todas
as sequéncias (o, . . ., Tn) de z; € L(n) tais que dim(z;) = i e que existe um j € {0,...,n}

tal que z; = z.
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Scja f € C(B(n)). Entao definimos A,, do seguinte modo:

M= [ R ) (), 5.9

onde A;, , € um funcional em C(B(z,_1)), cuja construgao é explicada mais abaixo, em
(5.9). A fungdo f cuja imagem por A,,_, é integrada em (5.8) ¢ a seccdo de f (definida
em B(n)) respeitante a B(x,_;). Denotamos ambas as fungdes por f, sem que haja perigo
de confusao, devido & boa defini¢ao dos funcionais A, e A, _,.

Da linearidade e positividade de A, | resultam as mesmas propriedades para A,,.

Para precisar melhor a definiao (5.8), consideremos a fungdo real A; definida em
Gr(n,n — 1) por

Ap(@n-1) = Ag,_, (f).

Entao,

An(f) = /G —_— Af(xn—l) dTn(Tn_1).

Assim, tomando ¢, ({0}, R) := 1, a medida ¢, fica definida recursivamente.

Definigao 5.1.4 Chamamos isometria de B(n) a uma aplicacdo da forma

T B(n) N B(n)
(OR"7 Tiy--yTp—1, Rn) — (ORn, T(x1)7 Ty T(xn—l)) Rn))

onde T : R* — R" é uma isometria linear de R™.

Mais uma vez usamos a mesma letra para nos referirmos a uma isometria entre ban-
deiras e a isometria em R" & qual a primeira estd associada. O perigo de confusdo nio
existe devido a boa definicao de ambas as isometrias.

Vejamos que o funcional A, assim definido ¢ invariante por isometrias de B(n) e,
portanto, que a medida ¢,, é invariante.

Para j4, note-se que no funcional A, _, hd uma identificacio de z,_; com R*"!. De

facto, se f € C(B(z,_1)), entdao definimos

Azn—x(f) = An—l(f © U)a (59)

onde U : B(n — 1) = B(z,_1) é a isometria associada a uma isometria U : R*1 — 7, ;.

Ora, para que o funcional A;,_, ndo dependa da isometria usada para identificar R*~!
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com Z,_i, entdo A,_; tem de ser invariante por isometrias. Sendo, vejamos que se
U, : Rf“l — Zp_yp e Uy : R*1 — g, sdo duas isometrias e se as mesmas letras denota-
rem as respectivas isometrias de B(n — 1) em B(z,_;), entdo A,_1(foUr) = A1 (f o )
seesbdse Ny 1(foly)=A, (f olUyo(Uito U2)), isto é, se e s6 se A,_; for invariante
por isometrias de B(n — 1).

Podemos concluir que a invariancia de A, _; é uma condi¢do necessdria para que a
construcdo de A, tenha sentido. Supondo, portanto, que A,_; é invariante, vejamos que
A, definido por (5.8), também o é.

Sejam entao T': B(n) — B(n) uma isometria (associada a uma isometria 7' de R*) e

f € C(B(n)). Entao,

A(foT) = / Apor(Tmr) d7a(Ta 1),
Gr(n,n—1)
Mas,
AfoT(xn—l) - Axn—l(fOT)
= AT(zn_1)(f)

= Af(T(xn—l))
= (AfoT)(zp_1)-

Para justificar a segunda igualdade, note-se que, por definic¢ao,

AEn—«l(f © T) = An—l(f oTo Ul) € AT(wn-l)(f) = An—l(f o U2),

onde U; e U, sdo isometrias de B(n — 1) em B(z,_;) e em B(T(z,-1)), respectivamente.
Entdo temos que Ay, ,(foT) = An_y (foUs o (Uy' 0T oUy)) e como Uy ' oToU; é uma

isometria de B(n — 1), pela invaridncia de A, _,, resulta que

A:cn—l(f o T) = An—l(f o U2) = AT(xn—l)(f)'

Finalmente, concluimos que

Ay(foT) = /G( s D) ()
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onde segunda igualdade se deve & invaridncia da medida 7,, que resulta da invariancia da
medida 7,.

Temos, portanto, definida uma medida invariante ¢,, em B(n).

Por exemplo, consideremos a medida ¢,. Note-se que uma bandeira em R? fica com-
pletamente definida se soubermos qual é a recta vectorial que faz parte dessa bandeira.
Portanto, podemos identificar B(2) com Gr(2, 1), isto &, estes dois conjuntos sio isomorfos.
Assim, podemos comparar as medidas ¢y e 75. Vejamos que ¢y = 7.

Entdo, sendo f uma func¢ao continua em B(2),
M) = [ Ayl dlen)
Gr(2,1)
Como ¢1(B(1)) = 1, entdo ¢ (B(x,)) = 1, logo
Af(xl) - Azl(f) - f(OR27x11R2)'

Como 75 = 7y, resulta que

A2(f) = / f(0R2,$1,R2)dT2,
Gr(2,1)

donde ¢2 = To.
Seja agora

[n)! = [nlln —1]---[2][1).

Proposigao 5.1.5 A medida de B(n) ¢ dada por

nlwy,

$a(B() = "2

Demonstragao. Vamos comegar por provar, por indugao sobre a dimensio, que

Tem-se que B(1) = ({0}, R), donde

Suponhamos que
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Entao,

¢n(B(n)) = An(1)
_ / A (20 1)dF (30 1)
Gr(n,n—1)

= /G( i Azn_l(l)d;n(xn—l)
= ¢p_1(B(n — 1))7,(Gr(n,n — 1))
= [n][n—1]---[2][1]

= [n]!

Por outro lado, usando (5.7), tem-se que

! ce 1
[n]! = e e S W n.wn, (5.10)

2”wn_1wn_2 Wy 2n

donde resulta o pretendido. | O

5.1.3 Medidas na Grassmaniana de dimensao k

Podemos agora definir uma medida invariante v} em Gr(n, k) da seguinte maneira.
Dado A C Gr(n, k), seja B(A) o conjunto de todas as bandeiras (Og», 71, ..., R™) tais

que z € A. Entao pomos
iy . On(B(4))
)= i R

A normalizagao desta medida proveniente do factor m é justificada para que

(5.11)

num resultado que vamos provar posteriormente (teorema 5.2.1), a constante de propor-
cionalidade na relacao entre os volumes intrinsecos e a medida de certos conjuntos na
Grassmaniana afim, seja igual a 1.

A medida v} é evidentemente invariante e

v (Gr(n, k)) = &
k ’ [k]'[n — k]!

n
Denotemos por [ k] este valor, ou seja,

KERe=r
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De (5.10), obtemos que

ni n! wn  (n W, 5 19
k N k‘!(n—k)!wkwn_k N k wkwn_k' ( ’ )

Estes valores designam-se por coeficientes bandeira ([KI-Ro], pag. 63-83).

5.1.4 Medidas na Grassmaniana afim

Comegamos por considerar o conjunto Aff(n) de todos os subespacos afins de R* e o
seu subconjunto Graff(n, k) composto pelos elementos de dimensao k.

O grupo Isom(n) actua naturalmente em Aff(n). |

Vamos demonstrar a existéncia de uma medida, A}, em Graff(n, k) que é invariante
pela acgdo do grupo Isom(n). Para tal, vamos considerar a seguinte parametrizacao de
Graff(n, k). Dado V' € Graff(n, k), sejam or(V) o subespaco vectorial paralelo a V e V+
o suplementar ortogonal de or(V'). Portanto, para cada V € Graff(n, k) corresponde um
par (or(V),p(V)), onde or(V) € Gr(n,k) e p(V) = V+NV.

Reciprocamente, dado um par (V4,p), onde Vy € Gr(n, k) e p € Vi, existe um tnico
subespago afim V' € Graff(n, k) tal que or(V) = V; e VN VL = p. Esse subespago é,
precisamente, V = V + p.

Portanto, Graff(n, k) é isomorfo ao seguinte subconjunto fechado de Gr(n, k) x R*:
{(V,p) € Gr(n,k) x R* : p e V*1}.

A construcao de uma medida invariante em Graff(n, k) ser4 feita de novo, através do
recurso a um funcional linear positivo e ao Teorema da Representacio de Riesz. Neste
caso, e ao contrario do que fizemos nas variedades bandeira, utilizaremos a notacio de
integral para o funcional. Mais uma vez, é necesséria a introdugao de uma topologia em

Graff(n, k), para que seja possivel falar em fungdes continuas.

5.1.4.1 Topologia na Grassmaniana afim

Consideremos o produto cartesiano S x - -- x §*7!, com k factores e o seu seguinte

subconjunto

¥,y = {(ul,.--,uk) € 8S™ ! x "‘XSn_1:<uiauj) =0, SGZ#]}



5.1. MEDIDAS INVARIANTES NAS GRASSMANIANAS - 93

Portanto, 5 é o conjunto de todas as listas compostas por k vectores ortonormais.

Notemos agora que, para cada elemento de J5 que fixemos, o conjunto
A:=G{uy,...,ur}

é um elemento de Gr(n, k). Note-se também que se fixarmos um outro elemento (vy, . .., vy)
de F, tal que v; := Zlepij u;, onde P := (pij)1<,j<k € uma matriz k x k ortogonal,
entao

A= G{oy, .., v} = Al

Definimos uma relagio de equivaléncia ~ em F5 tal que (ug,...,ug) ~ (vy,...,v) se
e 56 se existe uma matriz k X k ortogonal P := (p;;)1 <4, j <& tal que v; = Zlepij u;, ou,
o que é 0 mesmo, (ug,...,ux) ~ (vy,...,v) se e s6 se G{uy,...,ux} = G{vy,..., v}

Seja fo : Fy — Fo/~ a aplicagdo canénica. Entdo, cada classe de equivaléncia é um
subespago linear de dimensao k e Fa/~ = Gr(n, k).

Definimos portanto a topologia quociente em Gr(n, k), o que torna este conjunto num
espaco topoldgico compacto.

Note-se que esta topologia estd, como seria de esperar, estreitamente relacionada com
a topologia definida atras, nas variedades bandeira. Vamos ver que a aplicagao g entre
B(n) e Gr(n, k), dada por g(Ogn, z1, ..., R*) = x4, é continua. De facto, g é uma aplicagdo
quociente, ou seja, U C Gr(n, k) é aberto se e s6 se g~1(U) é aberto em B(n). Vejamos
que se um conjunto U de Gr(n,k) é aberto, entdao ¢g~'(U) é aberto em B(n). Podemos
considerar k¥ € {1,...,n — 1}, porque se k¥ = 0 ou k = n, entdo ¢~ (U) = B(n) (ou
@, se U = @), que é aberto. Portanto, de acordo com a notagao introduzida agora e
aquando da definicio da topologia em B(n), vamos ver que se f;'(U) é aberto em Fy,

entdo f; ' (¢ 1(U)) é aberto em . Portanto, temos que

S U) = {(ug,...,ux) € Fo: G(uy,...,ux) €U}
é aberto em F,. Ora,

g U) = {(Ogn,z1,...,R*) € B(n) : 2, € U}

e, assim

it (g—l(U)) ={(u1,.. ., up_y) € F1: G(uy, ..., u) € U}

ndifEn,
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Entao, ¢ facil perceber que

e
n—1—k factores

i (7)) = <f{1(U) x§" x - x5 ) 0,

que é aberto em JF, pois f;1(U) é aberto em F,.

Agora, se g~'(U) é aberto em B(n), entdo f;'(g~'(U)) é aberto em 7y, ou seja,
(f{l(U) x $P x - x 8™ ) N F| ¢ aberto em F, donde f;7(U) é aberto em Ty, isto

v
n—1—k factores

é, U é aberto em Gr(n, k).

Ja vimos que Graff(n, k) se identifica com um subconjunto fechado de Gr(n, k) x R”,
ficando desse modo munido de uma topologia a partir da topologia produto de

Gr(n, k) x R".

5.1.4.2 Um funcional linear positivo na Grassmaniana afim

Como Gr(n,k) x R* é um espago topoldgico localmente compacto, entio
Graff(n, k) também o é e nele é vélido o Teorema da Representacdo de Riesz. Portanto,
podemos definir uma medida em Graff(n, k) através da definicio de um funcional linear

positivo neste espaco.

Dado V € Gr(n,k) e p € R*, seja V + p a translagdo do subespaco V segundo o
vector p. Se f ¢ uma fungdo real, continua e de suporte compacto em Graff(n, k), seja

f:Gr(n, k) x R* = R dada por

FVo,p) = f(Vo +p),

e defina-se

/ fdAr = / F(Vo,p) dp du(V),
Graff(n,k) Gr(n,k) J V5+

onde dp representa a medida de Lebesgue ordinaria em V- = R**,

Vejamos que a medida A} é, de facto, invariante. Seja g € Isom(n). Vamos considerar
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dois casos distintos. Se g é uma isometria linear, entao,
| gegay - / 759V, p) dp dvf (Vi)
Graff(n,k) - JGr{n.k) J V5t
-/ £ (9(Vo+p)) dp dif (Vo)
Gr(n.k) v V5*
-/ £(9(Ve) + 9(p)) dp i}’ (Ve)
Gr(n,k) J Vgt

=/ / F(o(Vo) + p) dp do (Vi)
Gr(n,k) J g(Vo)+

= / faxig,
Graff(n,k)

onde na pentltima igualdade usdmos a invariadncia da medida de Lebesgue, relativamente
a isometrias e o facto de g ser uma isometria linear (donde resulta que g(Vi') = g(Vp)t).
Na tultima igualdade, usdmos a invaridncia de v}.

Suponhamos agora que g é uma transla¢do segundo um vector v. Neste caso, temos
que

fogWo,p)=FogVo+p)=f(Vot+p+v)=f(Vo+p+u|ViH).

Portanto,
/ fogd\; = / fog(Vo,p) dp dvi (Vo)
Graff(n,k) Gr(n,k) J Vg
-/ § (Vo +p+|Vit) dp v (Vo)
Gr(n,k) J V5-

_ / F (Vo + p) dp dof (Vi)
Gr(n,k) J V5t

= / f dAy,
Graff(n,k)

onde a terceira igualdade é valida devido & invaridncia por translagées da medida de
Lebesgue dp.
Como toda a isometria é a composta de uma isometria linear com uma translagao,

resulta que A} é invariante por isometrias.

5.2 Volumes intrinsecos e a Férmula de Hadwiger

Vamos agora considerar a relag@o existente entre os volumes intrinsecos de um corpo

convexo, definidos no capitulo 2 e a medida A} acabada de definir.
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Dado A C R*, denotemos por Graff(4,k) o conjunto de todos V € Graff(n, k) tais
que VNA#o.
A relagdo (no minimo inesperada!) entre os volumes intrinsecos e Ay é dada pelo

seguinte teorema, que poderia ser dado como defini¢ao alternativa dos volumes intrinsecos.

Teorema 5.2.1 Dado K € X" ek € {0,...,n}, tem-se que

/un—k(K) = /\Z(Graﬁ‘(K’ k))

Portanto, os volumes intrinsecos que estdo estreitamente relacionados com os coefici-
entes do polinémio do volume do corpo paralelo, sdo também dados pela medida (com
uma certa normalizagdo) das intersecgdes de subespagos afins com o corpo em questéo.

Para provarmos este resultado, vai ser necessirio o seguinte lema.

Lema 5.2.2 Sejam A e B corpos convezos de R* tais que AU B é convezo. Seja V um

subespaco afim tal que VNA# @ e VNB#Y. Entaio VNANB # @.

Demonstragdo. Supomos que dim(V) > 1, sendo nada hé a mostrar.

O conjunto VN (AU B) = (VN A)U(V N B) é convexo, visto ser a interseccio de dois
CONVexos.

Sejama € (VNA)\(VNB)ebe (VNB)\ (VN A). Seja I o segmento que une a
ab. Eobvioque I ¢ VelcC AUB,donde I =(INA)U(INB). Como I é conexo e
INAelINB sao fechados, resulta que

IN(ANB)=(InA)N{INB)+a,

donde VN AN B # o. ‘ O

O lema anterior pode ser reescrito do seguinte modo, mais ttil para os nossos objec-
tivos.

Se A e B sdo corpos convexos tais que AUB ¢ convexo, entdo, para todo k > 0, tem-se
que

Graff(A N B, k) = Graff(A, k) N Graff(B, k),
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e, por conseguinte,
Ai(Graff(A U B, k)) = A (Graff(4, k)) + A;(Graff(B, k)) — A\;(Graff(A N B, k)). (5.13)

Passemos agora para a prova do teorema 5.2.1.

Demonstragao do teorema 5.2.1. Comecemos por definir uma fungao n em X" por
n(K) := A} (Graff( K, k)). ' (5.14)

De (5.13) concluimos que 7 é uma valoragdo em X".
Sejam K um conjunto compacto e convexo e Xarafi(k,k) @ funco caracteristica de
Graff(K, k) em Graff(n, k). Pelo que ji vimos anteriormente,

AN (Grafi(K, k) = /

XGrafi(i k) AN = / / Xarat(k ) (Vo, p) dp dv (Vo).
Graff(n,k) Gr(n,k) J V-

(5.15)
Para Vy € Gr(n, k) fixo, temos que XGram(r,k)(Vo: P) = Xarafi(k,k)(Vo + p) = 1 se e s6
se Vo +p € Graff(K, k), isto é, se e s6 se (Vo +p) N K # @. Ou, de outra maneira,
Xcratik k) (Vo,p) = 1 se e s6 se p € K|Vg-, ou seja, se e s6 se p pertence & projecgio
ortogonal de K no subespago V.
Podemos concluir entdo que, para Vy € Gr(n, k) fixo, XGrag(xx) = X K|Vgt> COmMO fungoes
de p. Assim,
w0 = [ [ oG b = [ ol w(KIVG) dvi (),
Gr(n,k) J Vi Gr(n,k)
donde, da continuidade (para a métrica de Hausdorff) do volume (n — k)-dimensional e
do operador de projeccao ortogonal, sai que 1 é uma valoracao continua em X". Pelo
teorema 3.2.1, concluimos que 7 admite uma tnica extensao a U(X") (mas, note-se que a
equacdo (5.14) sé se verifica para corpos convexos e ndo para unides finitas deles). Como
Ay € invariante, o mesmo acontece com a valoragao 7.
Sendo a > 0, temos agora que
N (Graff(a K, K)) = / volu_(@K Vi) d(Va). (5.16)
Gr(n,k)
Como o volume (n — k)-dimensional é uma valoragdo homogénea de grau n — k e notando

que aK|Vit = a(K|V;t), resulta que

M (Graff(aK, k)) = o™ X} (Grafi( K, k)),
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donde 7 é homogénea em X", logo também o é em U(K").
Assim, vimos que

n(ak) = a" *n(K).
Portanto, 7 é uma valoragdo invariante, continua e homogénea de grau n — k definida em
U(X™).
Entéo, pelo coroldrio 4.5.3, existe uma constante 7} € R tal que
n(K) = 7k -k (K),
para todo K € K", isto é,

A (Graff(K, k) = 7 pin—i (K),

para todo K € X".
Temos, finalmente, de provar que 77 = 1. Para isso, basta considerarmos, por exemplo,
o caso em que K := B,,.

Pelos resultados das secgoes 2.3 e 5.1.3, temos

of T \wn n n
Ae(Graff(Bu, k)) = Vi ba-i(Bn) = 7% (n B k) o = Tk Wnek [k]

Por outro lado, ainda pela férmula da sec¢ao 5.1.3, temos

A(Graff(B,, k)) = / vol, (B V") dvg (Vo)
Gr(n,k)

- / Wi A (V)
Gr(n,k)

= wn_i V3 (Gr(n, k))

-l

Portanto, concluimos que v¢ = 1 e que
pin-k(K) = AL (Graff (K, k),

se K ¢ X™. [

No final desta prova ficou clara a importancia da escolha da normalizacio que fizemos

em (5.11).
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Note-se que o teorema acabado de derhonstrar s6 ¢ valido para conjuntos compactos
e convexos de R", isto ¢, sd é valido em K™ No entanto, podemos estendé-lo a U(Xh)
usando a Fdrmula de Hadwiger (5.18). Para tal, definimos uma aplicagao fi,_4 em U(X™),

dada por
(D)= [ V) aR), (5.17)
Graff(n,k)

para todo L € U(X").

E facil ver que p,_x € uma valoragao. Vejamos que a sua restricao a X" coincide com

HUn—k-
Note-se que se K for um corpo convexo qualquer e V' € Graff(n, k), entdao KNV € X"

e, portanto, po(K NV) = Xarag(x k) (V). Entao, (5.17) implica que
fin—k(K) = Xg(Graff(K, k)).

Pelo teorema anterior, resulta que fi,_x = ptn—r em X" e concluimos que (5.17) nos dé a
1

extensao de u,_r a U(K"), e

i) = [ (L)) (5.18)
Graff(n,k)

para todo L € U(X").
Nesta féormula estd patente a grande importancia da caracteristica de Euler como
volume intrinseco de um corpo convexo. A partir da caracteristica de Euler é possivel

determinar todos os outros n volumes intrinsecos de um corpo policonvexo.

5.3 Aplicacoes e exemplos

Nesta seccdo damos algumas aplicacoes provenientes do que acabdmos de mostrar, isto
é, da relacdo existente entre a Grassmaniana Afim e os volumes intrinsecos de um corpo

policonvexo.

5.3.1 Foérmula de Crofton

Em Geometria Diferencial a Férmula de Crofton cléssica relaciona o perimetro de uma

curva regular que limita um corpo policonvexo L de R?, com a medida do conjunto de
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todas as rectas que intersectam L, contando o niimero de intersecgoes de cada recta com

L, a que chamamos a multiplicidade de cada recta. Ou seja, temos o seguinte

Teorema 5.3.1 (Férmula de Crofton) Seja L € U(X?). Entdo a medida de todas
as rectas que wntersectam L (contando com a multiplicidade de cada recta) ¢ wgual ao
perimetro | de L. Ou seja, se m, for o nimero de interseccées de uma recta © com a

curva que delimita L (isto é, com fr(L)), tem-se que

l= / my dX2(r).
Graff(2,1)

Vamos ver que este teorema é um caso particular de um mais geral e que é consequéncia
imediata da Férmula de Hadwiger. Seja L € U(X?). Ora, para cada recta r, m, toma
o valor 0,2,4,.... E claro que ha casos em que esse nimero de intersecgoes é impar ou
infinito (ver figura seguinte), no entanto, mostra-se que esses casos tém medida nula em

relagdo a A2,

Figura 5.1: Casos de rectas que intersectam a fronteira de um corpo policonvexo num

numero impar de pontos: 1, 3 e 5.

Ora, sendo [ o perimetro de L, tendo em conta a Férmula de Hadwiger (5.18) e
notando que uo(L Nr) é igual ao nimero de componentes convexas de L (mais uma vez,

exceptuando os casos mencionados atrds e que tém medida nula) e, portanto, é igual a

myr
2

, temos que

my

wi (L) = / po(LN7)dN(r) = / 5 dX\3(r).
Graff(2,1) Graff(2,1)

Como p(L) = £, resulta que

l = / m, dA3(r).
Graff(2,1)

Portanto, a Férmula de Crofton deduz-se imediatamente da Férmula de Hadwiger,

quando estamos em RZ2.
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Nada nos impede de passar para R* e generalizar a Férmula de Crofton. Consideremos
um corpo policonvexo L € U(X") e seja S(L) a area de superficie de L. Para cada recta
V em R, seja my igual ao nimero de intersec¢oes de V com L. Mais uma vez se verifica
que my toma “quase sempre” um valor par e que, como ug(L N'V) mede o nimero de

componentes convexas de L, entao tem-se que po(LNV) = ¥, Entao,

S(L)

m
S )= / so(L VY AXE(V) = / V),
2 Graff(n,1) Graff(n,1) 2

logo
S(L) = / my AH(V).
Graff(n,1)

Portanto, o préximo resultado é uma generalizacdo da Férmula de Crofton a qualquer

dimensio n.

Teorema 5.3.2 Seja L € U(X"). Entao a medida de todas as rectas que intersectam L
(contando com a multiplicidade de cada recta) é igual & drea de superficie S(L) de L. Ou
seja, se my for o nimero de intersec¢oes de uma recta V. com a fronteira de L, tem-se

que

S(L) = / my dAR(V).
Graff(n,1)

Esta férmula ainda pode ser generalizada considerando interseccoes de subespagos afins
de dimensao k € {0,...,n} com L e usando o volume intrinseco de ordem m € {0,...,n}

da intersecc¢do, no lugar da caracteristica de Euler ([KI-Rol, pdg. 124).

5.3.2 Monotonia dos volumes intrinsecos

Sejam A e B dois corpos convexos em R" e tais que A C B. Vamos determinar uma
relagdo entre ug(A) e ux(B), com k € {0,...,n}.

Se V for um subespago afim de dimensdo n — k, temos a seguinte relagdo:
ANV #@=BNV #£a.
Entao, usando o teorema 5.2.1, temos que
n_o(Graff(4,n — k)) < \n_,(Graff(B,n — k)).

Portanto, ug(A) < ux(B).
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Temos entdo o seguinte resultado nada ébvio tendo em conta a definicdo dos volumes

intrinsecos dada a partir do polinémio do volume de um corpo paralelo.

Teorema 5.3.3 Sejam A, B € X" tais que AC B ek €{0,...,n}. Entdo

pe(A) < (B).

5.3.3 Um problema de probabilidade

A partir do teorema 5.2.1, é também possivel dar uma interpretacio probabilistica
dos volumes intrinsecos e que estd relacionada com a interpretacio geométrica acabada
de estudar.

Consideremos o seguinte problema. Dados dois corpos convexos A e B em R" tais
que A C B, qual é a probabilidade de um subespaco afim de dimensio k intersectar A
sabendo que intersecta B?

Comegando pelos casos mais simples, sabemos que a probabilidade de um ponto per-

tencer a A sabendo que pertence a B é dada por %, isto é

pin(A)
pin(B)
Por outro lado, a probabilidade de uma recta intersectar A sabendo que intersecta B é
dada por %g—% ou
Nn—l(A)
Nn—l(B)

Generalizando e usando o que vimos na sec¢éo 5.2, podemos entio responder & questao
colocada. Se A, B € X" sao tais que A C B e V for um subespago afim tal que dim(V) = k
e VN B # &, entao a probabilidade de V' ser tal que VN A # & é dada precisamente por

pan—k(A)
in—k(B) .

Note-se que se B tiver, pelo menos, dimensdo n — k entdo ird conter alguma esfera
de dimensdo n — k, o que garante, em vista do teorema 5.3.3, que y,_(B) > 0. Nessas

condigbes o quociente Z":—:gg; estd, portanto, bem definido.



Apéndice A
Funcoes harmonicas na esfera

A razdo da inclusdo deste apéndice é a justificagdo de um pequeno passo na prova da
proposi¢ao 4.3.4, no qual afirmdmos que a Transformagdo Cosseno, €, ali definida, é bijec-
tiva no espaco das fungdes pares, integraveis e C* em S™~!. De facto, s6 a sobrejectividade
dessa transformacdo é necessiria para a demonstracdo em causa, mas demonstraremos
neste apéndice a sua bijectividade.

Ora, essa justificacao requer a utilizacdo das fun¢bes harménicas na esfera, S*~!. Esta
teoria generaliza a teoria das séries de Fourier a qualquer dimensio, n > 2.

Vamos ver que se F' € L?(S™!), entdo podemos determinar a respectiva expansao em
série de harmoénicas ) 7" Q (escrevemos F' ~ 3> Q,,), onde m serd a ordem de Q.

A prova da sobrejectividade de € serd, no essencial, a seguinte.

Veremos que cada fungdo harmoénica é um vector préprio de €, associado ao valor
proprio wyp_i1An ;. Isto é, se H for uma fun¢do harménica em S™~! de ordem m, entdo
C(H) = wn-1An,mH, onde A, ,, é uma constante que depende de n e de m e é igual a zero

se e s6 se m for impar. Por outro lado, se F' for par entdo os termos de ordem impar da

sua expansao harménica sdo todos nulos, de modo que F ~ "% _ par @m €, portanto,
_ ) 5 1 o i
C(F) = Wn-12 0, m par nm@m- Entdo, se G := T 2m=0, m par 5 Wm, temos que

e@)=>"> Qm = F. Teremos, finalmente de verificar que G estd bem definida,

m=0, m par
00

1 X n—1 <
m=0, m par QO converge para alguma fungdo em S"~', que serd a

isto é que a série )
funcdo G. Para isso, demonstraremos que a série converge uniformemente. Nesta prova
entrardo restrigoes quanto a diferenciabilidade da aplicagao F.

Alguns dos resultados enunciados mais & frente, ndo sdo acompanhados pela respectiva
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. prova. Nestes casos, indicamos [Gr| como referéncia para as demonstracoes omitidas.

| A.1 Produto interno

Definimos o conjunto L*(S™!) como sendo o conjunto de todas as funcées de quadrado
integrdvel em S™'. Portanto, L?(S™!) consiste em todas as funcdes reais F em S"~! tais

que
/ F(u)doy_ (1) < co.
Sn—l

Definigdo A.1.1 Se F,G € L*(S"!), entdo o produto interno, (F,G), entre F e G é

assim definido:
(F.G) = / F(u)G(w)don_ (1),
Sn—l

desde que o integral exista. A norma de F' é dada por ||F|| := (F, F)/2.

Se F,G € L*(S™!), entdo as desigualdades triangular, ||F' 4 G|| < ||F|| + ||G]|, e de
Cauchy-Schwarz, (F,G) < ||F||||G]], também sdo vélidas. O conjunto L2(S™!), munido
das operagoes usuais e com a identificacao usual de fung¢oes que sdo iguais em quase todo
o ponto (qtp) é um espaco de Hilbert.

Generalizando, se ® é uma funcdo em S™~! com valores em R, entdo ||®|| é definida

como a norma funcional da norma euclidiana de ®, ou seja,

poi= ([ e )

Defini¢do A.1.2 Se F, F; € L?(S™™1) (i=0,1,.. ) e
lim [[F; — F|| =0,
1—00
diz-se que a sucessao Fy, F1,... converge em média para F.

Definicao A.1.3 Duas fungdes F,G € L*(S™') dizem-se ortogonais se (F,G) = 0.
Uma sequéncia Hy, Hy,..., com H; € L*(S™!) e || H;|| # 0 para todo 3, diz-se uma
sequéncia ortogonal se (H;, H;) = 0, se i # j. Essa mesma sequéncia diz-se ortonormal

se <H1.; H]) = 5”
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Definicdo A.1.4 Se F € L*(S" 1) e Hoy, Hy,... 6 uma sequéncia ortogonal de fungoes

em L2(S™71), entdo os ntimeros
Q; = 5
|||

dizem-se os coeficientes de Fourier de F' com respeito a sequéncia dada, e a série

¢ designada por série de Fourier de F', com respeito a sequéncia dada. Para indicar que

Yoo 0 H; é a série de Fourier de uma dada fungdo F', escrevemos

F~ i OfiHi.
1=0

Através da definicao dos coeficientes do Fourier, deduzimos imediatamente que

2

F=Y aH|| =|F|” =)ol Hi
i=0 i=0
donde resulta que
m
Jim P - ZO:aiHi =0 (A1)

se e s6 se se verifica a equacdo de Parseval, isto é
oC
IFI? =D a2l Hal”
i=0

Portanto, podemos dizer que a série de Fourier de uma fungao F' € L2(S™!) com respeito
a uma dada sequéncia ortogonal de fungées Hy, Hi,... de L?(S™!) converge em média

para F' se e s6 se a equacao de Parseval se verifica.

Defini¢do A.1.5 Uma sequéncia ortogonal Hy, Hy, Hy,... de fun¢des em L?(S™~!) tal

que para toda a funcao F € L*(S™1), a relagao (A.1) se verifica, diz-se completa.

Enunciamos agora um lema que expressa, no contexto de L?(S™~!), uma propriedade

bem conhecida da projecgao ortogonal num subespago finitamente gerado.

Lema A.1.6 Sejam Hy, H,,...,H, funcdes mutuamente ortogonais e pertencentes a
L*(S™1) tais que ||H;|| # 0, para todo i. Se F € L*(S™™Y), tem-se que |F — S o v Hill,

considerada como uma fungdo de vy, y1,. .., Ym, € minimal se e s6 se y; = (F, H;) /|| H:||*.

o e
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A.2 Gradiente e operador de Beltrami

Se f é uma fungdo cujo dominio é um subconjunto de R* que contém S* ! e cujo
contradominio estd em R ou em R", notamos por f ou f"a restricao de f a S™ 1. Se, por

outro lado, F estd definida em S"!, entdo F ou F~ denotam a ecrtensio radial de F a
R™ \ {Og=}, ou seja
. x
F(z):=F <——> .
|z
Note-se que (F")"= F, mas, em geral, (") # f.

Defini¢do A.2.1 Uma fungdo F' em S™' diz-se de classe C*¥ (onde 1 < k < o0), se a

sua extensao radial, F", for de classe C*.

Definicao A.2.2 O Laplaciano, A, e o gradiente, V, de uma funcio suficientemente

diferencidvel e definida num aberto de R*, sao definidos, respectivamente, por

02 9?2
A = — _|_ PR + _

dz? oz?
e

d 0

Vi=eim—+-+e,—,
183:1 "oz,

onde (e, ...,e,) representa a base candnica de R™.

Usando a extensao anterior, podemos definir o Laplaciano e o gradiente, como ope-
radores de fungdes definidas em S™~!. Estes operadores denotam-se por A, e V, e sdo

definidos por

Definicao A.2.3 O operador A, é designado por operador de Laplace-Beltrami ou, sim-

plesmente, operador de Beltrami, enquanto que V, se designa, novamente, por gradiente.

Como veremos a seguir, com estes operadores, podemos escrever a Férmula de Green.
Esta férmula permitir-nos-a verificar que o operador de Beltrami é um operador simétrico.

A partir dai, poderemos deduzir algumas propriedades das harménicas na, esfera.
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- Teorema A.2.4 (Férmula de Green) Sejam Q um subconjunto compacto de R, com
interior ndao vazio e fronteira reqular. Entdo, se f e g sdo fungdes de classe C? definidas

num aberto contendo (), tem-se

J Dyg = / (Vf,Vg) + fAg)dr,
fr{Q) Q

onde o primeiro integral é o integral de uma forma diferencial numa hipersuperficie de
R™ e o seqgundo € o integral usual num conjunto de R*. Dyg : fr(Q) — R representa a

derivada direccional de g, na direccio N, normal unitdria ezterior a fr(Q).

A demonstracao deste resultado requer, novamente, resultados relativos a formas di-
ferenciais definidas em variedades de R™ e a sua integracao. Para os detalhes e desenvol-

vimento destas questdes, consultar [Li] e [Sp].

Demonstragdo. Seja N := (vy,...,v,) adirec¢do normal unitdria a fr(Q). Quando for ne-
cessario especificar o ponto z onde estamos a considerar o vector normal exterior unitério,
escrevemos N(z) := (v1(2),...,vn(x)). Sabe-se que D,g(z) = (Vg(z),u), qualquer que
seja a direccao u.

Entao, sendo w a forma volume em fr(Q), temos que

A f Dng = fDngw = f(Vg, N)w = / f (Z %Uz‘) w.  (A2)
Q) fr(Q) fr(Q) fr(Q) =1 Yt
Como int(Q) # @, fr(Q) é uma hipersuperficie de R*. Portanto, ([Li], pdg. 422-423)
neste caso .
w=Y (~D)™vdzy A Ado A Ada,
i=1
onde (dzy,...,dz,) é a base do espago vectorial das formas lineares de grau 1, dual da

base candnica de R*. Usdmos também dz; A --- A d/aa A --+ A dzx, para representar de
modo mais simples a forma dz; A---Adz;-y Adx; 1 A+ - - Adx,. Esta forma, calculada nos
vectores wy, ..., w,—1 de R, é dada pelo determinante da matriz (n — 1) x (n — 1) que
se obtém omitindo-se a i-ésima linha da matriz n x (n — 1) cujas colunas sio os vectores
Wi, - ey Wo_1-

Por outro lado, sendo wy, ..., w,_; vectores do espaco vectorial tangente a fr(Q) em

z, T,(fr(Q)), tem-se que o produto vectorial w; X --+ X w,_; é um vector perpendicular
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a T,(fr(Q)). Logo, wy X --- X wy_; = aN(z), para algum o € R. Entio, dado um vector

z em R", temos que
(2, N@)) N (@), 0 % Xwn) = (2, N(@)a = (2, aN(@)) = (2, w1 % X wa_). (A.3)
Mas, pela definicao de produto vectorial, sabemos que
(N(z),w1 X - X Wny) = det(N(z),wy, ..., W)
e, por outro lado ([Li], pag. 422),
det(N(z), wi, ..., wp_1) = wy(wi,..., wn_y),

onde w; é a forma volume em T, (fr(Q)).

Substituindo z por e; em (A.3), resulta que
vi(x)we(wi, ..y wno1) = (=17 (dzy A= A d/x\] Ao ANdzy) (Wi, .y way).

Portanto,

viw = (=1 day A---Adz; A~ A day,

para todo j € {1,...,n}.

Voltando a (A.2), ficamos com

f —Z; w:/ (f (——(—1)1+1de/\-~-/\da:z-/\~-/\d3:n) )
/fr(Q) ;axi (@) ; Oz,
Aplicando o Teorema da Stokes, ffr(Q) w = fQ dw, sai que
/ (fzn:(@(—1)”1@1/\---/\(Ei/\---/\dx)
@ \ i \0%i
= /d zn:f@(—l)i“dx Ao Adzi A Ada
o - 81'1 i n |
= /ZZ ”16 (f >dxj/\da:1/\---/\c?5,-/\---/\dxn
] 1 =1 xj

af 8 -
Q5 31}81} T;
2)

B / Z": of 89
- Q i—1 axi 6./1/'1:

- / (V],Vg) + fAg)da
Q

J ) =1)"Ydzy A--- Adz; A -+ Aday,
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o que prova a Férmula da Green. 0

Aqui sé serd necessario considerar os casos em que @ é uma bola ou o conjunto entre

duas bolas concéntricas.

Consideremos duas fungdes F e G em S"7!, de classe C2, e sejam f := F e ¢ := G.
Sejam ro €]0,1[ qualquer, r > 1o e @ a aderéncia de B(Og~,7) \ B(Oge,70). Como,
por construgao, f e g sao constantes na direcgao radial de centro na origem, temos que

Dy f = Dyg=0. Da férmula de Green, resulta entdo que

/Q (V£(z), V(@) + [(z)Ag(x))dz = 0,

ou seja
/ (LB(OM,M)((W (2), Vg(z)) + f(2)Ag(z))do (p, x)) dp =0,

onde do(p, z) representa o elemento volume de fr(B(0Og», p)). Derivando em ordem a 7 e,

depois, tomando r = 1, resulta (pois ro ¢ qualquer em ]0,1[ ) que

/W_l“vf (), Vg(2)) + f(2)Ag(z))don_:(z) = 0,

ou seja,

/ FAOG dO'n_l = — / <VOF, VOG> dO’n.ﬁl.
§n-1 S§n—1

Daqui sai logo que

/ FAOG dO'n_l = GAOFdO'n_l,
§n—1

§n-1
isto é,

(F,A,G) = (AF,G).

Portanto, o operador de Beltrami é um operador simétrico.
Outra relagdo importante é obtida em (A.5). Antes, vamos demonstrar a chamada

Relagao de Euler, necessdria para o lema A.2.6 que antecede essa relagao.

Proposicao A.2.5 (Relagdo de Euler) Sejam U um cone convezo aberto de R* e

f U — R uma funcdo diferencidvel e que € positivamente homogénea de grau m. Entdo

S 3(’;5;) = mf(x).

i=1
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Demonstragio. Para demonstrar esta proposi¢ao, basta recorrermos & Regra da Cadeia,

(A.4). Consideremos o seguinte caminho diferencidvel X : ] 0, +oo[ — U,
At) =te = (twy, ..., tz,) = (M(2), ..., Au(2)).

Entdo, f o A : R" — R é diferencidvel em ¢, e
. — df

Ora, f o A(t) = f(tz) = t™f(z), donde (f o A\)'(t) = mt™ 1f(z). Por outro lado,
P 1a_zL (tz) Ni(t) = > la—ri (tz)z;. Tomando ¢ = 1 em ambos os casos, e usando
(A.4), sai que

(o). (A.4)

Z iaf( )_mf(x). O

i=1 Oz;

O préximo lema permitir-nos-4 concluir, quando definirmos as funcdes harménicas na
esfera, que estas sdo vectores préprios do operador de Beltrami. Fornecer-nos-4 também

o respectivo valor préprio.

Lema A.2.6 Sejam f, U e m como na proposi¢do anterior e ponhamos

at0)=1 (17)-

Ag(z) = a7 Af(z) = m(m + n = 2)|2z|7"7 f(z).

Entao,

Demonstragcdo. A prova serd exclusivamente computacional, isto é, vamos provar a

formula acima por cdlculo directo. Como f é positivamente homogénea de grau m, sai
— —m

que g(z) = |z[~™f(z).

Verificamos que

ag _ -m -2 8f
oz, |z| ( mf(z) x|z + 8—a:1>
e também
829 _ -m—4 2 2 —m—2 —-m an
g = el 201 @) 4o (—ema 2L g ) e 5L
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Portanto, usando a Relacao de Euler da proposi¢ao anterior,

n 82
Algla)) = D 55
=1 t

e - . - af
m—4 2 ) 2 m 22 ;
= |z| (m® 4+ 2m) f(z) ;_1 x; — || m ;:1 T i

_ —m—2 —m - 82f
ol g )+ e S 2
i=1 i

= |z (m® + 2m) f(2) — |a| 7" 2m? f(z) — 2| mnf(x) +

+z[T"Af ()
= |2|7™ 3 (—m® + 2m — mn) f(z) + |z| A f(z)

= [z|""Af(z) = m(m +n = 2)|z| 7" f(2).

Deste lema resulta que, se u € S*1,

(Aof)(u) = (Af)(w) = m(m +n - 2) f(u). (A.5)

A.3 Integracao na esfera

Vamos provar o seguinte resultado que relaciona a integracao em S™~! com a integracao
em [—1,1].

Daqui em diante, aparece em diversas situagdes uma constante v que é definida por

Lema A.3.1

(i) Se N € um subconjunto de [—1,1] de medida nula, com respeito ¢ medida de Lebesgue

em R, entdo para todo p € S, o conjunto
U:={uesS"!: (up) e N}

tem medida nula, com respetto a medida de Lebesque o,_, em S™ 1.
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(it) Se ® ¢ uma fungdo limitada e integrdvel (sequndo Lebesque) em [-1,1], e se p €
um ponto de S™, entdo ®({u,p)), considerada como uma funcdo de u em Sml ¢
On—1-integravel e
1

/ B0, P (u) = oy [ B - 2)at (A.6)
Sn—l —

1

Demonstragdo. Vamos comegar por mostrar que (iz) é vélido para funcdes caracteristicas
de algum subintervalo de [—1,1]. Suponhamos, entdo, que ® = y;, onde I é um subin-
tervalo qualquer de [~1,1]. Entdo x;({u,p)) ¢ a func¢do caracteristica de uma regido de
S" Ve [ i x1((u,p))do,_1(u) é a 4rea dessa regidio. Para calcularmos este integral, con-
sideremos o seguinte difeomorfismo entre S™! := §"~1\ {(0,...,0, 1),(0,...,0,-1)} e

S"2x | - 1, 1].

¢:8" x| —1,1] — S

(z,1) — (V1 —1t2 1,1) .

Sejam (z,t) € S"7?x | — 1,1[ fixo € Dz T(znS" 2 x R — T¢(z,t)§"‘1 a derivada de
¢ em (z,1).

Seja by := ((u1,0),. .., (un—1,0),(0,1)) uma base ortonormada de TznS™ ?xR. Entdo
(us, z) = 0, para todo z € {1,...,n — 1}.

Paracadai € {1,...,n—1},seja o : |—¢, €[ = S""2x |—1, 1] tal que a(s) = <%, t).
Entdo a(0) = (z,t) e o/(0) = (u;,0). Assim,

(¢ o a)(s) = (VT—T? f/l*%zt)

($0a)(0) = V1 — t*(u;, 0).

Portanto,

Dqﬁ(z,t) (Ui, O) =v1-— t2(ui, O)

Por outro lado, sendo § : |—¢, e[ — §"7% x ] -1, 1[ a curva definida por 8(s) := (z, t+s5),

temos que 5(0) = (z,t) e 8'(0) = (0,1). Entao,

(@oB)(s) = (VI-(t+ o) a,t+s5)
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($0a)(0) = <—\/1t__t2x,1> .

Portanto,

D¢z py(0,1) = \/1_1_73 (—t:c, V1-— ti) :

Consideremos a base ortonormada by := {(u1,0),..., (un-1,0), (~tz, VI — £2)} de

T¢(z,t)§”‘1. A matriz de D¢, ) em relagdo a by e by é

(Vize o 0 ... 0
0 VIZE 0 ... 0
M= 0 0 V-t ... 0

\ 0 0 0 . i)

Consideremos agora as seguintes aplicagoes

{,p): S"'— R

u > (u,p) .

e f:=xr0(,p).
Entdo, notando que S"!\ §"~! é um conjunto de medida de Lebesgue nula e consi-
derando o caso em que p = pg := (0,...,0,1), temos que

[t modnat) = [ s

§n—1

= [ oDl det(an) s

’

:/ /XI T,t),po))(1 — t*)? dt dx
sn-2J -1

- /sn—z/_1XI(t)(1_t2)U dt dz

= o0 /_ 11 (B = £2)dt.

Relativamente ao caso em que p # pg, consideramos uma isometria linear T : R* — R"
(que, em particular, envia S®~! em si mesma) tal que T'(p) = po. Entdo, usando a

invaridncia da medida esférica de Lebesgue por isometrias e o facto de que uma isometria
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preserva o produto interno, deduzimos que

|t o) = [l ), pdon s (w
n— §n-—
=[xl T o1 (w)
sn-
S AR
sn-
1
= an_g/ xr(t)(1 — t%)Vdt.
-1
Das propriedades do integral de Lebesgue sai a validade de (A.6) para funcoes ca-
racteristicas de unides numerdveis de intervalos disjuntos, em particular para funcdes
caracteristicas de abertos e para fungGes simples.
Agora, para provar (i), seja G, um aberto de R tal que N C G, e tal que a medida

de Lebesgue de G, € menor que +. Seja U, o conjunto aberto {u € S*!: (u,p) € G, }.

J& vimos que (A.6) é valido se & = x¢, e resulta que
rualn) = [ el p)dons(w
= v [ xe 00 - ey
— ons / (1- )t

Como ¢ — (1 — *)? ¢ uma fungdo integravel, o iltimo integral serd menor do que
qualquer € > 0 dado, desde que n seja suficientemente grande. Como U C U, para todo
n, resulta que U tem medida nula.

Para provar (i), usamos a existéncia de uma sucessao monétona e limitada de funcdes
simples g; e de um conjunto de medida nula N C R tais que lim;_, |, g;(z) = ®(z), se
z ¢ N ([Ru], pdg. 69). Se U é o conjunto correspondente a N definido em (i), resulta
que, para p fixo lim;_,, o ¢;((u, p)) — O((u,p)), se u ¢ U e que lim;_, o g; é uma funcao
mensuravel e integravel. Portanto, u — ®((u, p)) é integrdvel em S*~. Finalmente, como
(A.6) é valido para as fungdes simples g;, podemos estender a sua validade a ® através
de uma aplicagdo do Teorema da Convergéncia Dominada. (Note-se que, para n = 2, o
factor a ser integrado no segundo membro de (A.6) ndo é limitado mas é dominado por

uma fungdo integravel). 0
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A.4 Funcoes harmonicas na esfera

Definigao A.4.1 Um polinémio p diz-se harmdnico se é homogéneo e se Ap = 0.

Definicao A.4.2 Uma funcdo harmdnica na esfera de dimensao n é a restricio a S*!

de um polinémio harménico em n varidveis.

Frequentemente, em vez de fungdo harménica na esfera, dizemos simplesmente harmo-
nica. Assim, por exemplo, as restrigoes a S~ ! das fun¢des constantes ou das formas
lineares R* — R sdo harménicas.

Vamos, agora, introduzir as seguintes notagoes que serdo usadas no seguimento. Assim,
V;. representa o espaco de todos os polindmios homogéneos de grau m em n varidveis;
Q. representa o espaco de todos os polinémios harménicos de grau m em n varidveis;
X7, representa o espago de todas as fungdes harménicas de dimensao n na esfera que sao
obtidas através de restri¢des a S™~! de polinémios de Qr e H™ representa o espago de
todas as somas finitas de harménicas de dimensao n.

O termo “espaco” aplicado na definicdo das estruturas anteriores refere-se i sua es-
trutura de espaco vectorial sobre R, pois convencionamos que 0 é um elemento destes

conjuntos. Obviamente, todos estes espagos, a excepcao de H", tém dimensio finita.

Definicao A.4.3 A ordem de uma n-harménica H nao nula é o dnico niimero m tal que
H € H},. Ou seja, H tem ordem m se é a restricdo a S*! de um polinémio harménico
de grau m.

Representamos a ordem de uma harménica H por x(H), e o (iinico) polinémio harmé-

nico cuja restri¢do a S*! é H, por H? (ver teorema A.4.4).

Quando n = 2, exemplos de harménicas de ordem m sao f(z,y) = Re((z +iy)™) e
9(z,y) = Im ((z + iy)™).

Note-se que H? # H, pois H? é um polinémio de grau m, enquanto que H é ho-
mogénea de grau 0.

Observe-se que (A.5) implica que as fun¢des harménicas de ordem m sdo vectores
proprios do operador de Beltrami associadas ao valor préprio —m(m +n — 2).

Relembrando as propriedades em relagio & ortogonalidade das séries trigonométricas
de Fourier, podemos ser levados a esperar propriedades andlogas em relacio as harménicas

esféricas. De facto, o resultado seguinte contém o resultado principal a esse respeito.
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Teorema A.4.4 A aplicagio f — [ ¢é um isomorfismo entre Q7 e H . Além disso, se

GeXH} eHeH, comm#l, entdo G e H sdo ortogonais.

Demonstra¢do. Que a aplicacdo f — f é sobrejectiva resulta da defini¢do de H™ ; é 6bvio
que também € uma aplicagdo linear. Quanto & injectividade, consideremos f, g € Qr tais

que f = §. Dado & € R* \ {Ogn}, temos que

) =1 (leigy ) = lals ().
Mas, como f = g, sal que f (I%I) =g (ﬁ), donde

T

fww:uwg(—)zgux

|z
isto é, f = g e a aplicagao ¢ injectiva.

Para mostrar a ltima parte do teorema, basta notar que G é um vector préprio de A,
associado ao vector préprio —m(m +n — 2) e que o mesmo acontece a H, mas associado
ao valor préprio —[(I + n — 2). Resulta que G e H sao vectores préprios associados a
valores proprios distintos de um operador simétrico. Portanto, G e H sdo ortogonais. De

facto,

(MG, H) = (G,A¢H) & (—m(m+n-2)G,H)=(G,—I(l+n—2)H)
& (—m(m+n—-2)+1(l+n—-2)}G,H)=0
< (G,H) =0,

pois —m(m +n —2) # —l(l + n — 2). O

Este lema mostra, em particular, que os espagos H", para diferentes valores de m, s6
tém o 0 em comum. Além disso, também mostra que, para cada m > 1, H} +-- -+ H" é
uma soma directa, ou seja se H; € H7, entdo Hy + --- + H,, = 0 implicaque H; = --- =
H,, = 0. De facto, para cada j € {1,...,m}, (Hi +---+ Hy, H;) = (0, H;) = 0, mas
também (H; + - -- 4+ Hp, H;) = ||H;||?, donde resulta que H; = 0.

A dimenséo de 3}, denota-se por N(n,m). O lema anterior mostra que N(n,m) =
dim H7, = dim Q7. O préximo resultado é consequéncia do facto (ndo demonstrado aqui)

de a aplicacao linear de V., em V7 _, tal que f — Af ser sobrejectiva e ter niicleo Qr
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(IGr], pag. 64). Assim, designando por K(n,m) a dimensdo de V7, e considerando que

V2, e V', sdo iguais ao espago nulo, obtemos o seguinte resultado:
Teorema A.4.5 Tem-se que N(n,m) = K(n,m) — K(n,m — 2).

De facto, mostra-se que, se m > 0, entao K(n,m) = ("*"7!) ([G1], pag. 65). Portanto,

resulta que

N(n,m):(n+m—1>_<n+m—3>:M<m+n—2)’ (A7)

m m—2 m+n—2 n—2
onde o segundo coeficiente binomial é igual a 0 se m < 2 e a fracgao 27,1"%’—’_:2—2— vale 1 se
n=2em = 0. Alguns valores particulares de N(n,m) sao
N(n,0) =1, N(n,1) =n, N(2,m) =2 (m > 0), N(3,m)=2m+ 1.

Note-se que (A.7) implica que se n estiver fixo e m tender para +oo, entdo N(n,m)
cresce na mesma ordem de m"~?2, isto é, N(n,m) = O(m"™~2). Isto quer dizer que existem

constantes positivas fixas, mas dependentes de n, a, e b, tais que
anm™? < N(n,m) < bym" 2. (A.8)

Finalmente, designando uma harménica H por par quando H(u) = H(-u), para
todo u € S"! e por émpar quando H(—u) = —H(u), para todo u € S™1, notamos que

harménicas de ordem par sao pares e as de ordem impar sdo impares.

A.5 Expansao em série

Se considerarmos um conjunto de harménicas linearmente independentes e da mesma
ordem, podemos, pelo método de Gram-Schmidt, transformar este conjunto noutro, cons-
tituido pelo mesmo nidmero de harménicas que o primeiro, mas que seja ortogonal.

Portanto, existem sequéncias ortogonais de harménicas esféricas que, para cada m > 0,
contém N(n,m) termos de ordem m. Uma tal sucessdo de harménicas diz-se sequéncia
standard de harmoénicas esféricas. -

Vamos, agora, discutir a expansdo de fungdes de L*(S™!) respeitante a uma dada

sucessao standard de harmoénicas.
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Se Hy, Hy, ... é uma sucessdo standard de harménicas na esfera, entdo, de acordo com

as defini¢des dadas na seccdo A.1, a série de Fourier de F € L?(S™1) é definida por

FN ZCjHj ' (Ag)

e dizemos que Y 72 ¢;H; é a expansdo harmdnica de F.

Se considerarmos uma expansdo da forma (A.9), podemos associar todos os termos
c;H; que tém a mesma ordem. Deste procedimento resulta uma nova série da forma
Yoo Qm, onde cada @, é uma harmonica esférica de ordem m. Ou seja,

Qm = Z CjHj.
x(Hj)=m

Note-se que esta série nao depende da sequéncia standard da qual foi obtida. De facto,
o lema A.1.6 mostra que (), pode ser definida como a dnica harménica de ordem m que
melhor aproxima F, no sentido de L2.

Chamamos a ) v_, Qm a ezpansio harmdnica condensada de F e escrevemos, de novo

FrY Q. (A.10)

Note-se que @, tem sempre ordem m e que nas expressoes (A.9) e (A.10), os termos de
ordem impar sao nulos se ' é par e os termos de ordem par sdo nulos se F' é impar.

Por exemplo, no caso das séries de Fourier trigonométricas é usual considerar a ex-
pansao condensada, agrupando-se os termos a; cos jf e b; sen j# de igual indice.

Vamos ver agora que uma sequéncia standard de harmoénicas esféricas é completa.

Comegamos por demonstrar um teorema que diz respeito a escrita de polinédmios em
S*=! como soma de fungdes harménicas e que serd til para provar que, de facto, as

harmoénicas constituem uma sequéncia completa.

Proposicao A.5.1 Seja p(xy,...,Z,) um polindmio de grau k em n varidveis. Entdo

existem harmdnicas esféricas Py, Py, ..., Py, onde P; tem ordem i e tais que

pP=Po+ P+ + P
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Demonstragdo. Seja p um polinémio nas condigdes do enunciado. O caso em que k = 0
ou k = 1 é trivial porque qualquer polinémio homogéneo de grau 0 ou 1 é harménico.
Consideremos entao o caso em que k > 2.

Seja x := (z1,...,Z,) e consideremos o espago vectorial P definido por
P = {qe(2) + |2PPge-2(2) + |2'ge—a(2) + - + |2 g5(2) : g € Q7Y

onde § é igual a 0 ou 1, consoante k é par ou impar.

Consideremos a seguinte aplicacao linear

FoQxQp o x Qe yx---xQf — V

(Gk> Gr—21 Qk—a, - - -, G5)  — qi(z) + i$|2¢Ik—2(l”) + |$|4Qk—4(x) + |$|k_6q¢s(33) .
Seja' (qu qk—2,9k—4, - - - 7q5) tal que f(qk) Qk—2,qk—4, - - - ;QJ) = 07 ou Sejaa
gk (z) + |2gr—2(z) + 2l qe_s(2) + - - - + |2[*’g5(z) = 0.

Entdo §r + Ge—o + Ge—a + -+ @ = 0, onde Gk, Gx—2, Gk_a4, . - - , 45 SA0 as harménicas res-
pectivas. Como Hj + Hp_, + Hi 4 + --- + H} é uma soma directa, concluimos que
Jk = Qk-2 = Gk—4 = --- = g5 = 0. Portanto, ¢x = qx—2 = gx—4 = --- = ¢; = 0. Resulta que

f é injectiva e como

dim(Qf x Qp_, x Qp_, x -+ x QF)
= N(n,k)+ N(n,k-2)+ N(n,k—4)+---+ N(n,d)
= K(n,k)
= dim(V}),
sai que Im(f) = Vg, ou seja P = V¢.

Portanto, se ¢(z) é um polinémio homogéneo de grau k em n varidveis, existem po-

linémios harmoénicos gx(x), gk—2(x), gr—4(x), . . ., gs(x) tais que
q(z) = qe(z) + |2[*qr-2(2) + [2]*gr-a(z) + - - - + |2]* g5 ().

Restringindo a equagao acima a S™! e notando que qualquer polinémio se pode es-
crever como soma de polinémios homogéneos, verificamos que se p(z) é um polinémio

qualquer de grau k, entao existem harmdnicas esféricas Py, Py, ..., Px, com P; € H?, tais
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que p(u) = Py(u) + Pi(u) + - - + Py(u), para todo u € S*L, 0

Demonstramos agora que qualquer sequéncia standard de harménicas é completa.

Teorema A.5.2 Seja Hy, Hy,... uma sequéncia standard de harmédnicas na esfera e se
F é uma fungdo qualquer em L*(S™') tal que F ~ 3" o, H;, entdo

l

F—}jmm

1=0

lim =0.
l-+o0

Demonstragdo. Seja € > 0 qualquer. Por um teorema acerca da aproximacio em média
por fungdes continuas ([Ru], pag. 69), sabemos que existe uma funcdo continua G em
S~! tal que || — G|| < £. Por outro lado, sendo || - || & norma do supremo em S™~
([Ru], pdg. 65), o Teorema da Aproximacdo de Weierstrass, garante a existéncia de um
polinémio P em S™! tal que

€

IG = Plloo < Wk

Resulta que

e - Pl = \/ | (60 - P@)don ) < ¢

. . . k
Agora, pela proposi¢io anterior, P pode ser escrito como uma soma Yoo P de
harménicas e, portanto, temos que

k

F—ZPi

1=0

< €.

Mas, entao, pelo lema A.1.6, e tomando (k) de tal forma que Hy, H, ..., Hy(xy contenha
todos os termos da sequéncia standard de grau menor ou igual a k, resulta que, para

1> 1(k),

L k
F—ZaiHi < F—ZPZ <€
i=0 =0
e, portanto,
l
i |- 3o = -
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A.6 Polinémios de Legendre

Esta é uma seccao auxiliar para que possamos definir os chamados polindmios de Le-
gendre, que serao, juntamente com alguns resultados aqui enunciados (sem demonstragao),
uteis para a demonstragdo dos resultados da sec¢do seguinte.

A definicao dos polinémios de Legendre sai do seguinte teorema.

Teorema A.6.1 Sejamn > 2 em > 0. Eriste eractamente um polindmio P2 (t) com a

sequinte propriedade: Se Hy, ..., Hymm) € uma base ortonormada de H},, entao
N(n,m)
N(n,m) _.
S HwHi) = 0 pr g ), (A1)
! n—1

para todo u € S™"t. Além disso, o grau de P* é m e para um fizo v € S, a funcdo

P2((-,v)) € uma harmdnica esférica n-dimensional de ordem m.

Note-se que no teorema acima se m é par entao P” é uma fungdo par e que se m é

impar entdo P é uma func¢ao impar.

Definicao A.6.2 O polinémio P} referido no teorema anterior designa-se por polindmio

de Legendre de dimensdo n e grau (ou ordem) m.

Do teorema A.6.1 sai que, para todo m > 0,
P (1) =1. (A.12)

De facto, pondo v = u no teorema anterior e integrando em S™~1, temos que

N(nm
/ P dopaa) = 57 / (w)? dom_1 (1)
§n—-1 §n-1 i=1
o N(n,m)
= ol E )2 do,_1(w)
i—1 §n— 1

= On-1,

donde resulta que P*(1) = 1.
Como consequéncia imediata dos teoremas A.4.4 e A.6.1, temos a ortogonalidade das

funcdes P ({u,v)), para diferentes valores de m e com v fixo, que se reflecte num outro
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tipo de ortogonalidade dos polinémios de Legendre. Para o verificar, introduzimos um .
novo produto interno.
Sendo f e g duas fungdes limitadas e integrdveis em [—1, 1], esse produto interno entre
f e g é dado por: 1
)= [ g0 - yar (A.13)

Proposicao A.6.3 Se P} e P sio polinémios de Legendre de dimensdo n e graus m e

[ respectivamente, entao

On—1
P! P = fpy———.
[ m> = | ] ml Un_QN(TL, l)

Proposicao A.6.4 Os polindmios de Legendre sdo tais que

n _ (Ml)m 2\—v dr 2\v+m
Pm(t)~2m(v+1)(v+2)---(v+m)(1_t ) dtﬁm(l_t ) (A.14)

Desta proposigao sai que, para todon € N, P(t) =1

Lema A.6.5 Se m € impar, entdo P(0) =0 e se m € par

1x3%X--X(m~1)
(n—-1)n+1)---(n+m-3)

Pr(0) = (-1)™? (A.15)

A.7 Teorema de Funk-Hecke e Transformacao Cos-
seno

Nesta seccao vamos estudar a Transformacdo Cosseno, utilizada na proposicio 4.3.4.
Esta aplicagdo é um caso particular de um conjunto de aplicacdes lineares em L3(S™1h),

denominadas Transformagdes Integrais e que sao da forma

T(F)(u) := /S 0, 0)) F(0)don(v),

onde & é uma funcio integravel em [—1,1].

Recordemos que a Transformagcao Cosseno é dada por

(P = [ I o)|F)don1(0)

As propriedades desta transformacao resultam do seguinte teorema.
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Teorema A.7.1 (Teorema de Funk-Hecke) Se ® é uma fungdo limitada e integrdvel
em [-1,1] e H € HZ,, entdo ®((u,v)), com u € S™! firo, é uma funcio integrével em
Stle

/S (v H)dorr(v) = () H ), (A.16)

com
1

(@) = s / B(6) P (1)(1 — 12)°dt.

-1
Demonstragdo. Podemos supor que ||[H|| = 1. A integrabilidade de ®({u,v)) ji foi
demonstrada no lema A.3.1.

Suponhamos primeiro que ¢ = P. Se m # [, entdo, pela proposicdo A.6.3, sabemos
que F" e P} sdo ortogonais relativamente ao produto interno definido em (A.13), donde
o segundo membro de (A.16) é igual a zero. Pelo teorema A.6.1, com v fixo, P*((-,v)) é
uma fungdo harménica em S"!, de grau [, donde pelo teorema A.4.4 é ortogonal a H, e
o primeiro membro ¢ igual a zero. Portanto, podemos prosseguir com a hipdtese m = [.
Seja {Hj, ..., Hy(nm)} uma base ortonormada de H" e H € K" tal que H; = H. Ento,
por (A.11)

N(n,m)
/Sn_lq)((u,v))H(v)dan_l(v) = W/Sn—l ; Hi(u)H;(v)H,(v) | dop_1(v)
= N

e a proposigao A.6.3 mostra que o mesmo valor é obtido no segundo membro de (A.16).

Como todo o polinémio pode ser escrito como combinagao linear de polinémios de
Legendre de dimensdao n e como ambos os membros de (A.16) dependem linearmente
de @, resulta que (A.16) se verifica quando ® é um polinémio. Através do Teorema da
Aproximagao de Weierstrass, obtemos (A.16) para fun¢des continuas. Finalmente, se ®
¢ uma funcao limitada e integrdvel em [—1,1], existe uma sucessdo (gn)nen de funcdes
continuas que converge em quase todo o ponto de [—1, 1] para @ e tal que |g;(u)| < [|®|]o
([Ru], pag. 55). Além disso, o lema A.3.1 mostra que g;({u,v)) converge (com v fixo)
para ®((u,v)) em quase todo o ponto de S®™ % Assim, (A.16) resulta de uma aplicacio

do Teorema da Convergéncia Dominada a ambos os membros de

1

/ 9:({u, v)) H(u)dop_1(u) = on_s / g:() PR (t)(1 — t?)Vdt. O
sn-1

-1
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Observemos que, quando ® é uma fun¢do par (como é o caso de | - | associada a
Transformacao Cosseno), se tem ay, ,,(®) = 0, para m impar.
Interessa-nos saber qual o valor explicito de @, ,,, no caso da Transformacio Cosseno.

O préximo lema dd-nos esse valor.
Lema A.7.2 Se H € H (n > 2), entdo, para todo u € S™!
C(H)(u) = / [t )| H (0)dm—1 (1) = w1 A H (1), (A.17)
§n-1

com Apm =0, se m € impar, e

Ix3x-x(m-23)
n+1)(n+3)---(n+m—1)

A = (=1)m=2/2 9 (A.18)

sem €par (M\ng =2 € Ao = 227).

Demonstragio. Comecemos por relembrar que o,_o = (n — 1)w,_;.

Se m = 0, entdo o teorema A.7.1 mostra que

o= (0-1) [ - e =

Se m é impar, entdo H(v) é uma fungio impar, donde resulta imediatamente que A, ,, = 0.
Consideremos, entdo, o caso em que m é par e m > 2. Neste caso, resulta de (A.16) e

de (A.14) que

n—1
m = — )vtmys. A.19
An, 2n(v+1)(v+2)---(v+m) / It Idtm ) ( )

Integrando por partes e usando novamente (A.14), fica

1 dm
vtmgr = 2 [ t——(1 — ¢2)vtmgs
[y = o [0

dm 2
= 9 1~ 2\v+m
[dtm_2 ( ) J

t=0

Il

o dm~2 v e
2|1 2y 0 S - yern-a)

= 2" Y v +3)---(v+m)PrH(0),

t=0

convencionando-se que a ultima expressio vale 2 se m = 2. Daqui, de (A.15) e de (A.19)

resulta (A.18). a
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1

O préximo lema, cuja demonstragdo omitimos, mostra que o crescimento de ]’
n,m

para valores pares de m, nao excede o de uma poténcia fixa (dependente de n) de m.

Lema A.7.3 Seja m par e m > 2. Sen > 2, entao

Myl > 2(n = 1) B (m(m + n — 2))7"%,

onde B, ¢ definida da sequinte forma:

(n—l)_nfx;21><3><-~x(n—3) sen € par,

ﬁn =
%(n—l)“nT_zZXAIX --x(n—3) sen € impar.

3

(B2 =1,03 =271).

O préximo resultado diz-nos, em particular, que € é uma transformagao continua para
a norma || - || em L*(S™!). Como resultado dessa continuidade, obteremos a expansio

harménica de C(F), conhecendo a de F.
Proposicdo A.7.4 Sejam F,G € L*(S™}).
(i) Entao
IC(F)(u) - €(G)(u)| < o1 [|IF -G,

para todo u € S™ L.

(it) Se F tiver expansdo harmdnica

Fry Qm, (A.20)
m=0
entao -
C(F) ~ wn-1 Y Anm@m. | (A.21)
m=0

Demonstragao. Dado u € S*! e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que
[ wol(F ) = G) do-1(0)
| o)l F©) = G}l donr(0)

\//§n—1 |<u7v)|2d0n—1(v)\/Ln_l |IF(v) — G(v)|2don_1(v)

< VOon-1 “F_GHa

C(F)(w) — (@) ()] =

IA
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0 que prova (7).
Passemos agora & prova de (7). Uma vez que

m

F-> Qi

=0

— 0

quando m — 400, resulta de (i) que C(F) é o limite uniforme de @ (>, Qi) ou seja,

como € ¢ linear, é o limite uniforme de

m
Wp—1 E )\n,iQi’
1=0

quando m — +o00. Logo, tem-se

G(F) ~ Wn—1 Z )\n,QO- 0

m=0

Como j4 foi referido, desta proposicdo sai a continuidade de € para a norma em

L2(S™1). Esta continuidade resulta do facto de que

IC(F) = C(G) < Va1 [|€(F) = €(G)]loo,

donde [|€(F) — €(G)|| < oni||F - Gl.
Vamos, agora, provar a préxima proposi¢ao que revela, para algumas classes de fungges
em S™! a injectividade da Transformacio Cosseno.

Se F' é uma funcio real em S™ !, sejam F* e F~ as funcdes definidas por

F*(u) = %(F(u) T+ F(~u)), F(w) = > (F(u) — F(-u)).

Entao, F' = F* + F~, F* ¢ uma fungdo par ¢ F'~ é uma funcdo impar em S™!. Note-se
também que (A.20) implica que

F+N2Qm7 F~N2Qm‘

m2>0 m>1
m par m impar

Proposigao A.7.5 Sejam Fy, F, € L*(S™'). Tem-se que C(F\) = C(F,) se e s6 se

Fit(u) = F5"(u) em quase todo o ponto.

Demonstragdo. Seja F' := Fy — F, e seja (A.20) a sua expansio condensada. Se

C(F) =0, entdo de (A.21) saique 0 ~ > > A, . € a equagdo de Parseval implica que
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2 om0 2 mll@mll> = 0. Por outro lado, pelo lema A.7.2, @, = 0, se m é par. Portanto,
F* ~ 0 e outra aplicagdo da equagiio de Parseval mostra que || F *| =0, logo F* =0 em
quase todo o ponto.

Relativamente & outra implicagdo, é 6bvio que F'+ = 0 implica €(F) = 0 qtp. 0
Para mostrarmos o resultado andlogo ao anterior, mas relativo & sobrejectividade,
necessitamos de alguns resultados auxiliares.

Lema A.7.6 Sejam H,,..., Hpy(n,my uma base ortonormada de 3", e

G = G1H1 + -+ aN(n,m)HN(n,m)-

Entao o)
N(nm
’ N(n,m
G < S Jasl|Hilu)] < (—1)HGII,
i=1 n-

para todo u € S*1.

Demonstragdo. S6 a segunda desigualdade ndo é ébvia. Usando a desigualdade de
Cauchy-Schwarz, o teorema A.6.1 e a relagao (A.12) sai que

2

N(n,m) N(n,m) N(n,m)
Yo lallE@ | < | D @[ Y Hiw?
i=1 i=1 i=1
N(n,m) .
= J6r 2 pr )
N(n,m)
= M
n—1

Este lema permite-nos demonstrar a préxima proposicio, andloga ao teorema rela-
tivo ao tamanho dos coeficientes das séries de Fourier trigonométricas de certas funcdes

suficientemente deriviveis.

Proposicao A.7.7 Sejam F uma fungdo em S™! de classe C** e Hy, Hy, . .. uma sequén-

cta standard de harmdnicas esféricas de dimensdo n. Se as correspondentes expansées
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harmdnica e harmdnica condensada de F sdo

FNf:aiHi e FNiQm:
=0 m=0

entdo, para todo m >0 e u € S*71
Q)] < Y laHy(u)] < nuf|ASF|mE 21, (A.22)
X(Hj)=m
onde AF representa a k—ésima iteracdo do operador de Beltrami e onde N, depende sd

de n.

Demonstragdo. A primeira desigualdade é ¢bvia, tendo em conta a definicdo de Q,y,.
Vamos, entao, provar a segunda desigualdade. Suponhamos que ||H;|| = 1, para todo
+ € Ny. Entdo, a; = (F, H,), para todo i € Ny. Como F é de classe C?, tem sentido falar
em A*F. Ora, para cada i, usando que H; é vector préprio do operador simétrico Ay,
associado ao valor préprio —x(H;)(x(H;) +n — 2), resulta que
(AIOCFa Hl> = (Fa ASH'L>
= (—x(H:)(x(H:) +n — 2))*a;,
donde
o0
AGF ~ ) (=x(Hi) (x(H:) +n = 2))ka; H;.
i=0

Usando a equagio de Parseval, daqui, resulta que

JAGFI? = ZX(Hi)Qk(X(Hi) +n - 2)%a;
1=0

= Zm%(m+n —2)% Z a?
m=0 x(Hi)=m

= 2"0: m**(m +n — 2)*|Qml? | (A.23)
m=0

Por outro lado, se > o, Q% for a expansdo harménica condensada de AFF, temos

que, para cada m > 0,

Qh = D (—x(H))(x(H;) +n—2))*a;H;
x(Hj)=m
= (—=m(m+n —2))* Z a;H;
x(Hj)=m

= (=m(m+n - 2))*Qn. (A.24)
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e
1Qmll* = m™(m + n — 2)*(|Qul® < [|AFF*. (A.25)
Portanto, pelo lema anterior, por (A.23), (A.24) e (A.25), temos, para cada m > 0 e
u € S™ ! que
2
N(n,m) Ao
a;H;(u <
X(I;):ml J ]( )’ — an_lmQ’“(m+n— 2)2k||Qm||
N(n,m)
< ’ ASF|2.
T opom*(m 4 n — 2)% 186

Agora, por (A.8), sabemos que existe uma constante b, fixa, mas dependente de n tal
que N(n,m) < b,m" 2, logo, notando que (como sempre ao longo deste capitulo) n > 2,

2

bn

Do )] | < e ALE et
On—1

X(Hj)=m

e, se Ny 1= 4/ -2n-

On—1

Y laHi(w)] < naf|ASFjmE

x(Hj)=m
Se k = L%J + 1, entdo § — 2k — 1 em (A.22) é menor que —1 e, portanto, resulta

imediatamente o seguinte corolario.

Corolario A.7.8 Se F ¢é de classe CZ(L%JH), entdo as séries Y ooaiH; e Y Qm

convergem uniformemente para F'.

O facto de que as séries convergem para F' resulta da convergéncia em média das
séries para I, da continuidade de F' e do facto de que convergéncia uniforme implica
convergéncia em média para a mesma funcao.

Como uma aplicacio da proposicao A.7.7, podemos agora provar o préximo resultado,

que estabelece, num certo sentido, a sobrejectividade da Transformacao Cosseno.

Proposicao A.7.9 Seja F' uma funcdo real par em S™™ 1. Sen >2 e F ¢ C2LE2L3J , existe

uma funcao par G em S™! tal que F = C(G).
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Demonstragao. Se F ~ ZmZO, m par (m ¢ a expansdo condensada de F', consideramos

G = > Qum, (A.26)

m2>0 ’
m par

onde Ay, € definido como no lema A.7.2. Pela férmula (A.21), s6 temos de mostrar que
a série dada em (A.26) converge uniformemente, para garantir a existéncia da aplicacio

G. O lema A.7.3 mostra que

1 n
n,m
onde ¢, s6 depende de n. Portanto, se fizermos k := |%2| entdo F é de classe C2*,
donde, pela proposi¢do A.7.7, temos que, para todo u € S*~1,
1 k n—2k
7 1@m(W)] < macal| AGF|lm™ %,
I/\n,ml
Comon—2k=n-—2 ["——2—“’ J < —1, a convergéncia uniforme resulta daqui. O

Suponhamos & partir de agora que F' é como na proposicdo anterior, mas de classe
€. Vamos ver que, neste caso, G’ (como foi definida na demonstracdo da proposicio
anterior) também é C™.

Primeiro, vamos necessitar de um resultado que vai ser 1til para os nossos objectivos.

Teorema A.7.10 Seja Q um aberto de R*, cuja fronteira é uma hipersuperficie compacta
de classe C**l. Seja g : Q — R uma funcdo de classe C*, e suponhamos que g e todas
as suas derivadas parciais até & ordem k se estendem continuamente & aderéncia de ).

Entdo g admite um prolongamento de classe C*, definido em R™.

Para a demonstragao deste teorema, consultar [Ni], pagina 436, do volume 2 e pagina
255 do volume 1.
Representamos também por (), a extensao homogénea de grau m a R da harménica

esférica ou seja, o polinémio harménico cuja restricao a S®! é essa harmdnica).
m J bl

Lema A.7.11 Seja Q,, como acabada de definir. Entao

OQm
8:1:i

<VEm+n = 3)m ||Qml.
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Demonstragdo. Pelo Teorema de Green,
- Qm(u)(V@m(u), N(w)) don_(u) = / (VQn(2), V@m(z)) + Qm(2) AQm(2)) dz,
isto é,

Qm(u(VQm(u),u) don1(u) = | [VQu(z)[* da.

Sn~1 Bn
Usando a Relagao de Euler, ficamos com

m [ (Qulw)doa(w) = [ 19Qu(a) (4.25)
Por outro lado, como Q,,, ¢ homogéneo de grau m, entdo cada coordenada do gradiente
de Qmn, VQ,, := (%%T’", ceey %) é um polinémio homogéneo de grau m — 1, donde sai
que |[VQn,|* = (%)2 +-e (%%’f)Q ¢ um polinémio homogéneo de grau 2m — 2.
Assim, utilizando este facto e representando por S"7(r) a esfera de centro Og» e raio
r, com 0 < r < 1, concluimos que

1
Von@Pds = [ [ 1VQualdotuar

Bn

1
_ / =1y am=2 / IV Qo ()2 oy () dir
0 sn-1

1
e /S V()P o1 ().

2m+n

Daqui e de (A.28), resulta que

\//MIVQm(uldan H(w) =v/(@m+n-2) \//lem(u 2 dop_1(u),

e, portanto
0Qm , |\’
\/ [ (Gw) dowtw) < VomTe=2m 1@l
gn—1 ZT;
ou seja‘
OQm
% | < Vemn =2 el .

Como @, é homogéneo, sabemos pela prova da proposi¢ao A.7.9, que a série

1 1

Qm

m>0 J‘n,m
m par
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¢ uniformemente convergente na bola unitaria B,, denotamos ainda por G a funcao defi-
nida em B, por essa mesma série. O que vamos mostrar é que, para cada k € N e para
cada escolha de z;,, ..., x;,, a série das derivadas parciais

~ 1 o
/\n,m (9331'1 st axlk

Qm(z)

m>0
m par

¢ uniformemente convergente em B, desse facto resultando que G é C® em int(B,,). E

essa a estratégia para provar a seguinte proposicao.
Proposicao A.7.12 A funcio G é C*® em S™ 1,

Demonstragio. Como Q,, ¢ harménico de grau m, entdo AQ,, = 0. Por outro lado,

0 0Qm
= A -
8.’1)1' Qm A 8561 ’

0

logo %% ¢ um polinémio harménico de grau m — 1.
k ~ s
Em geral, se £ for um operador em Q7 tal que L := —a—z%ga, entdo L(Q,,) é um
polinémio harmoénico de grau m — k (ou zero, se k£ > m). Usando o lema anterior, é facil

ver por indugao que se tem

1@l < (2m +n = 2)m)™ [|Qull.

Daqui sai que existe uma constante ar, dependente sé de k e n tal que

1L(Qum)ll < armm*[|Quml-

Agora, de (A.23), sai que

IASF|
mkl(m+n—2)kl’

1Qmll <

para todo k' € N. Entéao

A¥F K
H o ” S knmk”Ao F”
(m+n—2)F =" o

1@l < o

para todo k' € N.
Por outro lado, pelo lema A.7.6, e notando que N(n,m) é crescente em funcéo de m,
dado u € S*1,

1£(@m)(1)] < \/N_—(U—”i’“l 1@l < o/ M 1,1

n—1 n—1
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e, portanto, sendo by, a constante definida por (A.8) e 1, := /-2~ concluimos que
On—1
£(Qm) (W] < M al|AF Fllm™ +2, (A.29)

qualquer que seja k' € N.
Portanto, por (A.27) e por (A.29)

1
l/\n,m

1£(Qm) ()] < cainap || AF FI|m™H=2F i’ € N.

Finalmente, note-se que se z € By, entdo da homogeneidade de £(Q,,), resulta que

1£(Qm)(z)] < |L(Qm)(w)|, com u € S™! tal que tu = z, com ¢ € [0, 1]. Portanto,

1
|An,ml

IL(Qm) (@) < cattnarnl| AL Fllm™ =2 v’ € Nvz € B,

! -~ ~
e onde ¢y, M, Ak, € ||AF F|| sdo constantes ndo dependentes de m.
Ora, como F' ¢ de classe C*°, podemos tomar k' suficientemente grande para que

n + k — 2k" < —1. Fazendo essa escolha, concluimos que a série

S L L(@Qn)()

¢ uniformemente convergente em B, e, portanto, como este raciocinio é vélido para todo o
k € N e toda a escolha de z;,, ..., x;,, sai que G é C*° em int(B,). Além disso, para cada,
k € N, G e todas as suas derivadas parciais de ordem menor ou igual a k prolongam-se
continuamente a S™.

Entao pelo teorema A.7.10, concluimos que G' admite, para cada k € {1,2,...}, uma
extensdo de classe C* a R, logo a restri¢io de G' a S*! é de classe C*, para cada k > 1

(comparar com a definigao A.2.1). Portanto, essa restriciao é de classe C*°. a
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