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Introdução 

Uma valoração é uma função que generaliza a noção de medida, nomeadamente no 

facto de não estar necessariamente definida numa a­álgebra de conjuntos. Assim, uma 

valoração é uma função ip definida numa família M de conjuntos e com valores num grupo 

abeliano e tal que <p(K) + <p(L) = tp(K U L) + ip(K D L), sempre que K,L,K U L e 

K n L pertencem a M. Se 0 G M, tem­se que ip(0) = 0. Portanto, uma medida é uma 

valoração, mas o recíproco é falso. Como podemos confirmar em [Mc­Sc], o estudo das 

funções nos corpos convexos que são valorações tem especial interesse em diversas partes 

da Geometria Convexa. 

Neste trabalho, as valorações tomarão valores reais e estarão essencialmente definidas 

no conjunto Xn de todos os conjuntos compactos e convexos de En (corpos convexos) ou 

no conjunto U(3Cn) obtido por uniões finitas daqueles (corpos policonvexos). Por exemplo, 

o volume, definido nestes conjuntos, é uma valoração. 

A consideração de outras valorações, além do volume, foi originada pelo terceiro pro­

blema de Hubert e pela sua solução dada por Dehn. Hubert perguntou se dois poliedros 

com o mesmo volume são necessariamente equidecomponíveis, isto é, se um deles pode 

ser "cortado" em várias peças que, depois de reorganizadas, formam o outro poliedro. 

Ora, Dehn considerou um cubo e um tetraedro regular com o mesmo volume e deu um 

exemplo de uma valoração invariante por isometrias e que toma valores diferentes nes­

ses dois sólidos. A valoração invariante considerada por Dehn está relacionada com os 

ângulos diedrais (ou seja, os ângulos formados por faces adjacentes) de um poliedro e 

com o comprimento das arestas desse poliedro. Mais precisamente sendo P um poliedro, 

Dehn considerou um conjunto M constituído pelos ângulos diedrais de P e de tal modo 

que 7T e M. Depois, considerou o espaço vectorial gerado por M, V(M), considerando 

só coeficientes racionais. Para cada função Q­linear / : V(M) ­> Q tal que /(7r) = 0, a 
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valoração invariante de Dehn representa-se por Dj e o seu valor em P é dado por: 

Df(P):= Yl l(a)fWa)), 
ae.A(P) 

onde A(P) é o conjunto de todas as arestas de P, 1(a) é o comprimento da aresta a e 

a(a) é o ângulo entre as duas faces que se intersectam em a. Ora, se Q e P são poliedros 

tais que Df(Q) / Df(P), então Q e P não são equidecomponíveis ([Ai-Zi], pág. 41-42) e 

o que Dehn mostrou foi que, sendo T um tetraedro regular com aresta de comprimento 

/ e C um cubo com o mesmo volume de T, então, para uma dada função (QMinear / , 

Df(T) = 61 e Df(C) = 0, logo T e C não são equidecomponíveis, o que dá uma resposta 

negativa ao problema de Hubert. 

O propósito deste trabalho é apresentar um estudo sobre todas as valorações definidas 

em U(Xn), contínuas e positivamente invariantes por isometrias (isto é, invariantes por 

isometrias que não alteram a orientação) em Rn. Designemos por V esse conjunto. Note-

-se que estão contidas em V todas as valorações em U(Xn) que são contínuas e invariantes. 

Vamos provar que o conjunto V (munido das operações usuais) é um espaço vectorial real 

de dimensão n + 1, determinando explicitamente uma sua base. Portanto, o estudo do 

conjunto V pode-se restringir ao estudo dessa base e é isso que fazemos aqui. Às n + 1 

valorações que compõem a base que determinamos chamamos volumes intrínsecos. Entre 

estas estão o volume, a área de superfície e a valoração básica desta base e a partir da 

qual veremos que se podem definir todas as outras, que é a característica de Euler. 

Definiremos os volumes intrínsecos de um corpo convexo K à custa de um resultado 

acerca do volume do corpo paralelo a K à distância t > 0. Mostramos que esse volume 

é dado por um polinómio em t, e o z-ésimo volume intrínseco é definido através de uma 

relação entre o coeficiente do termo de grau n — i desse polinómio e o volume da bola 

unitária de dimensão n — i. 

Apesar desta ser uma boa definição, não nos dá a intuição geométrica do significado 

desses volumes intrínsecos. Provamos, então, a existência de uma relação entre o z-ésimo 

volume intrínseco e a medida de determinados subconjuntos do conjunto dos subespaços 

afins de dimensão n — i, isto é, de subconjuntos da Grassmaniana afim de dimensão 

n — i. Essa relação é uma definição de volumes intrínsecos alternativa e equivalente à que 

damos aqui. É também nesta relação que a característica de Euler desempenha um papel 



Introdução 3 

fundamental e justifica o facto de ser considerada tão importante como o volume de um 

corpo convexo. 

Este trabalho está organizado em cinco capítulos e um apêndice. No primeiro capítulo 

apresentamos algumas noções e resultados básicos da Geometria Convexa necessários para 

a compreensão dos capítulos seguintes. 

O segundo capítulo é todo ele dedicado à definição dos volumes intrínsecos e demons­

tração de algumas das suas propriedades. Demonstramos que se tratam efectivamente de 

valorações invariantes, contínuas, simples e homogéneas de grau correspondente ao vo­

lume intrínseco considerado. Ainda neste capítulo, são calculados os volumes intrínsecos 

da bola unitária e dos paralelotopos que são análogos aos rectângulos, mas em dimensões 

superiores. 

No capítulo 3, mostramos em que condições uma valoração definida numa família 

fechada para intersecções pode ser estendida para um conjunto (contendo o primeiro) que 

também seja fechado para uniões finitas. Depois, vemos que essas condições se verificam 

no caso de uma valoração definida em %n e que queremos estender para U(Xn). Nalguns 

casos, será ainda necessária a extensão de uma valoração definida já numa família fechada 

para reuniões e intersecções finitas, para uma outra família que seja ainda fechada para 

diferenças de conjuntos. Este caso também será abordado neste capítulo. 

No capítulo 4, apresentamos a caracterização das valorações contínuas e invariantes 

definidas em U(3Cn), tendo em conta a sua relação com os volumes intrínsecos. É neste 

capítulo que se demonstram os principais resultados presentes nesta dissertação, especi­

almente o Teorema da Caracterização de Hadwiger, cuja demonstração não é da autoria 

do matemático que dá nome ao teorema, mas é antes uma demonstração mais recente e 

mais simples devida a Daniel Klain, em [Kl], usando outros resultados também presentes 

neste capítulo. E também no quarto capítulo que fazemos um estudo da característica de 

Euler, considerada como valoração, e onde se prova a generalização da Fórmula de Euler 

para poliedros convexos. 

O quinto capítulo termina com a relação entre os volumes intrínsecos de um corpo 

policonvexo e a medida de certos subconjuntos da Grassmaniana afim de uma certa di­

mensão k dependente do volume intrínseco considerado. Ora, a definição de uma medida 

invariante neste conjunto passa por um processo (descrito ao longo do capítulo referido) 
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que consiste em definir uma medida invariante no espaço projectivo (isto é, na Grassma-

niana de dimensão 1); depois definimos uma medida invariante no conjunto das bandeiras 

de dimensão n; a partir desta, chegamos a uma medida invariante na Grassmaniana de di­

mensão k < n; finalmente, é a partir desta última medida que vamos conseguir determinar 

a tal medida na Grassmaniana afim de dimensão k. 

Por último, o apêndice é reservado a um breve estudo da análise harmónica na esfera 

unitária de dimensão n > 2. São demonstrados alguns resultados que nos permitirão 

chegar ao Teorema de Funk-Hecke, a partir do qual se pode provar uma propriedade da 

Transformação Cosseno ali definida e que é usada no capítulo 4. 

As referências principais são [Ve], [Gr], [Kl-Ro], [Mc-Sh], [Sc] e [We]. A mais im­

portante é [Kl-Ro]. Trata-se de um livro que se dedica ao estudo da teoria dos volumes 

intrínsecos e das relações existentes entre a Geometria Convexa e a Combinatória. Grande 

parte desta tese é baseada neste livro - são os casos das três últimas secções do capítulo 

2 e dos capítulos 3, 4 e 5 - embora aqui a abordagem seja diferente. [Sc] e [We] são 

livros dedicados à Geometria Convexa em geral e às suas aplicações. Parte do capítulo 

l e a secção 4.2 foram baseados nestas referências. [Mc-Sh] é um livro que trata de todo 

o tipo de politopos convexos, numa perspectiva da Geometria Convexa. O apêndice é 

principalmente baseado em [Gr] que se dedica ao estudo das esféricas harmónicas e dos 

resultados da Geometria Convexa que podem ser demonstrados através delas. Finalmente, 

esta tese é uma continuação de [Ve], pelo que diversos resultados aqui usados podem ser 

aí consultados. 

Para terminar, quero agradecer a todos os que me ajudaram a realizar este trabalho. 

Em primeiro lugar, ao Paulo, meu orientador, por toda a disponibilidade, acompanha­

mento e interesse que sempre manifestou ao longo deste trabalho, pelas (muitas!) emendas 

e sugestões que deu, pela imensa competência que sempre demonstrou e por me ter dei­

xado sempre à vontade para expor as minhas dúvidas. Agradeço também à minha família 

e amigos pelo apoio que me deram e interesse que demonstraram; ao Departamento de 

Matemática Pura da Faculdade de Ciências do Porto pelas condições que me deu para re­

alizar este trabalho; ao Departamento de Matemática da Universidade de Trás-os-Montes 

e Alto Douro pelo facilidades que me concedeu para a frequência deste mestrado. 

André Gama Oliveira, Abril de 2002 



Capítulo 1 

Preliminares 

Neste capítulo apresentamos algumas definições básicas, fixamos notação e enuncia­

mos alguns resultados essenciais para a compreensão dos capítulos seguintes. Entre os 

resultados enunciados, alguns são de importância maior para o desenrolar deste trabalho. 

Nestes casos, a respectiva demonstração será exposta. Para consultar as provas dos outros 

resultados, remetemos para a bibliografia, em particular, [Mc­Sh] e [Sc]. 

1.1 Notação e definições básicas 

Trabalharemos sempre no espaço real euclidiano de dimensão n, Rn. Em geral, os 

elementos de W1 serão denotados por letras minúsculas e os seus subconjuntos por le­

tras maiúsculas. Os escalares (reais) tanto podem ser representados através de letras 

minúsculas como por letras minúsculas gregas. Não existirá, no entanto, confusão entre 

escalares e elementos de Mn, pois pelo contexto será claro o significado atribuído a cada 

um dos elementos. Assim, em geral, escrevemos 

x := (xi,..., xn), com Xi G R, i = 1 , . . . , n 

para um elemento de R". A sua origem será representada por 0^­., isto é 

OR» ■= (0 , . . . , 0) . 
n coordenadas 

O produto escalar (•, •) é definido por 
n 

1=1 

5 
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onde x := (xx,...,xn) e y := (yl,... ,yn) e a respectiva norma associada | ■ | é tal que 

\x\ := \J(x, x). 

A distância d(x, y) entre dois pontos de Rn é dada por 

d(x,y) := \x­y\ 

e se A é um subconjunto não vazio de R™, a distância de x E Rn a A é dada por 

d(A, x) := inf{|a; ­ a\ : a e A}. 

Dados i , B Ç R " e A e R , definimos A + B e XA do seguinte modo 

A + B : = { a + í i : f l e ^ e í » e B } e AA := {Xa : a G A}. 

Um subespaço (linear) de Rn é um subconjunto 5 de Rn que é fechado para com­

binações lineares finitas de elementos de S. 

Dados Vi,...,vmeRn, representamos por G{vu ..., vm} o conjunto de todas as com­

binações lineares de vx,..., vm. G{vi,..., vm} diz­se o subespaço gerado por ví}... ,vm e 

é o menor subespaço de R™ que contém esses vectores. 

Um subespaço afim de Rn é um subconjunto de R" que é fechado para combinações 

afins, isto é, combinações lineares cujos coeficientes somam 1. Um subespaço afim obtém­

­se a partir de um subespaço linear através de uma translação ([We], pág. 6). 

Dado A C Rn, a envolvente afim de A é o conjunto de todas as combinações afins de 

elementos de A e é, ao mesmo tempo, o menor subespaço afim que contém A. Denotamo­

­lo por aff(A). 

Um conjunto convexo de R" é um conjunto que é fechado para combinações convexas, 

isto é, combinações afins com coeficientes não negativos. 

Dado A C R", a envolvente convexa de A é o conjunto de todas as combinações 

convexas de elementos de A e é, ao mesmo tempo, o menor conjunto convexo que contém 

A. Representamo­lo por conv(A). 

E óbvio que todo o subespaço linear e todo o subespaço afim é um conjunto convexo. 

Dados x, y £ Rn, o seguinte conjunto 

[x, y] := {ax + by : a, b > 0 A a + b = 1} 
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representa o segmento de recta que une x a y. Então um conjunto A é convexo se e só se 

dados x, y G A, então [x, y] Ç A. 

Uma propriedade acerca de conjuntos convexos que será usada com frequência é que a 

intersecção de conjuntos convexos é ainda um conjunto convexo. Também, se K e L são 

dois conjuntos convexos, a sua soma K + L e a multiplicação por um escalar XK ainda 

são conjuntos convexos ([We], pág. 51). 

Exemplo de um conjunto convexo em R" é a bola fechada B(a,r) de centro a e raio 

r, definidas por 

B(a,r) := {x e R" : \x - a\ < r}. 

A bola unitária em Rn é o conjunto de todos os vectores de norma não superior a 1. 

Representamo-la por Bn. Portanto, 

Bn := B(0^n, 1). 

Denotamos o seu volume por ujn e convencionamos UQ := 1. 

Ao conjunto de todos os vectores de R™ de norma igual a 1, damos o nome de esfera 

unitária e representamo-lo por § n _ 1 . Assim 

S"-1 ;= {x e R" : \x\ = 1}. 

Note-se que S n _ 1 não é um conjunto convexo. Sendo B um subconjunto de S71-1, an^i{B) 

representa a medida esférica de Lebesgue de B. Representamos também por cr„_i a área 

de superfície de Sn _ 1 , ou seja 

<7n_i := cr n _i(S n " ). 

Dado um conjunto A Ç K " , denotamos por wo\n(A) o seu volume em Rn, desde que 

tal faça sentido. 

Por fr(A), int(^4) e ad(^4) denotamos respectivamente a fronteira, o interior e a 

aderência de um conjunto A relativamente à topologia usual de R". O interior relativo 

de um conjunto A Ç Rn, relint(A), é o interior de A relativamente à topologia de aS{A). 

Assim, x G relint(A) se existe r > 0 tal que int(B(x, r)) Daff(yl) Ç A. A fronteira relativa 

de A, que denotamos por relfr(A), é tal que relfr(^4) := {x E ad(^4) : x £ relint(yl)}. 

Note-se que se A for fechado, então relfr(yl) = A \ relint(v4). 
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Um conjunto não vazio A Ç En diz-se de dimensão k, com k G {0 , . . . , n}, se aff(j4) 

tem dimensão fc, isto é, se o subespaço linear de En paralelo a aff(A) tem dimensão k. 

Note-se que, neste caso, se k < n, então voln(A) = 0. 

1.2 Corpos convexos 

Passamos agora a uma das noções centrais deste trabalho. É a partir da classe de 

conjuntos definida a seguir que se desenrola toda esta teoria. 

Definição 1.2.1 Um corpo convexo é um subconjunto convexo e compacto de En . Por 

conveniência, também se considera o conjunto vazio, 0 , como sendo um corpo convexo. 

Denotamos por Xn o conjunto de todos os corpos convexos de E™. 

Um corpo K G Xn diz-se de dimensão n ou dimensão máxima se e só se int(K) ^ 0. 

1.2.1 Hiperplanos de suporte 

O produto escalar em E" é bastante usado para descrever hiperplanos e semi-espaços 

de En . Um hiperplano de En é um conjunto da forma 

HUt0t := {rr 6 E" :{x,u) = a}, 

com u e En \ {OiRn} e a e t Dizemos que u é um vector normal a Hua. 

O hiperplano Hu^a limita dois semi-espaços fechados, dados por 

H~a := {x e Rn : (x,u) < a} e H+a := {x G E" : (x,«> > a} . 

Se K G 3Cn, então dizemos que um hiperplano H suporta K emxseHílK = xe 

K Ç H+ ou K Ç i / - . 

1.2.2 Projecção e propriedades de suporte 

Nesta secção, demonstramos alguns resultados básicos que serão usados principalmente 

no capítulo 4. Estes resultados são todos válidos nos conjuntos não vazios de Xn, mas serão 

demonstrados no conjunto mais extenso dos conjuntos não vazios, convexos e fechados de 

En , onde serão ocasionalmente usados. 
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O próximo teorema, permitir-nos-á definir a projecção de um ponto de Rn num con­

junto não vazio, convexo e fechado, A, de Rn. 

Teorema 1.2.2 Seja A Ç R™ um conjunto convexo, fechado e não vazio. Então, para 

cada x G W1, existe um único ponto, p(A, x) G A tal que 

\x — p(A,x)\ < \x — y\, para todo y G A. 

Demonstração. Como A é fechado e não vazio, existe p > 0 tal que o conjunto B(x, p)C\A 

é compacto e não vazio, logo a função contínua / : A —> R, z i-> \x — z\ tem um ponto 

de mínimo, y0, neste conjunto. Como f(z) > p, se z G A \ B(x,p) e como /(Í/O) < P, 

concluímos que \x — yo\ < \x — z\, para todo z € A. 

Seja agora y € A qualquer e consideremos o segmento que une yQ a y: ty + (1 — t)y0, 

com t G [0,1]. Então, para cada t G ]0,1], temos que 

\x - 2/o|2 < \x - ty - (1 - í)?/o|2 

«*• l ^ - 2 / o | 2 < k — yo|2 — 2í<a; — y0,y - y0) + t2\y-y0\2 

O t(2(x-y0,y-y0) - t\y - y0\2) < 0 

=► 2{x­y0,y­y0) ­ t\y ­ y0\
2 < 0 

=^ (x­y0,y­y0) < 0. 

Então, se existir um outro ponto yi G A tal que \x — Í/I| < |x — y\, para todo ?/ 6 A, 

também teremos que (x — t/i, y — yi) < 0, para todo y G A. Em particular, 

(î/i ­x,yi­ j/o) = (^ ­ î/i, 2/0 ­ yi> < 0. (l.l) 

Mas, pelo que vimos atrás, 

(z­S/o, 2/1­í/o) < 0 . (1.2) 

De (1.1) e (1.2), sai que (yi ­ y0,!/i ­ i/o) < 0, donde yx = y0. 

Portanto, yo =: p(A, x) é único. D 

Note­se que da demonstração deste teorema concluímos que 

(x­p(A,x),a­p(A,x)) < 0, (1.3) 

para todo a G A. 
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Definição 1.2.3 0 ponto p(A, x) definido no teorema anterior, designa-se por projecção 

de x em A. 

Definição 1.2.4 Dado A C R" não vazio, convexo e fechado, a aplicação p(A, •) : Rn -> A 

que a cada i G f f associa p(A, x), designa-se por operador de projecção ou, simplesmente, 

projecção em A . 

E óbvio que \x -p(A,x)\ = d(A,x). Se x <£ A , então 

í A \ X ~ P( A X) 

é o vector unitário com origem em p(A, x) e na direcção de x, e a semi-recta com origem 

em p(A, x) e que passa por x ê o conjunto 

r(A, x) •- {p(A, x) + Xu{A, x) : A > 0}. 

Lema 1.2.5 Sejam A C K" não vazio, convexo e fechado, xeRn\Aeye r(A, x). 

Então p(A, x) = p(A, y). 

Demonstração. Suponhamos que p(A,x) £ p(A,y). Temos duas hipóteses distintas: 

y € [x,p(A,x)[ ou x e [y,p(A,x)[. 

Se ocorrer o primeiro caso, isto é, se y pertencer ao segmento que une x a p(A, x), mas 

y ^ p(A, x), então 

\x-p(A,y)\ < \x-y\ + \y-p(A,y)\ 

< \x - y\ + \y - p(A, x)\ 

= \x-p(A,x)\, 

o que é uma contradição. Se x G [y,p(A,x)[, consideremos, como na figura seguinte, 

„ v(A,y) 

q G \p(A,x),p(A,y)] tal que o segmento [x,q] seja paralelo ao segmento [y,p(A,y)]. 
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Então, temos que 
\x­g\ _ \y­p(A,y)\ 

\x­p(A,x)\ \y­p(A,x)\ 
o que resulta, de novo, numa contradição. D 

Lema 1.2.6 (Lema de Busemann-Feller) 0 operador de projecção é não expansivo, 

ou seja, 

\p(A,x)­p(A,y)\ < \x­y\, V x . y G T . 

Demonstração. Sejam x, y € Mn e A não vazio, convexo e fechado. Podemos supor que 

v := p(A, x) — p(A, y) y^ OR». Já sabemos, por (1.3), que 

{x­p(A,x),v)>0 e (y­p{A,y),v)<0. 

Portanto, o segmento [x, y] intersecta os dois hiperplanos que são ortogonais a v tais que 

um deles passa pelo ponto p(A, x) e o outro passa pelo ponto p(A, y). 

Concluímos, então, que \p(A, x) — p(A, y)\ < \x — y\. D 

Lema 1.2.7 Seja A como nos resultados anteriores e S uma esfera tal que A está contido 

na bola cuja fronteira é S. Então p(A, S) = fr(A). 

Demonstração. E óbvio que ^(^4,5) Ç h(A). Seja, então, x € fr(^4). Para cada m G N, 

seja xm pertencente à bola cuja fronteira é S tal que xm £ A e \xm — x\ < —. Pelo teorema 

1.2.6, 

\x­p(A,xm)\ = \p(A,x) ­p(A,xm)\ <\x­ xm\ < —. 
m 
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A semi-recta r(A,xm) intersecta a esfera S num ponto ym e p(A,xm) = p(A,ym), logo 

\x-p(A,ym)\ < i . 
Considerando a sucessão (xm)m e N , convergente para rr, temos outra sucessão associ­

ada (ym)meN em S. Como 5 é compacto, esta última sucessão tem alguma subsucessão 

(ymj)jefi convergente para algum ponto y G S. 

Pelo que se viu atrás, \immeN p(A, ym) = x e como, pelo teorema anterior, p(A,-) é 

contínua, resulta que p(A, y) = x. Portanto, ü(A) Ç p(A, S). D 

Lema 1.2.8 Sejam A C Rn não vazio, convexo e fechado e x eRn\A. O hiperplano H 

ortogonal a u(A, x) e que passa por p(A, x) suporta A. 

Demonstração. Obviamente, H D A ^ 0 . Seja H~ o semi-espaço fechado, limitado por 

H e tal que x <£ H~. Temos que, para todo y G A, (x - p(^ ,x) ,y - p(4,z)) < 0, logo 

2/ G H~ e concluímos que / i é hiperplano de suporte de A era p(A, x) . D 

Teorema 1.2.9 Seja A, não vazio, convexo e fechado. Então, por cada ponto de A passa 

um hiperplano de suporte de A. Se A ainda for limitado, para cada u eRn\ {0Kn} existe 

um hiperplano de suporte de A com vector normal exterior u. 

Demonstração. Seja x e h(A). Suponhamos que A é limitado. Pelo lema 1.2.7, existe 

um ponto y € Rn \ A tal que x = p{A, y). Pelo lema 1.2.8, o hiperplano que passa por x 

e é ortogonal a y — x suporta A em x. 

Se A não for limitado, existe um hiperplano H que passa por x e que suporta 

Af)B(x, 1); seja H~ o correspondente semi-espaço de suporte de Af]B(x, 1). Se existir um 

ponto zeA\H~, então [x, z] Ç A, mas ]x, z] D B(x, 1) g H~, o que é uma contradição. 

Portanto, H suporta A. 

Relativamente à segunda parte do teorema, consideremos u € W1. Como A é com­

pacto, existe um ponto x € A tal que (x,u) = max{(y,u) : y G A}. Então, o conjunto 

{y G Rn : (y,u) = (x,u)} é um hiperplano de suporte de A, com normal exterior u (ver 

início da secção 4.2). D 
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1.2.3 Métrica de Hausdorff 

O espaço Xn \ {0} pode ser transformado num espaço métrico introduzindo­lhe a 

chamada métrica de Hausdorff. O domínio natural desta métrica é o conjunto de todos 

os compactos não vazios de En , no qual Xn \ {0} está contido e, além disso, é um seu 

subconjunto fechado ([Sc], pág. 50). Assim, se A e B são conjuntos compactos (não 

vazios) de En , a distância de Hausdorff de A e B representa­se por dH(A, B) e é dada por 

dff {A, B) := max < sup d(a, B), sup d(A, b) > 
{a£A b€B J 

ou, de modo equivalente, 

dH(A, B) := min {A > 0 : A Ç B + XBn e B Ç A + \Bn] . 

Note­se que du está bem definida, pois A e B são compactos não vazios. 

Podemos então definir convergência de uma sucessão de conjuntos compactos não 

vazios de En . Uma tal sucessão Ai,..., Aj,... converge (no sentido de Hausdorff) para 

um conjunto compacto não vazio A de R", e escrevemos Aj ­» A, se dH(A,Aj) ­> 0, 

quando j —> +oo. Portanto, uma sequência de corpos convexos (Aj). N converge para 

A e %n \ {0} se, para todo e > 0, existe m > 0 tal que Aj Ç A + eBn e A Ç Aj + eBn, 

para todo j > m. 

Definição 1.2.10 Uma aplicação / : %n —» E diz­se continua ou contínua­convexa se, 

dada uma sucessão (Aj) e N de corpos convexos não e A G Xn \ {0} tais que Aj ­4 A, 

segundo a métrica de Hausdorff, então / (Aj) —> f(A), em E. 

Por exemplo, a função voln : %n —>• E que a cada conjunto de %n associa o seu volume, 

é contínua, o mesmo acontecendo com a área de superfície. 

1.2.4 Politopos 

Um subconjunto importante de %n é aquele cujos elementos são os definidos a seguir. 

Definição 1.2.11 Um politopo convexo é a envolvente convexa de um número finito de 

pontos de E". Portanto, P é um politopo se e só se P = c o n v o i , . . . , xm}, com Xi € En . 
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Uma das razões que tornam importante esta classe de conjuntos é que, em geral, as 

propriedades relativas a corpos convexos são de demonstração mais fácil no conjunto dos 

politopos convexos. Por outro lado, qualquer corpo convexo (não vazio) pode ser aproxi­

mado, com tanta precisão quanto se queira, por uma sucessão convergente de politopos 

([We], pág. 109). Portanto, quando se quer provar uma dessas propriedades, normalmente 

prova-se em relação aos politopos e depois, através de um processo de convergência (pela 

métrica de Hausdorff), estende-se essa propriedade a %n. Os politopos são os análogos aos 

polígonos ou aos poliedros, mas em dimensão n. Note-se que é possível definir politopos 

não convexos (embora não o façamos neste trabalho) ; basta considerar em E2 um polígono 

não convexo. No entanto, como durante este trabalho só nos iremos referir a politopos 

que sejam convexos e compactos, chamar-lhes-emos apenas politopos. Um conjunto po-

liedral é a intersecção de um número finito de semi-espaços fechados. Demonstra-se que 

um politopo é um conjunto poliedral compacto e vice-versa ([Mc-Sh], pág. 43-47). 

Existem diversos tipos de politopos, com algumas propriedades especiais; ver [Ew], 

[Ge-He-Zi], [Mc-Sh], [We] ou [Zi]. O tipo mais simples é o que vamos definir agora. Para 

tal, necessitamos, primeiro, da seguinte noção. Um conjunto i Ç R " diz-se independente 

afim se todo a G A é tal que a <£ a,S(A \ {a}), ou seja, se não é possível escrever a como 

combinação afim dos outros elementos de A. A noção de conjunto dependente afim é a 

negação da anterior. Um politopo que é a envolvente convexa de pontos independentes 

afins diz-se um simplexo. Portanto, um simplexo de dimensão fcéa envolvente convexa 

de k + 1 pontos independentes afins. 

Uma face de um politopo P é um subconjunto de P que se obtém intersectando P 

com um seu hiperplano de suporte que não contenha aff(P). Portanto, F é uma face de 

P se F = P n H, onde H é um hiperplano de suporte de P e P £ H. Sendo P um 

politopo e i í u m conjunto convexo, então F também é um politopo ([Mc-Sh], pág. 40). 

Se dim(P) = k e dim(F) = j , com j € {0 , . . . , k - 1}, então F diz-se uma j-face de P. 

Se j — k - 1, F diz-se uma faceta de P. As 0-faces dizem-se, normalmente, vértices e as 

1-faces designam-se, geralmente, por arestas. Embora não o façamos neste trabalho, 

alguns autores consideram o próprio politopo P como sendo uma /c-face de P e o conjunto 

vazio 0 como sendo uma -1-face de P. Estes autores designam estas duas faces por 

impróprias e as outras por próprias. 



Capítulo 2 

Volumes intrínsecos 

Neste capítulo desenvolvemos de maneira precisa as noções de volume intrínseco de 

um corpo convexo e de valoração definida em Xn. São demonstradas algumas proprie­

dades que os volumes intrínsecos têm enquanto valorações, propriedades essas que serão 

essenciais para os resultados posteriores. 

Ainda neste capítulo 2, estudamos os volumes intrínsecos dos casos particulares da 

bola unitária e dos paralelotopos. 

A nossa secção 2.1 segue de perto as secções 3.2.2e3.2.4de [Ve]. 

2.1 Volume de corpos paralelos 

A forma como vamos definir os volumes intrínsecos de um corpo convexo requer um 

resultado que relaciona o volume de um corpo convexo e do seu corpo paralelo. Comecemos 

por definir este último. 

Definição 2.1.1 Seja A um subconjunto fechado (não vazio) de W1. Ao conjunto A+tBn, 

com t € WQ , chama-se corpo paralelo a A à distância t ou t-vizinhança de A, e representa-

-se por (A)t. 

Portanto, escrevendo A + tBn de outra forma, (A)t := {x € Rn : d(A,x) < t} ou 

(A)t := \JaeA {x G Rn : \x - a\ < t}, com t > 0. 
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Com esta notação, podemos reescrever a noção de distância de Hausdorff entre dois 

conjuntos compactos de R™, 

dH(A, B) := min{í > 0 : A Ç (B)t e B Ç (A)t} 

e, no caso de A e B serem convexos, mostra-se que dH{A, B) = dH((A)x, (-B)A), qualquer 

que seja A > 0 ([We], pág. 93). 

Ao longo deste trabalho vamos estar particularmente interessados no conjunto Xn. 

Nas figuras 2.1 e 2.2 temos exemplos de corpos paralelos a corpos convexos. 

Figura 2.1: Corpo paralelo a um corpo convexo de R2. 

Figura 2.2: Corpo paralelo a um corpo convexo de R3. 

Sejam K € %n \ {0} e t > 0. Como é óbvio, o volume de (K)t depende de t, mas o 

que não é tão evidente é que, sendo K um corpo convexo, essa dependência se traduza 

num polinómio em t. E esse o resultado que vamos mostrar a seguir e que será de grande 

importância para o estudo posterior. 
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Teorema 2.1.2 Se K G %n \ {0}, existe um polinómio, PK(Í), de grau n e coeficientes 

não negativos, tal que voln ((K)t) = p/<-(í). 

Antes de passarmos à prova do teorema, é conveniente introduzir algumas observações. 

Dado um politopo P os interiores relativos das suas faces formam uma partição de 

relfr(P). Seja F o interior relativo de uma face de P (ou o próprio P, se int(P) = 0) . 

Consideremos o conjunto 

O(F) :={xeRn\P: p(P, x) G F] 

dos pontos do espaço não pertencentes a P e cuja projecção em P pertence a F . Se F 

percorrer os interiores relativos das faces de P (ou o próprio P , se int(P) = 0) , então os 

conjuntos O(P) formam uma partição de En \ P . 

Lema 2.1.3 A restrição de p(P, •) a 0(F) é a projecção ortogonal em F e se, além disso, 

int(P) ^ 0, então cada conjunto 0(F) é convexo. 

Demonstração. Comecemos por ver que a restrição de p(P, •) a 0(F) é a projecção or­

togonal em F. Seja x G 0(F) . Vamos ver que x — p(P,x) é ortogonal a aff(P). Seja 

H o hiperplano que passa por p(P,x) e que é perpendicular a x — p(P,x). Pelo lema 

1.2.8, o hiperplano H suporta P . Vejamos que aff(P) Ç H. Se isto não acontecer então, 

como F é aberto em aff(F) e como p(P, x) e F íl H, então F contém pontos em ambos 

os semi-espaços abertos associados a H, o que contraria o facto de H ser hiperplano de 

suporte de P . Portanto, aff(P) Ç H e x - p(P, x) é perpendicular a aff(P), isto é, p(P, x) 

é a projecção ortogonal de x em F. 

Passamos agora à prova de que 0(F) é convexo. Sejam x, y G 0(F) . Consideremos 

z := tx + (1 — t)y, para algum t G]0 , 1[. Ora, z £ P , conforme será demonstrado mais à 

frente. Vamos mostrar que p(P, z) = tp(P, x) + (-1 - t)p(P, y) e, portanto, pela convexidade 

de F, p(P,z) G F , isto é, z G 0(F) . Pelo teorema 1.2.2 e por (1.3), isso é equivalente a 

mostrar que, para cada a G P , se tem 

<2 - fp(P,aO - (1 - t)p{P,y),a- tp(P,x) - (1 - í)p(P,y)> < 0. 
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Mas, 

(z - tp(P, x) - (1 - t)p(P, y),a- tp(P, x)-(l- t)p(P, y)) 

= (tx + (1 - t)y - tp(P, x) - (1 - t)p(P, y),a- tp(P, x) - (1 - t)p(P, y)) 

= t(x - p{P, x),a- tp(P,x)-(l- t)p{P,y)) + (l-t)(y-p(P, y),a- tp(P,x) -

-(l-t)p(P,y)) 

= t(x-p(P,x),a-p(P,x))+t{x-p(P,x),p(P,x)-tp(P,x)~(l-t)p(P,y)) + 

+ (1 - t)(y - p{P,y),p(P,y) - tp(P,x) - (1 - t)p(P,y)) + 

+{i-t){y-p(P,y),a-p(p,y)) 

= t(x-p(P,x),a-p(P,x)) + (l-t)(y-p(P,y),a-p(P,y)), 

visto que x-p(P, x) é ortogonal a p(P, x)-tp(P, x) -(l-í)p(P, y) e y -p (F , y) é ortogonal a 

P(P, y)-tp(p,x) - (l-t)p(P, y). Então, esta última expressão é uma combinação convexa 

de quantidades não positivas, logo também 

(z - tp(P, x) - (1 - t)p(P, y), a - tp(P, x)-(l- t)p(P, y)) < 0. 

Falta então mostrar que z £ P. Suponhamos que z G P. Então p(P, z) = z, isto é, 

tp(P, x) + (l- t)p(P, y) = tx + (l- t)y. Portanto 

x - p(p, x) = —r~{y - P(P, y))-

Assim, temos, para cada a G P, 

0 > (x-p(P,x),a-p(P,x)) 

= (x-p(P,x),a-p{P,x)+p(P,y)-p(P,y)) 

= (x-p(P,x),a-p(P,y)) + (x-p(P,x),p(P,y)~p(P,x)) 

= (x-p(P,x),a-p(P,y)) 

= —j—{y-p(P,y),a-p(P,y)) 

> o, 

pois ^ < f l e ( í , - p(P,y),a- p(P,y)) < 0. Então, (x - p{P,x),a- p(P,x)) = 0. 

Concluímos que P está contido no hiperplano que passa por p(P, x) e que é perpendicular 

a x - p(P, x), o que contradiz a hipótese de P ter interior não vazio. Portanto, z <£ P. D 
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Demonstração do teorema 2.1.2. Consideremos, em primeiro lugar, o caso em que o corpo 

convexo é um politopo. 

Sejam então P um politopo compacto, convexo e com interior não vazio (isto é, 

dim(P) = rî) e F o interior relativo de uma face de P. 

Dado t > 0, vamos comparar os corpos paralelos (P)t e (P)1 através do volume de 

(P)t n Í2(F) e de (P)l D Í2(F). Note-se que cada um destes conjuntos possui volume, 

pois, pelo lema anterior, é limitado e convexo ([We], pág. 267). Dado x G O(F), seja 

a := p(P,x) G F. Então, pelo lema 1.2.5, qualquer ponto y G r(P,x) \ {a} é tal que 

y € 0(F) . Então, x e {P)XC\ Ü(F) se e só se a + t(x - a) e (P)t n O(F). Ou seja, temos 

uma correspondência bijectiva 

/ : (P)x n O ( F ) - ^ ( P ) t n 0(F) 

x i—> a + t(x — a). 

Sejam agora F' o subespaço vectorial de Rn translatado de aff(F) e E o suplementar 

ortogonal de F'. Em particular, temos que E®F' = Kn. Fixado b € F , cada ponto de En 

se escreve de modo único na forma 6 + « + u, com u £ F' e v £ E. Estudemos a seguinte 

transformação afim: 

(fit : Rn —>• Rn 

b + u + v i—> b + u + tv 

Temos que / é a restrição de <pt a (P)l D Ü(F). De facto, dado x G (P)l D íi(F), uma 

vez que x = b + u + v, com b G F fixo, u G F ' e u G ü?, então a := 6 + IÍ é a sua projecção 

ortogonal em aff(F). Pelo lema 2.1.3, a = p(P,x). Então, 

<Pt(x) = b + u + tv = a + t(x-a) G (P)t n Í2(F), 

donde se conclui que / é a restrição de (fit. 

Tem-se então que 

(Pt((p)lníi(F)) = (P)tníi(F). (2.1) 

Uma aplicação afim é a composta de uma aplicação linear com uma translação e como 

esta última não altera o volume então a alteração do volume é causada pela parte linear 

da aplicação afim, logo, neste caso, a diferença entre os volumes de (P), D O(F) e de 
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(P)t n Q(F) será causada pela parte linear de ipt. Seja L a parte linear de <pt. Tem­se 

que &(u + v) = u + tv. Suponhamos que dim(F) = k < n. Se considerarmos uma matriz 

de L relativamente a uma base composta por k vectores de F' e n ­ k vectores de E 

concluímos que £ tem determinante tn~k. Por (2.1), resulta que 

voln {{P)t n Q(F)) = tn­kvoln ((P)l n Í2(F)), 

para cada face, F, de dimensão k. 

Mas, os conjuntos (P)t n 0(F) , com F a percorrer os interiores relativos das faces de 

P, formam uma partição de (P)t \ P. Então, 

vol„((P) t) = voln(F) + 5 ] v o l „ ( ( P ) i n Q ( F ) ) 
F 

7 1 ­ 1 

= voln(P) + Y/ E vol„ ((P)ê n 0(F)) 
k=Q F:dim(F)=k 

= voln (P) + J2[ J2 vo1" ((P)i n n(F)) tn~k­ (2­2) 
fc=0 \F:dim(F)=ik I 

E claro que a expressão (2.2) é a de um polinómio pP(t) de coeficientes não negativos 

e de grau não superior a n. 

Seja agora K um corpo convexo qualquer de Rn e tomemos uma sucessão (Pj) >1 de 

politopos convexos, compactos e com interior não vazio, convergindo para K, segundo a 

métrica de Hausdorff. Uma tal sucessão existe mesmo que K tenha interior vazio, pois 

(K)s, onde S > O é arbitrário, tem interior não vazio em R" e, portanto, contém, pelo 

menos, n+1 pontos independentes. Assim, podemos considerar uma sucessão de politopos 

com interior não vazio a convergir para (K)á. Como S > O é qualquer, posso considerar 

ô a tender para O e, assim, construir uma sucessão de politopos com interior não vazio a 

convergir para K. 

Pelo que vimos atrás, para cada j existe um polinómio de coeficientes não negativos, 

Pj(t) := aj0 + ajXt + ■ ■ ■ + ajnt
n tal que, para cada t > O, voln ((Pj)t) = Pj(t). Dado 

que üf e Pj são corpos convexos, tem­se que dH {{K)t, (P,)J = dH (K, Pj), donde, para 

cada t, a sucessão dos (Pj)t converge para (K)t. Pela continuidade do volume, também a 

sucessão vol„ ((P,) t) converge para voln {{K)t). Em particular, para t > O fixo, a sucessão 

dos valores de pj(t) é limitada. Por outro lado, como os coeficientes do polinómio pj(t) 
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são não negativos, tem­se que 0 < a^ < Pj(l). Resulta que a sucessão dos pontos em 

Rn+1, (dj0,aji,... ,ajn)j>i é limitada e, portanto, tem alguma subsucessão convergente. 

Substituindo, se necessário, a sucessão original pela subsucessão convergente, podemos 

supor que cada sucessão ( a ^ ) ^ converge para um certo â  > 0. 

Sendo Pí<(t) '■= a0 + ai<H \­ant
n o polinómio onde cada coeficiente ot­ > 0 é o limite 

da sucessão {dji)j>l tem­se, para cada t > 0, que 

voln {(K)t) = lim vol„ ((Pj)t) 
j—y+oo 

= lim (ojo + CLjit H + djnt
n) 

j—^+oo 

­ PK{Í). 

Concluímos então que vo\n((K)t) é um polinómio em t e, portanto, que qualquer sub­

sucessão convergente da sucessão (aj0, o, i , . . . , ajn)j>i converge para (a0, a i , . . . , an). Se 

esse não fosse o caso, teríamos dois polinómios diferentes PK{Í) e g/<r(í), tais que px{t) — 

voln {(K)t) = qx(t), o que resultaria numa contradição. Resulta que a própria sucessão 

(ajo, a,ji, ■ ■ ■, ajn)j>i converge para (a0, al:.. .,an). 

Para concluirmos a demonstração, falta provar que px{t) tem grau n. 

Seja p o diâmetro do corpo convexo K, ou seja, p é a distância máxima entre pontos 

de K. Seja a G K. Então, para cada t > 0, B(a,t) Ç (j\")É e 5(a , í + p) D (K)t. Destas 

inclusões resultam as seguintes desigualdades entre volumes 

vol„ (B(a, t)) < voln ((K)t) < voln (B{a, t + p)), 

isto é, 

unt
n < vol„ ((K)t) <un(t + p)n . 

Então, 

unt
n <a0 + ait + ­­­ + ant

n < un(t + p)n, 

donde, dividindo tudo por tn e, tomando o limite quando t —> +oo obtém­se an = un. 

Portanto, PK{Í) tem grau n. D 

Então, acabámos de mostrar que, dados K e %n e t > 0, se tem 

voln (K + tBn) =a0 + axt + a2t
2 + ■■■ + ant

n. (2.3) 
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No caso em que K = 0, definimos p0(t) := 0. No entanto, quando nada for dito em 

contrário, supomos sempre que um corpo convexo K é não vazio. 

Os coeficientes a,j de (2.3) dependem do corpo K. Portanto, podem ser vistos como 

funções de %n \ {0} em R: 

aj : %n\{0}—* R 

K i—» a.j{K) , 

onde dj(K) é o coeficiente do termo de grau j , j G {0, . . . , n}, de p#(í). 

Vejamos que cada coeficiente ÜJ depende continuamente de K, ou seja, que a aplicação 

/ : %n \ { 0 } ^ R"+1 

K H­». (a 0(A­) , . . . ,a ;(K), . . . ,a„(K)) , 

é contínua. 

Assim, vamos ver que, dado K eXn\ {0}, então, 

Ve > 0 3 6 > 0 ViT G X" \ {0} : dH(K,K') < ô => \f(K) ­ f(K')\ < e, (2.4) 

ou, o que é equivalente, se (Z£i)ieN converge para Zf (segundo a métrica de Hausdorff), 

então (a0(Ki),..., a,j(Ki),..., a„(JFíí))ieN converge para (a0(K),..., a,j{K),..., an(K)), 

em Rn+1. 

Note­se que na prova do teorema 2.1.2, já vimos que (2.4) se verifica, se K' for um 

politopo. Vamos agora verificar o caso mais geral. 

Seja então (i^i)i€N uma sucessão de corpos convexos convergente para K. Então, para 

cada t > 0, Ki + tBn converge para K + tBn e, como o volume é uma função contínua, 

vo\n(Ki + tBn) —» vo\n(K + tBn), ou seja, para cada t > 0, 

ao(Ki) + ai(Ki)t +■■■ + an(Kl)t
n —> oo(AT) + ai(üQ< + • • • + a„(ií:)ín (2.5) 

e, em particular, a sucessão (voln(Ki + tBn))ieN é limitada. 

Por outro lado, como ÜJ(KÍ) > 0, conclui­se que CLJ(KÍ) < vo\n(Ki + Bn). Assim, 

(ao(Ki),..., aj(Ki),..., an(Ki))ieN é uma sucessão limitada em Rn+1, logo tem uma sub­

sucessão convergente para (ÕQ, ... ,ãj,... ,ãn). Portanto, substituindo, se necessário, a 

sucessão original pela dita subsucessão, temos que 

ao(Ki) + ■■■ + aj(Ki)tj + • ■ • + an(Ki)tn —> ã0 + • • • + ã3d
j + ■ ■ ■ + ãnt

n, 
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para todo t > 0. Por (2.5), concluímos que 

(ôo, . . . , ãj,..., ãn) = (ao(ÜT),..., aj-(AT), • • • > MAT)) • 

Portanto, qualquer subsucessão convergente de (a0(Ki),... ,aj(Ki),... ,an(Ki)) n con­

verge, em Rn+1, para (a0(K),..., ÜJ(K), ..., an(K)). Logo, a própria sucessão converge 

para o mesmo limite e, assim, (aj(Ar
i))ieN -> a,j(K), para todo j G {0 , . . . , n}. Portanto, 

cada coeficiente do polinómio (2.3) depende continuamente de K. 

2.2 Volumes intrínsecos 

Os coeficientes definidos pelo polinómio acabado de deduzir estão estreitamente re­

lacionados com quantidades que têm significado geométrico acerca do corpo K. É do 

estudo destas grandezas que se ocupa este trabalho. Alguns exemplos disso mesmo são 

os seguintes. 

No final da prova do teorema anterior obtivemos o valor do coeficiente an. 

Corolário 2.2.1 Se K G %n \ {0}, então o coeficiente do termo de grau n do polinómio 

PK(t) = vol„ ( (^) t ) é igual ao volume, ujn, da bola unitária em W1. 

O termo independente é, obviamente, igual ao volume de K. E, relativamente ao 

coeficiente de grau um, tem-se 

Corolário 2.2.2 Se K € %n com interior não vazio, o coeficiente do termo de primeiro 

grau do polinómio p^(í) e igual à área de superfície de K. 

Demonstração. Atendendo à continuidade da área de superfície e ao modo como foi ob­

tido PK(t) para corpos convexos quaisquer, basta demonstrar este corolário para politopos 

com interior não vazio. 

Seja P um tal politopo. Usando (2.2), concluímos que o coeficiente de grau um de 

pP(t) = voln ((P) t) é dado por 

J2 voUÍP^nfiCF)), (2.6) 
F:dim(F)=n-l 

ou seja, nesta soma aparecem os volumes de todos os conjuntos da forma (P)l D ÍÍ(P), 

em que F é uma faceta de P. Pelo lema 2.1.3, cada conjunto (P)l n O(P) é um cilindro 
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recto de base F e altura 1. Então, o seu volume é igual a vol„_i(F). Assim, (2.6) é igual 

a 

£ V0ln-l(F) 
F:dim(F)=n-l 

e esta soma é precisamente vol„_i(fr(P)). Isto mostra que o coeficiente de t no polinómio 

pp(t) = vol„ {(P)t) é exactamente igual à área de superfície do politopo P. D 

No entanto, também os outros coeficientes do polinómio p#(í) estão associados a quan­

tidades que possuem informação geométrica acerca do corpo convexo K. Essas quantida­

des podem ser definidas de diversas maneiras, sendo uma delas a seguinte. 

Definição 2.2.3 Sejam K G %n epK(t) = a0+ait+a2t2-i \-antn o polinómio associado 

a vo\n((K)t). Então, o i-ésimo volume intrínseco de K, i € {0, . . . , n}, representa-se por 

fJ>i(K) e define-se por 

A razão pela qual se chamam volumes intrínsecos a estas grandezas ficará mais clara 

ao longo deste trabalho. Na notação n?(K), o índice corresponde a qual dos volumes 

intrínsecos de K se trata e o expoente refere-se à dimensão do espaço em que se está a 

trabalhar. 

Por exemplo, ^(K) = ^ = a0(K) = voln(K), ^_t(K) = ^ f = *ÜÜ, onde 

S(K) representa a área de superfície de K e, finalmente, (J.Q(K) = a"^ ' = 1. 

Com esta definição, sendo K G %n, o polinómio p^-(í) pode-se escrever da seguinte 

forma, que é conhecida pela Fórmula de Steiner: 

pK(t) = ^(K)untn + /^(UTH-ií"-1 + • • • + < (Ü>o . 

Os volumes intrínsecos são independentes entre si, à excepção de certas desigualdades 

entre eles que generalizam a desigualdade isoperimétrica que relaciona o volume e a área 

([Sc], cap. 6 e [We], pág. 303). 

Definição 2.2.4 Uma valoração ou um funcional aditivo é uma função (p definida numa 

família M de conjuntos e com valores num grupo abeliano e tal que 

cp(K) + <p(L) = ip{K U L) + <p(K D L), 
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sempre que K,L,K U L e K D L pertencem a M . Se 0 G M, definimos v?(0) := 0. 

Assim, no caso em que M := %n (que nos interessa mais) uma valoração é uma função 

real ji definida tal que 

(i(K UL) = n(K) + (i(L) - fji(K n L) (2.7) 

Ai(0)=O, 

para todos K, L G Xn, tais q u e K u L e X " . 

Dados ^ i , . . . , Km G %n tais que #1 U • • • U Km G Xn, iterando (2.7) podemos ser 

levados a concluir que 

li(Kx[J---\jKm) = ^2/i(Kl) - J^fx{Ki n Kj) + J2 P(Ki nKjHKk) , (2.8) 
i i<j i<j<k 

que se diz o princípio de inclusão-exclusão para a valoração // definida em Xa. No 

entanto, tal conclusão é, em geral, falsa, pois nada nos garante que não exista algum 

j € {2 , . . . , m - 1} tal que Kx U • • • U Kj £ %n. 

Por exemplo, por (2.7), dados Ku K2, K3 G Xn tais que Kx U K2 U K3 G 30\ então 

/Í(ATI Uif2U K3) =n{Kx U tf2) + n{K3) - A*((ÜTI U AT2) n K3) 

= n{Kx) + (j,{K2) - M ^ i n ÜC2) + fi(K3)-

»((KxnK3)u(K2nK3)) 

= /*(/fi) + fi(K2) - n(Kx n A*2) + //(A-g) - / ^ n K3)~ 

(i(K2 n AT3) + n{Kx nK2n K3) 

= fx(Kx) + fi(K2) + /x(AT3) - n(Kx n A"2) - / / ( ^ n K3)-

(j,{K2nK3)+fj,(Kxf)K2r)K3). 

Agora, note-se que esta dedução só é válida se, além de Kx U K2 U K3 G 3Cn, também 

A*i U AT2 G 3Cn e (A*i n K3) U (AT2 n AT3) G 3Cn (caso contrário // não estaria bem definida). 

Mas, estas últimas condições, em geral, não se verificam. Contudo, se fj, se pudesse 

estender, de modo único, a um conjunto que fosse fechado para uniões, então (2.8) seria 

válido. 

Mais à frente vamos provar que se /i é contínua, então a existência dessa extensão é 

uma condição necessária e suficiente para que se verifique o princípio de inclusão-exclusão. 
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Neste trabalho só nos interessam valorações que se podem estender a esse tal conjunto 

fechado para uniões de corpos convexos, logo o princípio de inclusão-exclusão é válido 

para as valorações que aqui consideramos. 

Como veremos mais adiante, existem valorações cuja imagem de corpos convexos de 

dimensão m < n em Rn, é não nula. 

Esta é mais uma propriedade importante que distingue a medida de Lebesgue de outras 

valorações, uma vez que a medida de Lebesgue de um conjunto cuja dimensão é menor 

do que a dimensão do espaço ambiente é sempre nula. 

Uma valoração que possui esta propriedade é definida a seguir. 

Definição 2.2.5 Uma valoração [i definida em Xn diz-se simples se fi(K) = 0 sempre 

que dim(K) < n. 

Vamos verificar agora que cada a; é uma valoração, donde podemos concluir que os vo­

lumes intrínsecos também são valorações. Depois, iremos averiguar algumas propriedades 

que estas valorações possuem. 

Para tal, é necessário o seguinte lema. 

Lema 2.2.6 Sejam K e L dois corpos convexos tais que K U L ainda é convexo. Então, 

(i) (KUL)t = (K)tU(L)t. 

(ii) (KnL)t = (K)tn(L)t. 

Demonstração. Começamos por provar (i). Seja x G (K U L)t. Então, existe a G K U L 

tal que \x - a\ < í, logo, como a € K ou a € L, resulta que x G (K)t U (L)t. A inclusão 

contrária prova-se de maneira análoga. 

Em relação a (ii), a inclusão (K D L)t Ç (K)t n (L)t prova-se da mesma maneira que 

as anteriores. 

Para provar que (K n L)t D (K)t D (L)t, consideramos x G (K)t n (L)t. Então, 

existe ai G K tal que \x — <Xi| < í e existe a2 G L tal que \x — a2\ < t. Como 

K U L é convexo, o segmento [ai,a2] que une ax a a2 está contido em K U L. Neste 

segmento existe, obrigatoriamente, um ponto a3 pertencente a, K D L. Para o verificar­

mos, consideramos uma ordem em [ai, a2] induzida pela ordem em [0,1] através da bijecção 
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[0,1] —> [0,1,0,2] dada por í 1—>■ (1 — t)a,\ + ía2. Se o ponto a3 não existir, então existem 

pontos ò := max{y e [ai, a2] : y E K e y <£ L} e c := min{y € [0,1,0,2] : y E L e y £ K}, 

donde, nenhum ponto de K U L pertence a ]b, c[ e, portanto, K U L não é convexo. 

Daqui resulta um absurdo e, portanto, está garantida a existência do ponto a3. Como 

ja; — 0,3j < max{|x — oi|, \x — a2\}, resulta que \x — a3| < t, donde x G (K f] L)t. D 

Então, se K e L são corpos convexos tais que K U L é um corpo convexo, resulta que 

PKUL(Í) = voln((KuL)t) 

= vo\n((K)tU(L)t) 

= vo\n((K)t) + voln((L)t) ­ Yo\n((K)t n (L)t) 

= vo\n((K)t) + vo\n((L)t)­Vo\n((KnL)t) 

= PK (t) + PL (t) ­ PKHL (t) ■ 

Note­se que a existência do "polinómio do volume" só está garantida para corpos 

convexos, logo os coeficientes ai só dizem respeito a corpos convexos. Então, 

ÜÍ(K U L) = ÜÍ(K) + ÜÍ(L) ­Oi(KnL), 

para todo i 6 {0 , . . . , n}, donde cada a; é uma valoração. 

Daqui sai que cada /i" é também uma valoração em %n. 

Sendo uma valoração em %n uma função definida no conjunto dos corpos convexos, 

faz sentido falar em continuidade de valorações, nos termos da definição 1.2.10. 

Pelo que vimos depois da demonstração do teorema 2.1.2, concluímos que cada â  é 

uma valoração contínua e, portanto, o mesmo acontece com os volumes intrínsecos. 

Seja Isom(n) o grupo das isometrias de Rn. Dado A C Rn e g G Isom(n), seja 

g(A) := {g(a) :aeA}. 

Definição 2.2.7 Uma valoração /i diz­se invariante em %n se /j,(g(K)) = fJ­{K), para 

todos g G Isom(n) e K G %n. 

Se n{g(K)) = /J,(K) sempre que g for uma isometria que preserva a orientação (isto é, 

g é uma isometria positiva), diz­se que fi é positivamente invariante. 

Se n(g(K)) = fi(K) sempre que g é uma translação em En , diz­se que /x é invariante 

por translações. 
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Note­se que invariância implica invariância positiva, que, por sua vez, implica in­

variância por translações. 

Se / é uma aplicação linear em R" tal que | det(/) | = 1 e se K e 3Cn, então, dado t > 0, 

voln (K + tBn) = vol„ (/ (K + tBn)). Mas, vol„ (/ (K + tBn)) = voln (f(K) + tf{Bn)) e 

só podemos garantir que voln (f(K) + tf(Bn)) é igual a pf{K)(t) se f(Bn) = Bn, isto é, se 

/ for uma isometria. Portanto, sendo g uma isometria (composta de uma isometria linear 

com uma translação), temos que pK(t) = pg(K)(t), donde concluímos que cada az é uma 

valoração invariante e, portanto, o mesmo acontece com cada fjtf. 

Definição 2.2.8 Uma valoração //, definida em Xn, diz­se homogénea de grau j > 0 se 

p,(aK) = ajn(K), para todos K e %n e a > 0. 

Ora, se a > 0, temos que 

Pax{t) = voln (aK + tBn) 

= voln (a (K + ^Bnjj 

= anvo\n(K+tBn\ 

= an (a0(K) + ax{K)­ + a2(K)^~ + ■■■ + an(K)~) 
\ a az an ) 

= ana0(K) + an­l
ai(K)t + an~2a2{K)t2 + ■■■ + an(K)tn. 

Logo, como paK(t) = ao(aK) + ax{aK)t + a2(aK)t2 + •■• + an(aK)tn, resulta que 

üi(aK) = a^ciiiK), para todo a > 0. Daqui sai que ${aK) = of^K), para todo 

a > 0. Usando a continuidade dos volumes intrínsecos, e convencionando, neste caso, 

que 0o = 1, concluímos que o caso em que a — 0 também é válido e o z­ésimo volume 

intrínseco é homogéneo de grau i 

Mais tarde demonstraremos que qualquer valoração contínua, invariante e homogénea 

de grau i, em Xn, é múltipla de /i". Isso permitir­nos­á dar construções alternativas dos 

volumes intrínsecos, como veremos no capítulo 5. 

Vamos agora explicar a razão pela qual se chamam volumes intrínsecos a estas gran­

dezas. Esta designação tem a ver com a invariância dos volumes intrínsecos de um corpo 

convexo relativamente ao espaço em que esse corpo está mergulhado e, portanto, essas 

grandezas são intrínsecas ao corpo em questão. 
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Teorema 2.2.9 Os volumes intrínsecos estão normalizados independentemente da di­

mensão do espaço ambiente. Isto é, se F é um corpo convexo mergulhado em Rm então, 

para cada n > m, se F for mergulhado em Rn, tem­se que (J,™{F) = fJ^{F), para todo 

j 6 { 0 , . . . , m } . 

Demonstração. Queremos mostrar que os volumes intrínsecos de um corpo convexo F 

não se alteram com a dimensão do espaço ambiente. Por indução sobre a dimensão do 

espaço, basta provar que, para cada j € {0 , . . . , m}, fJ,f(F) = fj,f+1(F). Vamos identificar 

Em comR ra x {0} C E m + 1 . 

Sejam 

pP(t) :=a0 + ait + ­­­ + amtm = / / > o + /C­ i^ i* + • • • + fjtfumtm 

e 

P{F+l\t) := 6o + M + • • • + bm+1t
m+1 = tâXWo + vZ+lUit + ■■■ + tâ+lum+itm+l 

os polinómios do volume do corpo paralelo a F em P e em Rm+1, respectivamente. 

Suponhamos então que F está mergulhado em Em + 1 . Pela invariância dos volumes 

intrínsecos, podemos supor que F C Em x {0} (note­se que dim(F) < m). Suponhamos 

também que Bm c i m x {0}. Para cada s G E, seja 

F - F + {(o1...,o,s)} = { ( / 1 , . . . 1 / r a , s ) e r
+ 1

: ( / 1 , . . . 1 / m i o ) e F } . 

Portanto, Fs é o translatado vertical de F para o hiperplano Mm x {s}. 

Para continuar a prova do teorema, vamos necessitar do seguinte lema: 

Lema 2.2.10 De acordo com a notação anterior, tem­se, para cada t > 0, que 

F + tBm+1= (J (^Fs + V^^Bmy 
s£[­t,t] 

Demonstração. Consideremos x G F + tBm+i. Portanto, 

X = (A, • ■ • , fm, 0) + (Ui, . . . , Um, Um+l) , 

com ( A , . . . , fm, 0) € F (sendo que F C Em x {0}) e (uu . . . , « m , um + 1) € tBm+1. Resulta 

9ue Y^kX uf <t2 e desta desigualdade concluímos que u2
m+l < t2, donde ­t < um+i < t. 
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-í 

Figura 2.3: (F)t em dimensão 2 e (Fs)^r^z em dimensão 1, com s G [~t, t]. 

Então, x = ( / i , . . . , / m , « m + 1 ) + (u i , . . . , « m , 0 ) . Ora, (/1 } . . . ,fm,um+l) 6 F " ^ 1 e 

(wi, . . . ,um ,0) G v/t2 ­ u2
m+l Bm, pois E H i M i < t2 ~ u2

m+v Daqui concluímos que 

x e /r«m+i + ^ 2 _ u ^ + i 5 m j l o g 0 ) c o m o Um+i 6 [_t,í], resulta que 

zG (J (F
S + v/í

2
^^ 5m) . 

i€[­í,t] 

Reciprocamente, seja x G LU[­t,t] ( ^ + ^ ­ s2 5 m ) . Então, 

para algum s0 G [~t, t] e com vu ..., vm tais que YT=i vi < *2 ~ so­ Portanto, resulta que 

£ = (/i + « i j . . . , / m + «m,So). 

Seja y := ( / i , . . . , / m , 0). Então, y G F e 

Is ­ y| = yjv2 + • • • + v2
m + s2

0 < yjt2 ­sl + sî = t. 

Assim, d(x, F) < t, donde x G F + tBm+l. □ 

Continuação da demonstração do Teorema 2.2.9. Como F C W71 x {0}, o volume de F 

em Rm+1 é zero, isto é, fCX\(F) = °­

Pelo lema anterior, 

(F + tBm+l)nRmx{s} 
Fs + Ví2 ­ s2Bm, se ­ í < s < t 

0 , caso contrário 

e, pelo princípio de Cavalieri, concluímos que 

volm+1 (F + tBm+l) = volm+1 (J ( > + sfP^B^ j 
\se[­t,t] ) 

= / volm ( F * + x / í 2 ^ ^ ^ ) <fe, 



2.2. VOLUMES INTRÍNSECOS 31 

logo 

íi
m+1)

w=fyp (yr^) dS, 
ou seja 

M + • • • + bm+lt
m+1 = í a0ds+ / aiVt2 ­ s2ds + • • • + í amÍVt2 ­ s2)™ds. 

Mas, fazendo s =: tu, sai que 

f aj (VW^lpy ds = ajtj+1 f U/l ­ uA3 du, (2.9) 

para todo j e { 0 , . . . , m } . 

Usando o lema 2.2.10 em W+l e fazendo F := 0RJ (como F está mergulhado em W+1, 

identificamos F com 0KJ+i) e tomando t = 1, deduzimos que 

5
i + i= U ({(0,...,0,s)} + vT=l2£ i ) J 

«€[­1,1] 

donde, pelo que se viu atrás, 

vol i+1 (Bj+1) = vol i+1 í ( J ({(0 , . . . , 0,5)} + Vi ­ s*Bj) j = f vol, ( x / T ^ B , ) 

Já vimos que o volume é uma valoração homogénea, logo 

/ vol, (Vi ­ s2Bj] ds = Uj í (Vl­s2Y ds, 

e, portanto, concluímos que 

£(yr^)
j
du = ^. 

Então, de (2.9) sai que 

ds. 

í aj (yW^)Jds = dj^­t^1. 
Continuando, 

M + • • • + bj+1V
+1 + • • • + 6 m + 1 r + 1 = a0—t + • • • + a ^ t j + 1 + ■■■ + a m ^ ± V + 1 , 

ou seja, bj+i = aj'í^±, para j 6 {0, . . . , m} e daqui, notando que 6J+1 = //™±]U;J+1 e que 

Oj = *C­ Í«J> obtemos n%±) = /u™­j. 

Por conseguinte, nf(F) = LÇ+1(F), para todo j € {0 , . . . , m}. D 

Uma consequência deste teorema é o 
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Corolário 2.2.11 Se K G Xn é tal que dim(ür) = m < n, então nn
m+l{K) = 0, para todo 

i G { 1 , . . . ,n — m}. 

Demonstração. Como os volumes intrínsecos são invariantes por isometrias, podemos 

supor que K C Rm x {(0, . . . , 0)}. Identificamos Rm+l com Rm+l x { (0 , . . . , 0) } C Rn e, 
n­m vezes n­m­i vezes 

assim, consideramos K C Rm+l, para todo i e {1,... ,n ­ m}. Mas, então, pelo teorema 

anterior, ^+i(K) = A C H W = °> P o i s / C + i W é ° volume de A' (que tem dimensão m) 
emR

m+i
. □ 

Notemos que se considerarmos K mergulhado em Em e se, por outro lado, considerar­

mos, K mergulhado em Rn, com n > m, então existem m+1 volumes intrínsecos de K em 

P e n + 1 volumes intrínsecos de K em R", só que ^+i(K) = 0 , V i € { 1 , . . . ,n ­ m}. 

Portanto, pelo teorema 2.2.9, a dimensão do espaço não altera os valores dos volumes 

intrínsecos e, no caso de não estarem definidos num dado espaço e estarem noutro, neste 

último valem zero. 

Assim, o expoente na notação //", de z­ésimo volume intrínseco, deixa de ter relevância 

quanto ao valor dos volumes intrínsecos, só interessando para saber quantos volumes 

intrínsecos estão definidos. Por isso, passamos a representar o i­ésimo volume intrínseco 

por Hi. 

Concluindo, já sabemos que os volumes intrínsecos, /i0,...,/j,n de K G Xn são va­

lorações contínuas, invariantes, homogéneas e independentes do espaço em que K está 

mergulhado. Um dos objectivos deste estudo é determinar todas as valorações definidas 

em Xn que são contínuas e invariantes. Vamos demonstrar que o conjunto das valorações 

positivamente invariantes (que inclui as valorações invariantes) é um espaço vectorial de 

dimensão n + 1, e que {/i0, ni,..., //„} constitui uma sua base. De facto, estes resultados 

serão provados não em Xn, mas sim num conjunto mais extenso, que contém Xn. 

Por enquanto, e como exemplo, vamos determinar os volumes intrínsecos da bola 

unitária em Rn e, depois, de uma classe de corpos convexos denominados paralelotopos. 
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2.3 Volumes intrínsecos da bola unitária 

Nesta breve secção calculamos os volumes intrínsecos de Bn. Os resultados aqui obtidos 

serão, ocasionalmente, usados quando for necessário calcular explicitamente o valor de 

algum funcional dependente dos volumes intrínsecos de um corpo K. Esse é o caso 

quando for necessário o cálculo de alguma constante de normalização. 

Para calcular os volumes intrínsecos da bola unitária em Rn, vamos determinar o 

polinómio do volume de um corpo paralelo a Bn. 

Temos que 

PBn(t) = vo\n(Bn + tBn) 

= (l + t)nvoln(Bn) 

= t (:>-'-

i=o >
! 

Então, 

lk{Bn) = 
l J Un­i 

2.4 Volumes intrínsecos dos paralelotopos 

O objectivo desta secção é o mesmo da secção anterior, só que relativamente aos 

paralelotopos, que se definem a seguir. 

Definição 2.4.1 Um rectângulo em W1 é um conjunto R definido por R := f lLi [aíAL 

com ÜÍ < bi. Um paralelotopo em R" é um conjunto que se obtém de um rectângulo 

através de uma isometria. 

Portanto, os rectângulos são paralelotopos cujos lados são paralelos aos eixos coorde­

nados. 

Note­se que tanto rectângulos como paralelotopos são exemplos de politopos. 

Dado um rectângulo R := Ü Í L I [°*'^*]' s e ai < ^> P a r a t o <^° * e {li­­­>n}) então 

o rectângulo R tem dimensão máxima, isto é, tem dimensão n. Um paralelotopo tem 

dimensão máxima se é obtido de um rectângulo de dimensão máxima. Portanto, um 
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paralelotopo P em Rn tem dimensão n se e só se não está contido em nenhum hiperplano, 

isto é, se e só se int(P) / 0. 

Por exemplo, um paralelotopo de dimensão máxima em R3 é um paralelipípedo. Se 

os lados desse paralelipípedo forem paralelos aos eixos, trata­se de um rectângulo de 

dimensão máxima. 

Para determinar os volumes intrínsecos dos paralelotopos em Rn, e para simplificar os 

cálculos, vamo­nos reduzir ao caso dos rectângulos em R™. Com a restrição a esta classe 

de paralelotopos não perdemos qualquer generalidade, devido à invariância dos volumes 

intrínsecos. 

Definição 2.4.2 As funções simétricas elementares de xx, x2,..., xn € R são os seguintes 

polinómios: 

e0(xi,X2,...,xn) : = f, 

ek(xi,X2,...,xn) := 22 xiixii ••■xik, Para k G {1, . . . , n } . 
I < i i < i 2 < ­ < i f c < n 

Vamos então determinar os volumes intrínsecos dos paralelotopos. 

Proposição 2.4.3 Seja R um paralelotopo em R" tal que os seus lados tenham compri­

mento xi,x2, ■.. ,xn, então Hi(R) = ei(xi,x2,... ,xn). 

Demonstração. Seja então R um rectângulo. Vamos demonstrar a proposição por indução 

sobre a dimensão de R. Se dim(ií) = 1 (denotamos i?(1)), então i2(1) = [a,b], para al­

guns b £ R e b ­ a =: x > 0, logo R^ + tBl = [a ­ t,b + t] e voli ((R(1))t) = x + 2í, 

donde /x0(­R
(1)) = 1 = e0(x) e fj,i(R^) = x = ei(x), o mesmo acontecendo com qualquer 

paralelotopo de dimensão 1. 

Seja, agora, i?(n) um paralelotopo tal que dim(i?) = n e com os lados de comprimento 

xi,...,xn. Suponhamos que /ij(i?(n)) = ej{xu x2,..., xn). Seja i?(n+1) o rectângulo 

que se obtém de R^ acrescentando­lhe mais uma dimensão. Portanto, supondo que 

R(n) c Rn x | 0 } 5 i s t 0 é j R(n) = [tt i^J x ••­ x [o„,6n] x {0}, com 6t ­ Oj = x,, para todo 

i<E {!,...,n}, então i?(n+1) = [au bi] X • • • x [a„, 6n] x [a„+1,6n+1], com h ­ a{ = xh para 

todo i 6 { 1 , . . . , n + 1}. Ou seja, R(n+l"> é um rectângulo de dimensão n + 1 e com os 

lados de comprimento xi,..., xn+1 . 
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Então, os polinómios que definem voln [R^ + tBn) e voln+1 (fí('l+1) + í5 n + 1 ) são, 

respectivamente 

p£L) (*) = ^ (R{n)) + • ■ ■ + Vi (R{n)) Un­jtn­j + ■ • • + fio {Rin)) Unt
n 

e 

P&tí!) W = ^ (i?("+1)) + • • • + ^ (fî("+1)) ^ + W ' n + W + • • • + Mo (/?("+1)) ü W " + 1 

Queremos mostrar que 

Vj(R{n+l))= E ** ■••**. 
l < i i < . . . < i j < n + l 

para todo j G {1, . . .,n + 1}, já que é óbvio que /Lí0(i?
(n+1)) = 1 = e0(£i,... ,xn+í). 

Usando o mesmo argumento da prova do teorema 2.2.9, concluímos que 

voln+i (R{n+l) + tBn+l) = f"+1 voln (RM + tBn) ds+2 í voln (RM + V¥^^Bn) ds. 
Jan+1 Jo V ' 

Mas, 
fbn+i rt 
/ vol„ (RW + tBn) ds + 2 voln RM + Vt2 ­ s2Bn ds 

Jan+1 Jo V ' 

n+1V0l„ (fiW + tBn) + 2 /" ( Ê ^ n ­ i (fíW) Ui (yW^S*y\ ds 

n n ft ■ 

= Xn+1J2»n­i (R{n)) ÜJif + YjVn­i ( # H ) Wj X 2 / ( v 7 ^ ^ ) ^ * 
i=0 i=0 "'° 

n n 

= V l E ^ > (
R{n)

) <*? + E ^ - i (^(n)
) ^+1

 ÍÍ+1
> 

i=0 i=0 

onde a última igualdade resulta do facto de que, usando a substituição s =: tu, 

2 T (x/í^^) ldS = (2 /"' (yr^u?)ldv\ ti+i = ^ t i + i . 

Portanto, 
n+l ra n 

X)P»+I­ Í (#(n+1)) utf = v i E ^ ­ (fí(n)) ^ + ! > " ­ > (fí(n)) WÍ+I**"1"1­
i=0 i=0 i=0 

Então, para cada j = 1,... ,n + 1, temos que 

fij(R^+l^un+i­jt
n+1^ 

= xn+1 fij^ (RM) wn+1_,­ ín + 1"J + ^ (i2W) o ^ H ^ í n + 1 ^ 

= ( JC B + 1 ^ _ i (fí (n )) + fij ( JRW))w n + 1_ i í " + 1 ^ . 

a; 
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Portanto, usando a hipótese de indução, 

Hj{R{n+l)) = xn+l J2 Xil---Xij_1+ Y, Xil---Xij 
l<i\<---<ij-\<n \<i\<---<ij<n 

/ j Xh xij-i%n+l + / J
 xii' ' ' %ij 

\<ii<--<i]-i<n l<ii<---<i3<n 

= 2-j xh" ' xij 
l<ii<---<ij<n+l 

D 
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Capítulo 3 

Extensão de valorações 

A condição (2.7), na definição de valoração em Xn, só é válida se a reunião de dois 

corpos convexos ainda for um corpo convexo. Esta condição é demasiadamente redutora 

pois, em geral, a união de dois conjuntos convexos não é um conjunto convexo. No 

entanto, em vez de considerar %n, podemos tomar um conjunto que seja fechado para 

uniões finitas e que contenha %n e estender a esse conjunto qualquer valoração contínua 

definida em %n. Mostraremos neste capítulo que essa extensão é possível e única. 

Definição 3.0.4 O conjunto dos corpos policonvexos ou anel convexo em W1 é o conjunto 

de todas as uniões finitas de corpos convexos. Denotamo­lo por U(3C"). 

É óbvio que U(3Cn) D %n e que U(3Cn) é fechado para uniões finitas. 

A forma como construímos a extensão a U(3Cn) de uma valoração definida em %n será 

explicada na segunda parte deste capítulo e resulta da iteração da identidade (2.7). 

Para isso, torna­se necessário saber em que condições é possível estender univocamente 

uma valoração definida numa dada família de conjuntos, fechada para intersecções, a 

outra que a contenha e que seja fechada para intersecções e para uniões finitas. São essas 

condições que estudaremos na primeira parte deste capítulo. A existência e unicidade da 

extensão de uma valoração de %n a U(3Cn) é um caso particular deste problema. 

Ainda neste capítulo abordaremos o caso da extensão de uma valoração definida num 

conjunto fechado para uniões e intersecções para outro que seja fechado também para 

diferenças. A utilidade deste estudo será verificada no estudo da característica de Euler e 

da Fórmula de Euler­Poincaré, no próximo capítulo. 

37 
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3.1 Teorema do funcional de Groemer 

Definição 3.1.1 Seja X um conjunto qualquer não vazio e A um seu subconjunto. A 

função característica de A denota-se por XA e é a função real em X dada por XA(X) = 1 

se x E A e XA(X) = 0 se x ^ A. 

Definição 3.1.2 Seja / := E t i ^ X ^ , , onde a{ € R e A{ Ç X. Então / é uma com­

binação linear finita de funções características e diz-se uma função simples ou X-simples. 

Representamos por S(X) o conjunto de todas as funções simples em X. 

E óbvio que 

XAnB = XAXB (3.1) 

e que 

XAUB = 1 - (1 - XA)(1 - XB) = XA + XB ~ XAHB, (3.2) 

para todos os elementos A e B de X, onde a primeira igualdade em (3.2) resulta de (3.1) 

e do facto de que XAUB + X(AUBY = 1, onde (AUB)C representa o complementar de AuB 

em X. 

Da mesma forma e iterando (3.1) e (3.2), obtemos a fórmula de inclusão-exclusão para 

funções características: 

XAiuA2u-uAm = 1 — XAinA^n-nA^ 

= l - ( l - X A j ( l - X A 2 ) - - - ( l - X A m ) 

= / ;XAj - / jXAjnAj + 2 , XAinAj-nAfc • (3.3) 
i i < j i<j<k 

3.1.1 Extensão a uma família fechada para uniões finitas 

Seja L uma família de subconjuntos de R", fechada para uniões e intersecções finitas. 

O caso que depois nos irá interessar é L := U(9Cn). 

Definição 3.1.3 Um subconjunto G de L, fechado para intersecções finitas diz-se um 

conjunto gerador de L se todo o elemento de L puder ser obtido como união finita de 

elementos de G. 
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Note­se que %n é um conjunto gerador de U(3C"). 

Sejam G e L como na definição anterior e \x uma valoração definida em G. Como todo 

o elemento A G L pode ser expresso como uma união, B\ U B2 U • • • U Bn, com Bi £ G, 

podemos estender // a uma valoração em L, definindo 

//(A) := J ] n{Bi) ­ Y, n{B% fi Bi) + ■ ■ ■ , (3.4) 
i i<j 

como é sugerido por (2.8). No entanto, é necessário verificarmos se fi(A) está bem definida, 

pois A pode ser obtido como união de elementos de G de mais do que uma maneira. 

Definição 3.1.4 Dada uma valoração fi em G, o funcional com respeito a / i é a forma 

linear L^ definida em $(L), tal que, se / := X) i=1 C^XA,, com Aj G G, então 

i=\ 

Em geral, uma função simples / pode ser escrita de várias maneiras como combinação 

linear de funções características. Logo, é necessário verificarmos que este funcional está 

bem definido. 

Como vamos ver a seguir, a existência deste funcional e da extensão (3.4) são propri­

edades equivalentes de \x. 

Teorema 3.1.5 (Teorema do funcional de Groemer) Sejam G um conjunto gera­

dor de uma família de conjuntos L fechada para uniões e intersecções finitas e /i uma 

valoração em G. As seguintes afirmações são equivalentes: 

(i) fi estende­se de modo único a uma valoração em L. 

(ii) fi satisfaz a relação de inclusão­exclusão 

fi(B1 U B2 U • • • U Bn) = Y^KBi) - J^KBi nBj) + - , (3.5) 
i i<i 

sempre que B{ e G e B1 U B2 U • • • U Bn e G. 

(iii) \x define um funcional £^ no espaço vectorial S(L) das combinações lineares finitas 

de funções características de conjuntos em L. 



40 CAPÍTULO 3. EXTENSÃO DE VALORAÇÕES 

Demonstração. Vamos mostrar que (%) => (ii) =4> (iii) =>• (i). 

Se \x se estende a uma valoração única em L, então (ii) resulta da identidade (2.7). 

Portanto, (%) =>■ (ii). 

Suponhamos agora que se verifica (ii), mas que o funcional L^ não está bem definido, 

isto é, suponhamos que existem / e S(L) e Kx,..., Km e G, tais que, para algum 

k e { 1 , . . . , m ­ 1}, / = £* = 1 A ^ t e / = £™ fc+1 TzXtf, (com A , . . . , 7 m ^ 0), ou seja, 

PlXKl +■■■ + (­Jm)XKm = 0, 

mas que £* = 1 A /i(üf<) ^ ££U+i Ti A*(#i), isto é, 

MKi) + ■■■ + {­lm)v{Km) £ 0. 

Portanto, estamos a supor que existem Kx,...,Km G G e t t l r . . , « m <E E \ {0} tais 

que 
m 

X ^ i X ^ =0, (3.6) 
i=i 

mas 
m 

^ c ^ ( A ' , ) ^ 0 . (3.7) 
i = l 

Sejam Lx := KX,L2 := K2,..., Lm := Km, Lm+l := Kx n # 2 , i r a + 2 := Kx D K 3 , . . . , 

L2m­\ : = ^ i H Km,L2m •= K2 íl K3 e assim sucessivamente, percorrendo todas as inter­

secções dos conjuntos /Q's, dois a dois, três a três, (por esta ordem) até ao último con­

junto Lp := p|™i i^i­ Portanto os L,­'s definem um conjunto finito, A := {LX,L2,..., Lp}, 

contendo todas as intersecções possíveis dos conjuntos K^s. Como G é fechado para 

intersecções, temos que AcG. Por outro lado, A também é fechado para intersecções. 

Suponhamos que 
p 

5 ^ X ^ = 0, (3-8) 
i=<? 

enquanto que 
p 

] T ^ O k ) ^ 0 , (3.9) 
i=<7 

onde ôg / 0 e q é maximal, ou seja, não existe nenhum inteiro maior que q tal que (3.8) e 

(3.9) se verifiquem. Então, resulta de (3.6) e (3.7) que q > 1 (basta tomar 8{ = et,, para 

1 < i < m e Si = 0, para i> m). Por outro lado, de (3.8) e de (3.9), conclui­se que q < p, 

caso contrário ter­se­ia XLP = 0 e /u(Lp) 7̂  0. 
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Se existir x E Lq\ Uj=g+i Lj, então (3.8) implica que 5q — Y%=qàiXLi(x) = 0, o que 

contradiz a hipótese sobre 6q. Então, não existe tal x, logo Lq Ç Lq+Í U • • • U Lp, donde 

Lq = Lq n (Lq+i U • • • U Lp) = (Lq n Lq+i) U ■ • • U (Lq n Lp). Note­se que, através da 

maneira como foram definidos os conjuntos L;'s, para k > q, tem­se Lq D Lk = Lj, para 

algum ji > q. 

Então, usando (ii), temos que 

p / p \ p p 

^ái/iíLi) = V [ U (£, n LO ) + J ] M^i) = Y, &/*(£<)> 
i=q \i=q+l / i=9+l i=9+l 

donde, por (3.9), 

J2 ti»(Li) ¥> 0, (3.10) 
i= 9 +l 

onde & é a soma dos coeficientes de (J,(Li). Por outro lado, do mesmo raciocínio aplicado 

às funções características, resulta que 

p p p 

i=ç i=9+l i=q+l 

logo 

^ 6 X ^ = 0 , (3.11) 
í=9+l 

por (3.8). Mas, então, (3.10) e (3.11) contradizem a maximalidade de q. 

Então não existem tais Ki,..., Km G G nem a i , . . . , am G R que verifiquem (3.6) e 

(3.7). Portanto, (ii) => (iii). 

Para mostrar que (iii) =>■ (i), suponhamos que /i define um funcional £M no espaço 

das funções L­simples. Então, para A G L, seja 

^A):=ütl{xA). 

O facto de x̂, assim definida em L, ser uma valoração resulta da linearidade do funci­

onal e de (3.2). D 
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3.1.2 Extensão a uma família fechada para uniões finitas e para 

diferenças 

Em certos casos, será oportuno estender valorações definidas em U(Xn) para famílias 

de conjuntos que, além de serem fechadas para intersecções e reuniões finitas, também o 

sejam para a diferença de conjuntos em En , uma vez que U(X") não goza desta proprie­

dade. 

Seja B(L) a álgebra Booleana relativa, gerada pela família L definida atrás, isto é, a 

menor família de subconjuntos de Rn contendo L que é fechada para uniões e intersecções 

finitas e para diferenças de conjuntos, ou seja, dados A, B <E B(L), então A(~)B e B(L), 

AUB EB(L) e A\B e B{L). 

Note-se que, dados A,B € L, 

XA\B = XA\(AnB) =XA- XAHB = XA ~ XAXB- (3.12) 

Note-se também que o espaço vectorial §(L) é uma álgebra, pois o produto de funções 

características de elementos de L corresponde à função característica da intersecção desses 

elementos, que ainda pertence a L. 

Resulta de (3.1), (3.2) e de (3.12) que, se C G B(L) puder ser escrito usando uma 

sucessão de uniões, intersecções e diferenças à custa de um número finito de elementos de 

L, então xc G S(L). 

Vejamos então que todo o elemento de B(L) tem a propriedade requerida. Para isso, 

definamos 

Bi(L) := 1\JAÍ\BÍ, com Ai, B, e L ou At e L e B% = 0 i , 

onde 7 é um conjunto finito de índices. Observe-se que L C Bi(L), pois está contemplada 

a hipótese de B{ = 0 . É também claro que Bi(L) Ç B(L). Pela definição de BX(L), é 

óbvio que este conjunto é fechado para reuniões finitas. Vejamos que B^L) também é 

fechado para intersecções finitas e diferenças. 
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Sejam ( J ! = I ( 4 \ # 0 , U7=i(Q \ £>j) € ^ ( L ) . Então, 

A: m 

U(AA^)n|J(Q\^) = U ((M BO n (C* \ a,-)) 
i = l j = l íe{i,...,fc} 

j€{l,...,m} 

= (J ((A InCJ)\(B,uí)J))(;B1(L) ] 
•e{i *} 

j€{l,...,m} 

porque L é fechado para reuniões e intersecções finitas. 

Relativamente às diferenças, vejamos em primeiro lugar que, se A\ B e C \ D são 

elementos de Bi(L) tais que A, D <E L e B, C 6 L ou £ = 0 ou D = 0 , então resulta que 

(i4 \ B) \ (C \ D) e BX(L). De facto, 

(A\B)\{C\D) = A\{BuC)U{AnD)\BeBl(L), (3.13) 

pois L é fechado para uniões e intersecções finitas. Passando ao caso geral, temos que 

( k \ / m \ A: m 

I M \ Bi) \ I M \^) = u n «* \*«) \ (cí \^))- (3-14) 
i = l / \J = 1 / 1=1 j = l 

Portanto, concluímos por (3.13) que a expressão em (3.14) pertence a BX{L) e que este 

conjunto é fechado para diferenças. 

Resulta que B(L) — Bi(L) e como qualquer elemento deste conjunto se escreve usando 

uma sucessão de uniões, (intersecções) e diferenças à custa de um número finito de ele­

mentos de L, deduzimos, finalmente, que Xe £ &(L), para todo C G B(L). 

Corolário 3.1.6 Uma valoração fi definida num conjunto L e i " fechado para reuniões 

e intersecções finitas, admite uma única extensão à álgebra Booleana relativa, B(L). 

Demonstração. Pelo teorema 3.1.5, \i define um funcional L^ no espaço S(L). Dado 

C E B(L), já vimos que xc 6 S(L) e então definimos 

/i(C) := M x c ) . 

A linearidade do funcional juntamente com (3.3) implica que esta extensão de fj, é uma 

valoração em B(L). D 
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3.2 Extensão de valorações de Xa pa ra XJ(Xn) 

Já vimos, na secção anterior, em que condições é que uma valoração definida em Xa 

se pode estender de maneira única a U(Xn). 

O seguinte teorema mostra que essas condições se verificam, no caso de uma valoração 

contínua. 

Teorema 3.2.1 (Teorema da extensão de Groemer) Uma valoração contínua \i em 

Xn admite uma única extensão a uma valoração em XJ(Xn). 

Demonstração. Seja \i uma valoração contínua, definida em Xn. Pelo teorema do funci­

onal de Groemer, para mostrar que /i se estende de modo único a U(Xn), basta mostrar 

que \x define um funcional no espaço das funções simples em XJ(Xn). 

A prova será feita por indução sobre a dimensão do espaço. Em dimensão 0, U(X°) 

coincide com Xo, logo o teorema é trivial. 

Suponhamos que o teorema é válido em dimensão n — l, mas que não o é em dimensão 

n, isto é, admitamos que existem Ki,..., Km G Xn tais que 

m 

^2aiXKi = 0, (3.15) 
i=i 

mas 
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Y^OÍÍH{KÍ) = 1. (3.16) 

Seja m o menor inteiro positivo para o qual as expressões (3.15) e (3.16) existem. É óbvio 

que m > 2. 

Seja H um hiperplano de Rn tal que K\ C int(íf+) (H+ e H~ são os semi-espaços 

fechados associados a H). Como XKÍHH+ = XK{XH+, de (3.15) concluímos que 

771 

y^2,OiiXKinH+ = 0. 
i=l 

Da mesma forma, YT=i aiXK{nH = 0 e X X i «iX^nff- = 0. 

Por hipótese, \i é uma valoração em Xn, donde temos que 

m m m m 

7 = 1 7 = 1 7 = 1 7 = 1 
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Como os conjuntos KÍHH estão inseridos num espaço de dimensão n — l, por hipótese 

de indução, sai que J^ÍLI MÍVÍKÍ D H) = 0. 

Por outro lado, K\ n H~ = 0, donde Y^T=\ aiÁ^i n #~) = 0) P e l a minimalidade de 

m. 

Então, de (3.16), resulta que 
m m 

i = i t = i 

Consideremos agora uma sequência de hiperplanos H\, H2,... tais que K\ C int(Hf) 

e tal que existe r de forma a que H± D • ■ ■ D ifr
+ seja compacto. Iterando o argumento 

precedente, deduzimos que 
m 

J2 oiiii (Ki n H+ n • • • n #+) = i, (3.17) 
i = l 

para todo ç > 1. 

Notemos que {f]j­i Hf ) N é uma sucessão decrescente (isto é, se q0 < Çi, então 

D'=i ­^T ^ n^ii ^i1") de conjuntos compactos (tomando q > r) em W1, logo concluímos 

que l im^+ 0 O RLi # + = f & ^ ([Sc], pág. 48). 

Como, para a distância de HausdorfF, cada corpo convexo é o limite de uma sucessão 

decrescente de politopos ([We], pág. 109) e como cada politopo é uma intersecção finita de 

semi­espaços fechados, podemos tomar a sucessão de semi­espaços (i /*) N de tal forma 

que 
Q 

Kx= lim f)H+, 
1=1 

ou seja 
00 

i = l 

Então, 

(KinH?n­~nH+)9&(­+KinKl 

e, como fj, é contínua, chega­se a que 

Mm n(Ki nH+n---n Ht) = IX{K{ n Kx), 

donde, por (3.17), 
m 

^faifi{KinK1) = l. (3.18) 
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Usando (3.15), de um modo análogo depreendemos que 

m 

]C^X* injí+n...n/r+=0» (3.19) 
2 = 1 

para todo q > 1. 

Por outro lado, para cada a; G M, 

î rr+ X . 

De facto, se 

g_ líIí1
oo^ni/1+n...nff+(^)=0, 

então existe algum q0 G N tal que X/cjnff+n-..n/r+(a;) = °> P a r a tQdo ç > ç0, donde 

xtlbn D L # , logo z £ JÇ n l im^ + 0 0 DLi Ht e então ^ n ^ ^ ^ ^ (*) = 0. 

Invertendo o raciocínio, se 

então l im^+ooX^nf l+n-nf l i^) = °' P o r t a n t o ' 

Kf^nHtn-.-nH+ix) = 0 ̂  X^n l im^n^ / /+ ( * ) = «. 

logo 

J?00X*<n*+n...nflí(s) = X ^ X ^ n l h n ^ n L ^ ^ ) = *> 

donde, para cada x G Rn, 

Jj^oo^nfl+n-nfliW = X^niim^+.oiXi^)-

Portanto, pontualmente, 

„li5L ^^i n H+ n - n H+ = X/^n lim n<-, #,+ = ^ n *i ' 

e por conseguinte, por (3.19) 
m 

^ViXKiMd =0. (3.20) 
i= i 

Partindo de (3.18) e de (3.20), e usando o mesmo argumento com K\ n K2 em vez de 

Ki, obtemos 

(ai + a2)fJL(Ki n K2) + a^{Kx nK2nK3) + --- + amfi(Ki nK2D Km) = 1 
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e 

(«1 + a2)xKir\K2 + a3XKir\K2r\K3 + ' " ' + 0LmXKi^K2c\Km — 0> 

o que contradiz a minimalidade de m. 

Portanto, \x define um funcional no espaço das funções simples em U(3C") e pode-se 

estender de modo único a XJ(Xn). D 

Dada uma valoração JJL em Xn, continuamos a notar por /x a sua extensão a XJ(Xn). 

Em particular, concluímos que podemos estender a U(Xn) os volumes intrínsecos 

definidos em Xn. 

Note-se que a extensão de uma valoração \x a U(3C") não é necessariamente contínua 

neste seu domínio mais alargado. Por exemplo, dado e > 0, podemos encontrar subconjun­

tos A e B de Rn formados por um e dois pontos respectivamente, e tais que dn(A, B) < e. 

Como se tem /io(A) = 1 e Ho(B) = 2, concluímos que fio não é contínua em JJ(Xn). 

Assim, quando dissermos que uma valoração é contínua, queremos simplesmente dizer 

que a sua restrição a Xn \ {0} ê contínua. 
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Capítulo 4 

Valorações no anel convexo 

Viramos agora as nossas atenções para o conjunto dos policonvexos ou anel convexo. 

É este o ambiente natural para estudar os volumes intrínsecos e, mais geralmente, as 

valorações contínuas e positivamente invariantes por isometrias. É aqui que estudaremos 

as relações entre estas valorações e os volumes intrínsecos e onde ficará claro que o conjunto 

dessas valorações constitui (com as operações usuais) um espaço vectorial de dimensão 

n + 1 e que (fio, H\,..., fin) constitui uma sua base. 

Para tal, teremos de definir a função suporte de um corpo convexo, que nos permitirá 

trabalhar com funções em vez de trabalhar com os próprios conjuntos, o que se revela ser 

vantajoso. A partir daqui, demonstraremos uma série de resultados que nos permitirão 

chegar ao Teorema de Hadwiger. O passo fundamental dessa prova, iniciado na secção 4.3 

e concluído na secção 4.4, é a caracterização do volume como a única valoração contínua, 

simples e invariante em %n - Teorema do Volume. 

Começamos, no entanto, por uma caracterização mais profunda do volume intrínseco 

fio, que possui propriedades interessantes e que nos permitirá generalizar a qualquer di­

mensão um resultado devido a Euler, conhecido em dimensão 3. 

4.1 Característica de Euler 

Entre os volumes intrínsecos definidos em U(DCn) há um que é fundamental no estudo 

dos restantes. Trata-se de pL0. Já vimos atrás que dado K G 0Cn, /J.o(K) = 1. Pelo 

Teorema da Extensão de Groemer sai imediatamente o seguinte resultado: 

49 
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Teorema 4.1.1 Existe uma única valoração /x definida em U(Xn) ia/ gue /Lt(üf) = 1, 

sempre que K <E %n. 

Pelo que acabámos de dizer, resulta que a única valoração referida no corolário anterior 

é o volume intrínseco (j,0. 

Definição 4.1.2 O volume intrínseco fi0 designa­se por característica de Euler. 

A característica de Euler é uma ferramenta bastante importante, usada em Topologia 

Algébrica e a definição anterior é uma definição alternativa da característica de Euler, à 

que é dada nesse ramo da Matemática. 

Relembremos que um politopo convexo é, por definição, a envolvente convexa de um 

número finito de pontos. Resulta que qualquer politopo convexo é fechado. 

Usando o corolário 3.1.6, podemos estender a valoração fiQ à álgebra Booleana relativa 

gerada por U(3Cn). Continuamos a notar por //0 essa extensão. Como o interior relativo 

de um politopo convexo P é tal que relint(P) = P\relfr(P) e como relfr(P) é a união das 

faces de P, que são corpos convexos, então //0 (relint(P)) está bem definida e o seu valor 

é dado no seguinte resultado. 

Teorema 4.1.3 Seja P um politopo convexo de dimensão m emW1. Então, 

/i0(relint(P)) = ( ­ l ) m 

Demonstração. Como fj,0 está normalizado independentemente da dimensão do espaço 

ambiente, vamos calcular /i0(relint(P)) no espaço afim m­dimensional contendo P, isto é, 

em aff(P) que, por simplicidade, supomos que é Rm. 

Assim, neste caso, temos que relint(P) = int(P) e relfr(P) = fr(P). 

A prova deste teorema vai ser feita por indução sobre a dimensão do politopo P. 

Se dim(P) = 1, então, como relint(P) = P \ fr(P), resulta que 

/io(relint(P)) = //0(P) ­ //0(fr(P)) = 1 ­ 2 = ­ 1 . 

Suponhamos agora que, se dim(P) = m, então //0(relint(P)) = ( ­ l ) m . Queremos 

mostrar que, se dim(P) = m + 1 , então £ío(relint(P)) = ( ­ l ) m + 1 . Para isso, necessitamos 

de um processo para calcular a característica de Euler de conjuntos de dimensão m + 1, 



4.1. CARACTERÍSTICA DE EULER 51 

sabendo o seu valor para conjuntos de dimensão m. Ou seja, precisamos de um processo 

recursivo para o cálculo de /i0. 

Como já se disse, podemos supor P C Rm+1. Seja S(Xm) o conjunto das funções 

3Cm­simples. De acordo com os teoremas 3.1.5 e 3.2.1, /i0 define um funcional linear 

£™0 : S(0Cm) ­* R tal que, se K G %m, então L™(XK) = 1­

Suponhamos que temos definido um tal funcional. Vamos determinar um funcional 

Lm+i . s(xm+1) ­> R que defina ^ em Rm+1. 

Seja / G S(3Cm+1). Portanto, / é combinação linear de funções características de 

corpos convexos K\,..., Kp de Rm+1. Queremos definir a imagem de / por £C+ 1 . 

Indicaremos por (x l 5 . . . ,xm+\) os pontos de Rm+1. Dado t G R, seja Ht o hiperplano 

de Rm+1 de equação xm+i = í e consideremos a função 

/í : Rm—> R 

x i—>■ / ( x , í ) . 

Pela escolha de / , concluímos que a função ft é uma função 3Cm­simples em Rm, pois 

é uma combinação linear de funções características dos conjuntos p(Rm,Ki D Ht), com 

i E {l,...,p}, onde p(Rm, •) é a projecção ortogonal de Rm+1 em Rm. Como Kt n Ht é 

compacto e convexo em Rm+1, então a sua projecção em Rm também o é. Logo ft G $(Xm). 

Podemos, então, definir uma função 

gf : R—► R 

t H­4 ^ 0 (ft) . 

Ora, 5/ é combinação linear das funções características das projecções dos compactos 

convexos Kí}..., Kp no eixo xm+i, projecções essas que são intervalos compactos em xm + 1 , 

logo gj G S ^ 1 ) (identificamos o eixo xm+i com R). Para verificarmos que, de facto, gj 

é a tal combinação linear, consideremos o caso em que / é a função característica de um 

corpo K. Então (XK)Í é a função característica de p(Rm, K D Ht), donde 

1 se K n Ht zá 0 

0 caso contrário 
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9xÂt) =ll((XK)t) 
1 se t ep(xm+1,K) 

0 caso contrário 

Como p(xm+i,K) é um intervalo compacto em xm+i, então gXK é a função característica 

desse intervalo. Agora, no caso em que / é uma combinação linear de funções carac­

terísticas de corpos convexos Ku...,%^ de Rm+1, sai pela linearidade das aplicações 

/ *-+ ft ^ £^( / t ) ) que 9} 6 a dita combinação linear. 

-(J 1 »* 
Ç/̂ N -X„ 
> - " ^ / T ^ ' 

• *—' y ''a 
>x2 

Figura 4.1: Nesta figura, <// seria a função característica do intervalo [o, b], que é a pro­

jecção de K no eixo x%. 

Finalmente, definamos 

££"(/) :=£jo(*/) 

Temos de verificar que £™+1 é linear. Sejam /i, j G £>(Xm+l). Como £™+1(^ + j ) = 

&}io(9h+j), basta mostrar que g^+j = gh + Çj e como estas duas funções são definidas de 

E em R, basta ver que coincidem nas imagens de todos os reais. 

Mas, 

gh+j(t) = L™{{h + j)t) 

= *&((*)« +Ü)t) 

= 9h(t)+9j(t) 

= (9h + 9j)(t), V í e E . 

É também fácil mostrar que ü™+l{ah) = aL™+1(h), VaGMV/iÇ F(k + 1), logo £™+1 é 

linear. 
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Por outro lado, se / := XK, para algum K G %m+l então, como já vimos, gj é a função 

característica de p(xm+uK), isto é, de um intervalo compacto de E, logo ^^0(5XK) = 1, 

donde £ ™ + 1 ( X K ) = 1. Portanto, £™+1 define //0. 

Suponhamos agora, por indução, que //0( relmt(Q)) = ( — l ) m sempre que Q for um po-

litopo de dimensão m. Consideremos a função Xrelint(P)- Então, pela hipótese de indução, 

9xrennt(P) é t a l ^ue ^reiint(/>)(*) = £™o ((xreiint(p)) t) = ( " l ) m se t G p ( x m + i , relint(P)) e 

gXrelint(p)(í) = 0, caso contrário. Mas p(xm+i, relint(P)) é um intervalo aberto / em E, 

l og° 5xreunt(p) = (-!)mX/-
Então, 

£™o + (Xrel int (P)) = ^ M 0 (#Xrelint(P)J 

= ^Í0((-i)mx/) 

= (-l)m^Í0(X/) 
= ( - l ) > o ( / ) 

= ( - l ) m ( - l ) 

= ( - l ) m + 1 . 

Portanto, /z0(relint(P)) = ( - l ) m + 1 . D 

Por outro lado, como a fronteira de um politopo P é uma união finita de politopos (das 

faces de P) , então relfr(P) G U(Xn) e, portanto, ^0(relfr(P)) está definida e podemos 

calculá-la. 

Teorema 4.1.4 Se P é um politopo convexo e compacto de dimensão m, então 

/x0(relfr(P)) = 1 - ( - l ) m . 

Demonstração. Mais uma vez, usamos a extensão de HQ à álgebra Booleana relativa 

gerada por U(3Cn). Como relfr(P) = P \ relint(P) então 

Aio(relfr(P)) = ^{P \ relint(P)) = /x0(P) - /i0(relint(P)) = 1 - ( - l ) m
 D 
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Podemos agora provar o seguinte teorema, que generaliza o resultado bem conhecido, 

descoberto por Euler e que diz que em todos os poliedros convexos há uma mesma relação 

entre o número de faces, / , de arestas, a, e de vértices, v, a saber, v - a + f — 2. 

Teorema 4.1.5 (Teorema de Euler-Poincaré) Seja P um politopo de dimensão m. 

Então, se fc representa o número de faces de dimensão i de P (i <E {0, ...,m - 1}), 

tem-se que 

/O - fi + • • • + ("1)7 , + • • • + {-l)m~lfm-l = 1 - (-1)™. 

Demonstração. Já sabemos que a fronteira relativa de P é uma união de politopos, 

nomeadamente das faces de P. Se tomarmos os interiores relativos das faces de P, então 

a reunião disjunta de todos esses interiores continua a ser relfr(P). 

Então, com F a percorrer todas as faces de P, temos que 

/x0(relfr(P)) = ^ / / 0 ( re l in t (F) ) 
F 

m—1 
= E E Mrelint(F)) 

i=0 F:dim(F)=i 

m— 1 

= Et-1)1/*-
t=0 

Como /i0(relfr(P)) = 1 - ( - l ) m , o teorema está provado. D 

O teorema anterior foi o primeiro teorema combinatório acerca de politopos a ser 

descoberto. Ainda hoje se mantém como um dos resultados mais importantes acerca de 

politopos e muitas generalizações e modificações suas são conhecidas; ver [G-S] e [Sh]. 

4.2 Função suporte 

Como um corpo convexo é a intersecção dos seus semi-espaços de suporte ([Mc-Sh], 

pág. 34), tal conjunto pode ser convenientemente descrito especificando a posição dos 

seus hiperplanos de suporte, através dos seus vectores normais exteriores. Esta descrição 

é-nos fornecida pela função suporte do conjunto em questão. 
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Vejamos como é construída essa função. Seja K um corpo convexo (não vazio) de R" 

e u um vector não nulo de W1. Para cada a e i , sejam HU)0L o hiperplano de Rn definido 

do seguinte modo 

Hu,a ■= {x eRn : (u,x) = a] 

e H~a o respectivo semi­espaço fechado tal que 

H­a:={xeRn:{u,x)<a}. 

A medida que a aumenta, o hiperplano HUt0í descreve uma família de hiperplanos 

paralelos, cada um dos quais com u como vector normal. 

Figura 4.2: 

Em geral, existirão dois valores de a para os quais o hiperplano HUt0l suporta o corpo 

K (na figura, são A e 7). Só um destes valores (A, na figura) é tal que K C H~a. 

Claramente, K C H~a se e só se (u, a) < a, para todo a £ K, isto é, se e só se 

max{(«,a) : a G K} < a. 

Note­se que, como K é compacto e a aplicação x H­> (u, x), com x G K, é contínua, 

este máximo é atingido nalgum seu ponto. 

Se, por outro lado, se forçar a que o hiperplano HUtCl suporte K, então, para al­

gum ponto a0 de K, (u, a0) = a. Portanto, HUtCt é um hiperplano de suporte de K (e 

representamo­lo por HUtOC(K)) se e só se 

a = max{(ti, a) : a € K}. 



56 CAPÍTULO 4. VALORAÇÕES NO ANEL CONVEXO 

Definição 4.2.1 A função suporte de um corpo convexo K é a função hK : R" —>• R, tal 

que hK(u) := max{(ií,:r) : x G -if}. 

Note-se que, pelo que vimos atrás, dado « Ç R " , um corpo convexo K fica inteiramente 

situado no semi-espaço fechado definido pelo hiperplano HU:hK^(K) determinado pela 

equação (u,x) = hK(u) e tal que (u, y) < hx(u), para todo y G K. De facto, pelo que 

dissemos no início desta secção, K é a intersecção desses semi-espaços fechados. Portanto 

«El» 

Resulta que um corpo convexo K pode ser expresso como sendo o conjunto de todas 

as soluções de um sistema de inequações dado pela sua função suporte, isto é, 

K = {x € R" : (u,x) < hK(u), \/u e Rn}. 

Assim, K fica completamente definido através da sua função suporte, ou seja, existe 

uma correspondência bijectiva entre dois tipos de conjuntos muito diferentes: conjuntos 

convexos e compactos de R" e certas funções em R™. Que classe de funções é esta? Isto é, 

dada uma função em R", como sabemos que se trata de uma função suporte de um corpo 

convexo? Esta é uma questão que, com a ajuda dos resultados provados na secção 1.2.2, 

será respondida mais adiante. No entanto, ainda necessitamos de mais alguns resultados. 

Vejamos, primeiro, um exemplo de uma função suporte de um corpo convexo, neste 

caso, de um segmento de recta em Rn. Dado « 6 R", se [v, —v] representar o segmento 

de extremos v e —v, então h\V)-v](u) = \{u,v)\, para cada u G R". De facto, 

h[v-v](u) = max{(u,y) : y € [w, -v}} 

— max{|tt||y| cos(Z(u,y)) : y € [v, —v}} 

Í \v\\u\cos(Z(u,v)) <= cos(Z(u,v)) > 0 

\ — v\\u\ cos(Z(u,—v)) <í= COS(Z(M, — v)) > 0 

Í (u,v) <= (u,v) > 0 

(u, -v) <= (u, -v) > 0 

Í (u,v) 4= (u,v) > 0 

-(u,v) 4= (u,v) < 0 

. \(u,v)\. 
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Definição 4.2.2 Uma função real, / , definida num convexo (não vazio) X de R" diz­se 

convexa se 

f(ax + fa)<af(x)+/3f(y), 

sempre que x, y G X e a, (5 > 0, com a + j5 — 1. 

Definição 4.2.3 Seja / uma função real definida num conjunto convexo não vazio X de 

Rn. O epigráfico de / nota­se por epi(/) e é o seguinte subconjunto de Rn+1: 

epi(/) := {(xi,. .., xn, x) G R™+1 : x > f(xu...,xn), com (xu...,xn) G X}. 

Figura 4.3: Epigráfico em R2 de uma função / : R —>■ R 

Teorema 4.2.4 Seja f uma função real definida num conjunto convexo não vazio X de 

En . Então f é convexa se e só se o seu epigráfico é um conjunto convexo. 

Demonstração. Para cada x := (x±,... ,xn) G Rn e cada escalar A, seja (x, A) o ponto 

( x 1 , . . . , x n , A ) e R n + 1 . 

Suponhamos que / é convexa. Sejam (x, A), (y, 7) G epi(/). Então x, y G X e A > f(x) 
e 7 ■> /(y)­ Sejam a, /3 > 0 tais que o; + /? = 1. Da convexidade de / resulta que 

f(ax + Py) < af(x) + 0f(y) < aX + fa. 

Portanto, o ponto 

a(x, A) + p(y, 7) = ( a i + fa, aX + fa) 

pertence a epi(/), logo este conjunto é convexo. 

Reciprocamente, suponhamos que epi(/) é convexo. Sejam x, y G X e a,/3 > 0, com 

a + /3 — 1. Como epi(/) é convexo, o ponto 

a{x, f(x)) + P(y, /(y)) = ( a i + fa, af(x) + fa {y)) 
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pertence a epi(/). Resulta que 

f{ax + Py)<af(x)+0f(y), 

o que mostra que / é uma função convexa. □ 

Definição 4.2.5 Um cone convexo C é um conjunto convexo não vazio tal que se x G C, 

então \x G C, para todo A > 0. 

Teorema 4.2.6 Seja C um cone convexo fechado em Rn. Então cada hiperplano de 

suporte de C contém a origem de W1. 

Demonstração. Seja Hu,a um hiperplano de suporte de C. Então, (u, a) < a, para todo 

a e C e existe a0 G C tal que («, a0) = a. Portanto, a0 G C n HUtCc. 

Como a0 G C, então Àa0 € C, para todo A > 0. Portanto, para todo A > 0, temos que 

(u,XaQ) < a, donde resulta que (u,a0) < f, ou seja, a (l ­ ±) < 0. Concluímos, então, 

que ft = 0 e que 0Rn G ií„)0. □ 

Definição 4.2.7 Seja C um cone convexo. Uma função / : C ­> R diz­se positivamente 

homogénea de grau k se 

/(Are) = Afc/(x), para todos A > 0,x G W 

e / diz­se subaditiva se 

/ (x + y) < f(x) + /(?/), para todos x, y G En . 

Uma função positivamente homogénea de grau 1 e subaditiva designa­se por sublinear. 

E claro que uma função sublinear é convexa. 

Passamos, agora, ao resultado mais importante desta secção. 

Teorema 4.2.8 Se f : Kn —> E é uma função sublinear, então existe um único corpo 

convexo K tal que f é a sua função suporte. 



4.2. FUNÇÃO SUPORTE 59 

Demonstração. A unicidade já ficou clara com a construção das funções suporte. Pas­

semos então à prova da existência. Como / é sublinear é convexa e como toda a função 

convexa é contínua no interior do seu domínio ([Sc], pág. 23), então / é contínua. 

Consideremos então o seguinte conjunto 

K := {x G E" : (x,v) < f(v), para todo Ü É R " } . 

Então K é a intersecção de semi-espaços fechados, um por cada normal v. Logo, K é 

convexo e fechado. Além do mais, K é limitado (logo compacto) pois, se x G K \ {0Rn}, 

tem-se que \x\ = (x, ]ff} < / (jfj) e, portanto, se M := max{/(x) : x G S""1} (M existe 

porque / é contínua e S""1 compacto), então K está contido em B(0Rn,M). 

Se K / 0 , então é óbvio que hK{u) < / ( « ) , para todo u G R". Vamos, então, mostrar 

que K ^ 0 e que /&#(«) > /(it), para todo « e f . 

Já vimos que / é contínua e como também é sublinear, resulta que o seu epigráfico é 

um cone convexo em En x R Seja u e Rn \ {0Kn}, qualquer. Como (u, /(u)) G fr(epi(/)), 

então o teorema 1.2.9 garante a existência de um hiperplano de suporte, H^^^ (com 

y G Rn e rj G K) a epi(/) no ponto (u, /(«)) e tal que 

epi(/) C H~yv)a := ( M e f x R : <(y> 77), («, „)) < «}. 

Pelo teorema 4.2.6, sabemos que a = 0. 

Vejamos que, de facto, temos 77 < 0. Seja (u, 7) G epi(/) \ gr(/), isto é, 7 > / (u) . 

Então, («,7) G H~yT))0. Mas, por outro lado, temos que (u,f(u)) G #(y,„),o, isto é, 

{(uj(u)), (y,T])) = 0, ou seja (u, j/) + /(u)?7 = 0. Ora, se 77 > 0, então como 7 > / («) , 

teríamos que (u, y) + 777 > 0, ou seja, ((u, 7), (y, 77)) > 0, o que é uma contradição com o 

facto de que («,7) G #(~„)>0- Portanto, 77 < 0. Por outro lado, se 77 = 0, então i/(j,,o),o é 

um hiperplano de E n + 1 ortogonal a E" e que passa pela origem. Como o domínio de / é 

E", então não pode ser hiperplano de suporte de epi(/). Portanto, 77 < 0. 

Então, como Hfy^fi = i ?~ i ( ))0, pois - i > 0, podemos supor que 77 = - 1 . Assim, 

epi(/) C // (- _1))0 = {(v, u) G E" x E : <(y, -1 ) , (v, !/)> < 0}, 

logo (y,v) < /(t>), para todo u G En . Por outro lado, como («,/(«)) G H{y_l)fi, temos 

que (y, u) = / (u) . Isto mostra que y G K, logo K ^ 0 e hK{u) > f(u). D 



.., . . 

60 CAPÍTULO 4. VALORAÇÕES NO ANEL CONVEXO 

4.3 Valorações simples nos policonvexos 

Consideremos a soma K + L de dois corpos convexos K e L, normalmente designada 

por soma de Minkowski. 

Como, para cada « e i " , 

max{(x + y, u) : x G K, y G L} = max{(:r, u) : x G K} + max{(y, u) : y G L}, 

resulta que 

hK+L = hK + hL. (4.1) 

O próximo resultado mostra que a convergência de corpos convexos pode ser estudada 

usando a noção de função suporte. O uso da função suporte nestes casos traz claras 

vantagens, pois, normalmente, é mais fácil trabalhar com a convergência uniforme de 

sucessões de funções do que com os conjuntos propriamente ditos. 

Proposição 4.3.1 Dados, K,L G Xn, tem-se que 

dH(K,L)= sup \hK(u) - hL(u)\. (4.2) 

Demonstração. Seja a > 0 qualquer. Se dH(K, L) < a, então, K Ç L + orBn, donde, 

para u G Sn_1 , /IA-(U) < hL+aBn(u) = hL(u) + a. Alternando os papéis de K e L, 

concluímos que \hK(u) - hL(u)\ < a, donde supueS"-i \h>K(u) - hL(u)\ < a. Portanto, 

concluímos que dH(K, L) > supu€Sn-i \hK(u) - hL(u)\. 

Fazendo o raciocínio inverso, mostramos que dH(K,L) < supu6§n-i \hK(u) - hL(u)\, e 

o resultado sai. D 

Assim, quando usamos a função suporte para estudar a convergência de sucessões em 

Xa, restringimos essa função à esfera unitária para que a relação (4.2) seja válida. 

Reciprocamente, podemos estender uma função definida em S"_1 de modo a que a 

extensão seja função suporte em Xa. Uma função h : S n _ 1 - > R é função suporte de um 

corpo convexo se e só se a sua extensão radial h : W —> E dada por h(au) := ah(u), para 

todos u G S n _ 1 e a > 0, for sublinear. 
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Definição 4.3.2 Um zonotopo é uma soma de Minkowski finita de segmentos de recta. 

Um zonóide é um corpo convexo que é o limite, para a distância de Hausdorff, de uma 

sucessão de zonotopos. 

Definição 4.3.3 Dado K G %n, seja ­K :— {x : ­x G K} a reflexão de K pela origem. 

Se K = — K, dizemos que K é centrado ou simétrico pela origem. Um conjunto K diz­se 

simétrico se algum seu translatado é centrado. Representamos por %n
c o conjunto de 

todos os corpos convexos em Rn que são centrados. 

Note­se que qualquer zonotopo é um corpo convexo simétrico, de centro no ponto 

definido pelo vector que é soma dos vectores dos pontos médios dos segmentos que geram 

o zonotopo. 

Observe­se também que a função suporte de um corpo convexo é par se e só se esse 

corpo for centrado. 

Proposição 4.3.4 Seja K £ X™ e suponha­se que a função suporte hK é C°°. Então, 

existem zonóides, Y\ e Y2, tais que K + Y2 = Y\. 

Demonstração. A Transformação Cosseno, C, é a aplicação 

e : c 0 0 ^ " ­ 1 ) —■> ^ ( S " ­ 1 ) 

9 1—y e(g) : S""1 —► R 

u 1—> \{u,v)\g{v)dan­i(v) 
Jsn~l 

A transformação C é um operador linear e bijectivo no espaço das funções pares e C°° 

em § n _ 1 . Para o desenvolvimento desta questão, consultar o Apêndice A. 

Como a função hK : S"_1 ­4 R é C°° e par (pois K é centrado), existe uma função 

g : S™"1 ­>• R, par e C°° tal que kK = C(g), ou seja 

hK(u) = / \(u,v)\g{v)dan_i(v). 
7 § n ­ l 

Sejam g+ e g~ as funções reais definidas em §™­1 por 

g+(v) :=max{g(v),0} 

e 
g~(v) := m&x{-g(v),0}. 
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Tem­se que g = g+ — g~ e 

hK(u)+ \(u,v)\g­(v)dan­l(v)= |(«, v)\g+{v)dan^{v). (4.3) 

Como as extensões radiais das funções hYl := G{g+) e hy2 := C(g~) são sublineares e 

pares, então, pelo teorema 4.2.8 e pelo que se disse a seguir à proposição 4.3.1, elas são 

funções suporte de alguns corpos convexos centrados Y\ e Y2, respectivamente. Assim, 

pelo mesmo teorema e por (4.1), a equação (4.3) é equivalente a ter K + Y2 = Yv 

Além disso, é possível aproximar os integrais em (4.3) por combinações lineares finitas 

de funções suporte de segmentos de recta (ou seja, de funções suporte de zonotopos), 

donde Yx e Y2 são zonóides. De facto, dado e > 0, vamos mostrar a existência de a{ > 0 e 

Vi G S""1 (i = 1 , . . . , k) tais que 

/ 

k 

g+{v)\(u,v)\dan_l(v) ­ YV| (u ,U i 
n ­ l ■* ' 

1=1 

< e, para todo u G § n­l 

Como g+ é contínua e está definida num compacto, então é uniformemente contínua, 

ou seja, 

3S > 0 VÜ, v' e S"""1 : \v ­ v'\ < S => \g+(v) ­ g+(v') | < — — , (4.4) 

onde, como já dissemos, cr„_i representa a área de superfície de Sn _ 1 . Então, 

\g+(v)\(u,v)\­g+(v')\(u,v')\\ 

< \g+(v)\(u, v)\ ­ g+(v')\(u,v)\\ + \g+(v')\(u,v)\ ­ g+(v')\(u,v')\\ 

= \g+(v)­g+(v')\\(u,v)\ + g+(v')\\(u,v)\­\(u,v')\\ 

<\g+(v)­g+(v')\\(u,v)\ + g+(v')\v­v'\ 

<\g+(v)­g+(v')\+g+(v')\v­v'\ 
e 

< 
O n ­ l 

onde esta última desigualdade resulta do facto de se considerar ô tal que (4.4) se verifique 

e tal que õ < 2(Tn
€_lM, onde M := max{#+(t>) : v e S71"1}. Assim, ambas as parcelas da 

penúltima linha ficam menores que ~— e a desigualdade sai daí. 

Consideremos agora uma partição, üu ..., Q,k de S"""1 tal que o diâmetro de cada Qi 

é menor que S. Seja V{ G Oj e consideremos a seguinte soma 
k 
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ou seja 

22g+(vi)<Jn-i(tti)\(u,Vi)\-
i=\ 

Por outro lado, temos que 

9 {v)\{u ,v)\dan-i(v) = ] P / g+(v)\{u,v)\dan-i{v). 
Í = I 7 f l ' 

Assim, 

Y. 9+(v)\(u,v)\dan^{v)-y2 9+(vi)\{u,Vi)\dan-i(v) 

£ ( 7 ^(«JKu.vJIdff».!^)- / 9+(vi)\(u,vi)\dan^(v)) 

<Í2 [ (g+(v)\(%v)\-g+(vi)\(u,vt)\)dan^(v) 

it 

- è ( j [ b+(w)l<«, v>l - <jr+(«OI<t*, v4>|| A7v,_i(«) 

< E -dcr„_l(w) 

C n - 1 
2 ^n-lffit) 
t = l 

Portanto, 

/ g+(v)\(u,v)\dan^(v) - Y]^+(ui)cr„_i(ííi)K«,Ui)l < e 

e podemos assim aproximar uniformemente em§" i o integral por uma função 

de um zonotopo. 

O mesmo se aplica ao integral 

/ \{u,v)\g (v)dan-i(v). 

Concluímos, finalmente, que Y\ e Y2 são zonóides. 
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Seja SO(n) o grupo especial ortogonal, isto é, o grupo de todas as isometrias lineares, 

em R", de determinante positivo. Seja "B := {eu... ,e„} a base canónica de Rn e deno­

temos por SO(n, ¥>) o conjunto de todos os elementos de SO(n) que fixam, pelo menos, 

?i — 2 elementos de "B. 

Proposição 4.3.5 Seja <j) £ SO(n). Existe uma colecção finita <f>i,...,<f)m de isometrias 

em SO(n, Œ>) tal que <j> = fa- • • <f>m. 

Demonstração. A proposição é claramente válida em R2, porque SO(2, 15) = SO(2). 

Suponhamos que n > 3 e que a proposição se verifica para a dimensão n — 1. Seja 

<j) £ SO(n) \ 50(n, !B). Seja v := </>(en) e suponhamos, sem perda de generalidade, 

que v ^ ±en. Seja v' := ff-i'^|, onde p(Rn_1,-) é a projecção (ortogonal) de Rn em 

R™-1 = G{ei,... ,e n_i} , isto é, v' é a projecção ortogonal, normalizada, de v no espaço 

gerado por e i , . . . , e n _i . Existe ^ € SO{n) tal que V(e„) = en e ^(u') = e„_i. Como 

?j G Gluten}, resulta que ip(v) £ G{en^i,en}. 

Seja £ a isometria linear de determinante positivo que fixa e i , . . . , e„_2 e tal que 

CM«)) = en- Então, C € S O f a S ) e C(V>(^(e„))) = C(V>0>)) = en- Seja 77 := (xf><f>. 

Como ip e r\ fixam en, resulta da hipótese de indução em SO(n — 1) que existem 

ipi,...,ipi,r}i,...,r]j £ SO(n, "B) tais que xj; = fa - • • ^ e 77 = 771 • • • r/j. Portanto, 

Lema 4.3.6 Qualquer politopo convexo em W1 pode ser expresso como uma união finita 

de simplexos Ax U • • • U Am, tal que dim(Aj D Aj) < n, para todos i ^ j . 

Demonstração. Provemos este lema por indução sobre a dimensão. Consideremos o 

caso em que n = 2 e seja P um politopo convexo em R2. Se relint(P) = 0 , então P 

é um segmento de recta que é um simplexo de dimensão 1. Suponhamos, então, que 

relint(P) ^ 0 e seja x £ relint(P). Sejam xi,...,xk os vértices de P , ordenados de 

tal forma que os vértices x{ e x í+1 são os vértices de uma mesma faceta. Consideremos 

A i i i+1 := conv{x,Xi,xi+i}, com i £ {l,...,k} e identificando xk+1 com x\. O facto de que 
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Aj,i+i C P está assegurado pela convexidade de P e como x, X{ e xi+\ são independentes 

afins em R2 (pois x E relint(P)), então A i ] i+1 é um simplexo. Por outro lado, 

k 

P = \jAiti+1. 
i=i 

De facto, a inclusão 

P^\JA1I1+1 
I=\ 

é óbvia. Relativamente à inclusão recíproca, dado y G P, consideramos a semi­recta 

ty + (1 — t)x, com í GKQ". Então existe algum í0 > 1 tal que essa semi­recta intersecta 

uma faceta de P de vértices Xi e xi+i num ponto yQ. Ou seja, y0 = t0y + (1 — í0)z e 

Í/O = axi + bXi+i, com 0 < a,b < 1 e a + b = 1, donde resulta que 

a b t0 — 1 
y = — Xi + —xi+i + ——x 

to ío ío 
e 0 ^ ^ ' è ' V ^ l e ^ + è + V = 1­ Portanto, y G AM + 1 e então 

fc 

Fç(jAM + 1 . 

É óbvio que, se i ^ j , & dimensão de A i i i+1 D Aj,j+i ou é zero (sei + l^jej + l^i) 

ou é um (se i + 1 = j ' ou j + 1 = i). 

Suponhamos, agora, que o lema é válido para dimensão n — 1, com n > 3. Queremos 

provar que também o é para dimensão n. 

Consideremos, portanto, um politopo P em En tal que relint(P) ^ 0. Por hipótese, 

podemos supor que cada uma das facetas de P está expressa como uma união finita de 

simplexos, nas condições pretendidas. Então, basta considerar um ponto x G relint(F) 

e unir, por um hiperplano, esse ponto x a cada um dos vértices dos simplexos definidos 

nas facetas de P. Então, para cada um dos simplexos (de dimensão n — 1) definidos nas 

facetas de P, obtemos um novo simplexo de dimensão n, pois obtemos um conjunto que é 

a envolvente convexa de n + 1 pontos independentes afins em R™. Como os simplexos for­

mados em cada faceta de P se intersectam, no máximo, num subespaço afim de dimensão 

n — 2, resulta, da maneira como foram construídos os simplexos em P, que se intersectam, 

no máximo, num subespaço de dimensão n — 1. 

Falta ver que a união desses simplexos, A l 5 . . . , Am , é o politopo P. 
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Se u G (J™! Aj, então u G Aî0, para algum i0 G { 1 , . . . , m}, isto é, u pertence à en­

volvente convexa dos vértices da base de Aio (que está contida numa faceta de P) e de x 

(pertencente ao interior relativo de P). Portanto, ou u pertence a essa faceta ou está no in­

terior relativo de P, donde u G P. Reciprocamente, seu G P, então considerando o ponto 

de intersecção da semi­recta unindo x a u com uma faceta de P, concluímos através de 

um raciocínio análogo ao feito para o caso n = 2 que u pertence a um dos simplexos Aj. D 

Notamos por [0, l ]n o produto cartesiano (com n factores) do intervalo fechado [0,1]. 

Portanto, [0,1]™ denota o cubo unitário em Rn. 

O próximo resultado é o passo fundamental na prova do teorema de Hadwiger que 

apresentamos (e que é devida a Daniel A. Klain). 

Teorema 4.3.7 Seja fi uma valoração em Xn continua, invariante por translações e 

simples. Se /i ([0, l]n) = 0 e fi(K) = n{­K), para todo K G Xn, então /i(K) = 0, para 

todo K G %n. 

Demonstração. Consideremos o caso em que n = 1. Em E, os conjuntos compactos e 

convexos são os intervalos fechados. Assim, como 

[0,1] = (J 
i= i

 L 

1 i 
k 'k 

então 

° = £ / i 

i = i 

1 i 
k 'k 

, VA; G N, 

pois fj,([Q, 1]) = 0 e fj, é simples. Por outro lado, \i é invariante por translações, logo 
k(fJL{[0'k\)) = 0 , istoé 

fi °<l = 0, VA; G N. 

Como qualquer intervalo fechado de comprimento racional, 2, pode ser escrito como uma 

união (com p termos) de intervalos fechados de comprimento ­, onde cada termo dessa 

união intersecta outro, no máximo, num ponto, concluímos, usando as condições que fi 

verifica, que fi([a, b]) = 0, para todos a,b G M tais que b ­ a G Q+ . Da continuidade de 

H concluímos que fi toma o valor 0 em todos os intervalos fechados e o teorema é válido 

quando n = 1. 
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Para n > 1, suponhamos que o teorema se verifica para valorações definidas em DC1-1. 

Como \x é invariante por translações e simples, então de //([O, l]n) = 0 resulta que 

»{&IY) = 0, para todo k € N, pois /x([0,1]») = £ E i 0 ([<>, ü " ) = *"** ([0,±]B). 

Portanto, usando um argumento análogo ao caso n = 1, sai que /x(C) = 0, para todo 

o rectângulo C com lados de comprimento racional. A continuidade de /j, implica que 

/i(C) = 0, para todo o rectângulo C. 

Seja, agora, D um paralelotopo com os lados paralelos a um outro sistema de eixos 

ortogonal. Se n — 2, então D pode ser decomposto num número finito de "peças", 

translações das quais podem ser "coladas" para formar um rectângulo C com os lados 

\ ' ^^^ ' " " ' 
\ ' ^ — ' ^ ** " 

Figura 4.4: Re-orientação de um rectângulo usando "cortes", translações e "colagens". 

paralelos aos eixos originais. Como \x é simples e invariante por translações, resulta 

que jJ.{D) — fj,(C) — 0. Se n > 2, então para cada isometria directa ( £ SO(n, 13), um 

paralelotopo com os lados paralelos aos eixos da base £(!B) pode ser "cortado", translatado 

e "colado" num paralelotopo com os lados paralelos aos eixos de Œ5, usando precisamente 

as operações seguidas no caso n = 2. Este procedimento resulta porque ( fixa, pelo menos, 

n — 2 eixos coordenados do sistema ortogonal original e, portanto, no máximo 2 eixos de 

C(2$) é que são operados, logo, basta operar segundo as direcções do paralelotopo que não 

são paralelas aos eixos de 2 . Como estes são no máximo dois, podemo-nos restringir ao 

subespaço gerado pelos elementos de £(23) que não ficam fixos. Este subespaço é isomorfo 

a R2, logo podemos efectuar as mesmas operações efectuadas para o caso n = 2. Mais 

geralmente, se ip G SO(n), a proposição 4.3.5 garante a existência de um número finito 

de elementos de SO(n, 33) tais que ip é a composição dessas isometrias. Portanto, um 

paralelotopo com os lados paralelos aos eixos associados à base tpfô) pode ser "cortado", 
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translatado e "colado" num paralelotopo com os lados paralelos aos eixos de 3 usando 

um número finito de operações do tipo usado quando n = 2. Resulta, então, que se D 

é um paralelotopo com os lados paralelos a um qualquer sistema ortogonal de eixos de 

Rn, então /j,(D) = 0, pelas condições a que /i verifica e porque D pode ser obtido de 

um paralelotopo C (com os lados paralelos ao sistema de eixos original) através de um 

processo constituído por decomposições, translações e "colagens". 

Definamos, agora, uma valoração r em Xn~l da seguinte forma. Dado K G Xn~l, seja 

T(K) := IÍ(K x [0,1]). 

Note-se que r([0, l]n_1) = //([0,1]") = 0. Por outro lado, é óbvio que, sendo /i contínua, 

simples e invariante por translações, o mesmo acontece com r. Também, temos que 

- (K x [0,1]) = -K x [0,1] + v, onde v := (0 , . . . , 0, - 1 ) , donde podemos concluir que 

[i ( - (K x [0,1])) = n (-K x [0,1]), pela invariância de /j, por translações. Resulta que 

T(-K) = T(K), para todo K G %n~l. Então, r satisfaz as condições do teorema, logo, 

por hipótese de indução, r = 0, ou seja, fj, vale zero em todo o cilindro recto de base 

convexa e altura 1. Como fj, é simples, sai que \i{K x [a,b]) = 0, para todo K e %n~l e 

todos a, b G R tais que b - a £ Q+ . A continuidade de // implica que fi(K x [a, b]) = 0, 

para todo K G 3Cn_1 e todos a,b G R tais que 6 > a. Ou seja, // vale 0 em todo o cilindro 

recto de Kn de base convexa. 

Sejam Xi,...,xn os eixos coordenados de R". Identifiquemos R" -1 com o hiperplano 

xn = 0. Os cilindros que acabámos de considerar têm a base e o topo congruentes e 

inseridos em hiperplanos paralelos ao hiperplano xn = 0 (respectivamente de equações 

xn = a e xn = b), ou seja, as arestas unindo a base e o topo são ortogonais a esse 

hiperplano. O mesmo processo pode ser aplicado a qualquer cilindro recto com base num 

qualquer hiperplano de R". Como fj, = 0 em paralelotopos segundo qualquer orientação, 

concluímos, como em cima, que /i = 0em cilindros rectos segundo qualquer orientação. 

Seja M um prisma tal que a sua base e o topo são congruentes e paralelos ao hiperplano 

xn = 0, mas a sua fronteira não é ortogonal a esse hiperplano, isto é, um "cilindro 

inclinado". Decompomos M em duas peças, Mi e M2, separadas por um hiperplano 

que é ortogonal aos hiperplanos das "paredes" do prisma. Através de uma translação 

podemos "colar" as peças Mj de novo, agora segundo a base e o topo originais (que são 
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Figura 4.5: Transformação de um prisma num cilindro usando "cortes", translações e 

"colagens". 

congruentes). Ficamos, então, com um cilindro recto C cujos hiperplanos das "paredes" 

são ortogonais à nova base e topo. 

Como /i se mantém constante nesta operação, sai que 

li{M) = M M ) + fx(M2) = II(C) = 0. 

Na verdade, o procedimento acabado de descrever só é possível se o diâmetro da base/topo 

de M é suficientemente pequeno comparado com a altura de M e com o ângulo que os 

hiperplanos das "paredes" de M fazem com a base. Portanto, M não pode ser muito 

"gordo". No entanto, se a base de M for muito grande, podemos subdividir M em 

pequenos prismas, subdividindo a base e o topo de M em corpos convexos de diâmetro 

suficientemente pequeno e considerando, depois, cada prisma como a envolvente convexa 

da união de uma peça do topo de M com a peça correspondente da sua base. 

Seja agora P um politopo convexo com facetas Pi,..., Pm e correspondentes vectores 

unitários normais exteriores Uj.,... ,ttm. Sejam v G En e v o segmento de recta que une v 

à origem. Sem perda de generalidade suponhamos que P\,... ,Pj são as facetas de P tais 

que (UÍ,V) > 0, para cada 1 < i < j . Neste caso, a soma de Minkowski P + v pode ser 

expressa da seguinte forma 

P + v = PU (\J(Pi + v)\ . 

De facto, é fácil ver que P+v = PU ((J"=i (Pi + v)), logo P + v D PU ({Jj
l=l (Pi + ü) Y 
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fi 

P+v 

Figura 4.6: Exemplo, em K2, de um corpo convexo da forma P + v, representado pela 

linha mais carregada. 

Seja x G (Ur=j+i {pi + v)J. e n t a o x £ Pjo + v, Para algum j0 G {j + 1 , . . . , n}, donde 
x = Pio + u'> c o m Pio € Pjo e « ' € F , Se a; G P , então a; G P U (|J^=1 ( P + v)\. Se 

x <£ P, então como (%0,u) < 0 e P é convexo, existe p' G p jo + ü tal que p' G P^, com 

h G { 1 , . . . , j} e, portanto, x = p'+{v'-{p'-pjo)), onde estamos a identificar v'-(p'-pjo) 

com o vector de v com o mesmo comprimento (note-se que v' - (p' - pjo) tem a mesma 

direcção de v e \v' - (p' - pjo)\ < \v'\ < \v\). Portanto, x G P U (|Ji=i ( P + *>)) • 

Cada termo da união acima ou é disjunto dos outros ou intersecta outro num corpo 

convexo de dimensão menor ou igual a n - 1 . Portanto, 

/x(P + v) = /i(P) + J]^(pi + ü). 
i = i 

Notemos que cada P + ü é um prisma, logo //(Pj + üj) = 0 e //(P + v) = (x(P). 

Por indução sobre a soma finita de segmentos, resulta que se Z é um zonotopo, então 

fj,(P + Z) = //(P). Por outro lado, Z = ^ ' = 1 vif onde cada Uj é um segmento em Rn, 

então ju(Z) = /x(ui) = 0, por indução sobre a soma finita de segmentos e porque V\ é 

um politopo convexo de dimensão 1 em E". A continuidade de fj, implica, então, que 

fi(K + Y) = (i(K) e (j,(Y) = 0, para todo K G Kn e todo o zonóide Y. 

Continuando, consideremos o caso em que K É 3 Ç tal que hK é C°°. Pela proposição 

4.3.4, existem zonóides Yl e Y2 tais que K + Y2 = Yx. Então, neste caso, pelo que vimos 

no parágrafo anterior, fi(K) = n(K + Y2) = n{Y\) = 0. Vejamos agora que qualquer corpo 

centrado pode ser aproximado por uma sucessão de corpos convexos centrados e C°° (no 

sentido de as respectivas funções suporte serem C00). De facto, qualquer corpo pode ser 

aproximado por uma sucessão de corpos C°° ([Sc], pág. 158). Então, seja K um corpo 
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centrado e, dado e > 0, seja L um corpo C°° tal que 

sup \hK(u) -hL(u)\ < e. 

71 

Consideremos um corpo F tal que 

hf(u) :— hL(u) + hL(-u) 

F é C°° e centrado, uma vez que hp é par e 

hK(u) + hK{-u) - hL(u) - hL(-u) 
sup \hK(u) — hF(u)\ = sup < e. 

logo K pode ser aproximado por um corpo convexo centrado e C°°. Assim, sai da conti­

nuidade de [i que n{K) = 0, para todo K G DC™. 

Pela invariância de //, tem-se que n(K) = 0, se K for simétrico. 

A seguir, consideramos um simplexo n-dimensional, A, com um vértice na origem. Se­

jam ux,..., un os outros vértices de A e P o paralelotopo gerado pelos vectores u\,..., wn. 

Seja 2 := «i + • • • + tin. Seja £j o hiperplano que passa pelos pontos Ui,... ,un e & o 

hiperplano que passa pelos pontos z — t i i , . . . , z — un. Finalmente, seja P* o conjunto de 

todos os pontos de P que estão entre £i e £2-

A 

/ \ 
u 

Uj 1 P 
\ \ ^-"^L ! H «V^. ' í\ \ z z 

^J^^3 

Figura 4.7: Caso em que n = 3. A sombreado estão representados os hiperplanos £i e £2-

Então, temos que 

P = A u P , U ( - A + 4 

onde cada termo desta união intersecta cada um dos outros num subespaço de dimensão, 

no máximo, n — 1. Pé simétrico de centro u :— (^-, . . . , ^f) e como, por outro lado, 

P* = P \ (A U (—A + z)), então P* também é simétrico com o mesmo centro de P , pois 

P* + (—u) — —P* + u. Verificamos, portanto, que 

0 = n(P) = /i(A) + M P ) + n(-A + v) = //(A) + / i ( -A) . 
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Por outras palavras, /i(A) = ­ / i ( ­ A ) . Por outro lado, por hipótese, //(A) = / / (­A) e, 

portanto, /i(A) = 0 para todo o simplexo A. 

Seja P um politopo convexo em Rn. Pelo lema 4.3.6, o politopo P pode ser expresso 

como uma união finita de simplexos P = Ai U • • • U Am , tal que dim(A; n A^) < n, para 

todos i ^ j . Então, 
m 

/*(/>) = 5 > ( A < ) = o. 

Como qualquer corpo convexo é o limite (para a distância de Hausdorff) de uma su­

cessão de politopos convexos, concluímos, finalmente, usando a continuidade de //, que 

fi(K) = 0, para todo K G Xn. D 

O teorema que acabámos de provar e o seguinte podem deduzir­se um do outro. 

Teorema 4.3.8 Seja \i uma valoração em Xn contínua, invariante por translações e 

simples. Então, existe c G R tal que 

»(K) + »(­K) = ctin(K), 

para todo K G %n. 

Seja jj, uma valoração nas condições do teorema 4.3.8. Para cada K G Xn, defina­se 

u(K) := ft(K) + fi(­K) ­ 2/x([0, l]n)/x„(ÜT). 

Então v está nas condições do teorema 4.3.7, logo u(K) = 0, para todo K G Xn. Assim, 

fi(K) + n{­K) = cfjLn(K), onde c := 2/x([0,1]"). Logo o teorema 4.3.8 resulta do teorema 

4.3.7. 

Quanto à dedução contrária, consideremos uma valoração fi nas condições do teorema 

4.3.7 e de modo que exista c G R tal que /j,(K) + fJ.(—K) = cpLn(K), para K G Xn. Em 

particular, /x([0,1]") + //(­[0,1]") = c/x„([0,1]"), logo c = 0, pois //([O, l]n) = 0. Então, 

como n(K) = fi(­K), para todo o K G X", sai que fi(K) = 0, para todo o corpo convexo 

K de Rn. Portanto 4.3.7 resulta de 4.3.8. 
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4.4 Teorema do Volume 

Nesta secção demonstramos o teorema que lhe dá o nome e que caracteriza todas as 

valorações contínuas, simples e positivamente invariantes. 

Antes, necessitamos dos seguintes lemas. 

Lema 4.4.1 Todo o simplexo A em Rn possui uma esfera inscrita. Ou seja, existe uma 

esfera que é tangente a cada uma das facetas de A. 

Demonstração. Como A é compacto, existe uma esfera S contida em A que tem o maior 

raio de entre todas as esferas contidas em A. 

Suponhamos que S não é tangente a todas as facetas de A. Sejam F uma das facetas 

em que S não é tangente e H o hiperplano que contém F. Seja v o vértice de A que não 

pertence a F. Efectuemos uma translação de H paralelamente a si mesmo, na direcção 

de v, até tocar pela primeira vez em S e seja H' o hiperplano assim obtido. 

Consideremos agora a homotetia h de centro em v e razão k G ]0,1[ tal que h(H) = H'. 

Tem-se que h(A) é um simplexo que ainda contém S. Daqui resulta que h~1(S) é uma 

Figura 4.8: Caso em que n = 2. 

esfera que ainda está contida em A e cujo raio excede o de S, pois h~l é uma homotetia 

de centro v e razão | > 1. 

Chegámos então a uma contradição quanto à escolha de S e, portanto, S é tangente 

a todas as facetas de A. D 

Lema 4.4.2 Seja A um simplexo n-dimensional. Existem politopos P\,..., Pm tais que 

A = Pl U • • • U Pm, 
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onde a intersecção dois a dois de termos (diferentes) desta união tem, no máximo, di­

mensão n ­ 1 e onde cada um dos pohtopos Pt é simétrico em relação a um hiperplano. 

Demonstração. Sejam x0,...,xn os vértices de A e A, a faceta de A oposta a xr, ou 

seja, Ai := conv{x0 , . . . , Xi­i,xi+i,..., xn). Pelo lema anterior, existe uma esfera inscrita 

a A. Sejam z o seu centro e z , a projecção ortogonal de z na faceta Aj. Para todos i < j , 

seja 

AÍJ := conv{2, Zi, Zj, Ai n Aj}. 

Figura 4.9: Caso em que n = 2. 

Então, tem­se que os politopos AÍJ são tais que 

A = U
 A

^ 
Q<i<j<n 

onde dois termos distintos desta união se intersectam, no máximo, em dimensão n — 1. Por 

outro lado, também se tem que cada politopo AÍJ é simétrico em relação ao hiperplano 

definido por z e pela face Ai D Aj. 

Note­se que temos ("21) politopos Aiá e então se m := ("+1) e fazendo uma reno­

meação dos politopos referidos, sai que 

A = Pl U • • • U Pm 

onde cada politopo Pk é um dos politopos Aitj e, portanto, satisfaz as condições preten­

didas. □ 
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Teorema 4.4.3 (Teorema do Volume) Seja ji uma valoração contínua, simples e po­

sitivamente invariante, definida em Xn (ou em \J(Xn)). Então, existe c £ R tal que 

fi(K) = cHn(K), para todo K € Xn (ou U(Xn)). 

Demonstração. Recordemos que uma valoração contínua está bem definida em U(Xn) 

se e só se está bem definida no seu conjunto gerador, Xn. 

Como n é positivamente invariante, em particular é invariante por translações. Então, 

pelo teorema 4.3.8 existe a G R tal que fi(K) + fi(­K) = afj,n(K), para todo K e Xn. 

Em particular, dado um simplexo A e m l " , temos que 

fi{A) + fjL{­A)=afjLn{A). (4.5) 

Como a simetria de centro na origem, x ■­»• —x, é uma isometria positiva se e só se n é 

par, temos de separar os dois casos: n par e n ímpar. 

Se n é par, então, como \i é positivamente invariante, fJ.(A) = //(—A), donde, por (4.5) 

//(A) = ^/ / n (A). 

Se n é ímpar, pelo lema 4.4.2, existem politopos P i , . . . , Pm tais que 

A = A u • • • u Pm, 

onde a intersecção dois a dois de termos (diferentes) desta união tem, no máximo, di­

mensão T i ­ l e onde cada um dos politopos P, é simétrico em relação a um hiperplano. 

Daqui resulta que — Pi se obtém de Pi através de uma isometria positiva. De facto, usando, 

se necessário, uma mudança de coordenadas (que fixa a origem), podemos supor que o 

hiperplano referido tem equação xn = a. Então Pi = f(Pi), onde / é a seguinte isometria 

/ : En —> Rn 

yx\,..., xn_i, xn) i ? \X\,..., xn—\, Let xn). 

Se agora considerarmos a seguinte isometria 

g: Rn —> Rn 

(xu...,xn_x,xn) i—> (­Xi,...,­xn­.i,xn ­ 2a), 
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então — Pi = g o f(PA = g (Pi). Como n é ímpar, então o determinante da parte linear 

de g é igual a 1, logo g é uma isometria positiva. Portanto, existe uma isometria positiva 

que envia Pi em —Pi, donde fj,(—PA = fJ,(PA. Resulta que 
m m 

M-A) = Y,i*(-pi) = E^(p*) = ^ A ) - (4-6) 
i=l i=\ 

Então, de novo por (4.5) e também por (4.6), concluímos que 

a 
MA)-~/i„(A). 

Seja agora c := | e suponhamos que P é um politopo convexo em Rn. O lema 4.3.6 

permite-nos concluir que P pode ser escrito como uma união finita de simplexos 

P = AiU---UAfc, 

tal que Aj D Aj tem dimensão menor que n, para todo i 7̂  j . Então 

/i(P) = /i(Ai) + • • • + ji(Afc) 

= c/x„(Ai)H hc/x„(Afc) 

= Cfin(P). 

Como qualquer corpo convexo é o limite (para a distância de Hausdorff) de uma sucessão 

de politopos convexos, concluímos, usando a continuidade de /i, que fJ-(K) = c/j,n(K), para 

todo K £%n. D 

4.5 Teorema da caracterização de Hadwiger 

Podemos agora demonstrar um dos resultados mais importantes deste trabalho. 

Teorema 4.5.1 (Teorema da caracterização de Hadwiger) Os volumes intrínsecos 

/xo, fil,..., Un constituem, uma base do espaço vectorial de todas as valorações contínuas e 

positivamente invariantes, definidas em XJ(Xn). 

Demonstração. A demonstração será feita por indução sobre a dimensão. Comecemos, 

então, pelo caso em que a dimensão é 1. Portanto, estamos a trabalhar em R e vamos 
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provar que se fi é uma valoração contínua e positivamente invariante em U(3C1), então /J, 

pode ser escrita (de maneira única) como combinação linear de /i0 e fa. Note-se que um 

elemento / de U ^ 1 ) é uma união finita de intervalos compactos, /J,O(I) é o número de 

componentes conexas de / e H\{I) é o comprimento de / . 

Seja A um conjunto composto só por um elemento de R. Então, A G U(X1) e sejam 

c:=n{A) 

e 

fj! : = n - cfi0. 

Pela invariância positiva de //, resulta que c não depende da escolha do conjunto A. Note-

-se que / / é uma valoração contínua, positivamente invariante e simples logo, pelo Teorema 

do Volume, //' = r/j,\, para algum r e i . Então, resulta que 

e é óbvio que esta combinação linear é única. Portanto, o teorema está provado para 

dimensão 1. 

Seja agora \i uma valoração em XJ(Xn), contínua e positivamente invariante. Seja 

H um hiperplano de Rn. E óbvio que a restrição de ji a H é contínua e positivamente 

invariante. Suponhamos que 
n - l 

/*M = 53^(4), 
t=0 

para todo o policonvexo A C H e onde os escalares Q são únicos. 

Então, pela invariância positiva e continuidade de fi e dos volumes intrínsecos e porque 

qualquer corpo convexo de dimensão inferior a n está contido num hiperplano, resulta que 

a valoração 
n - l 

M - 5 Z CifXi 

i=0 

é simples, contínua e positivamente invariante. Logo, mais uma vez pelo Teorema do 

Volume, existe cn G R tal que 

n - l 

i=0 

Notemos que da maneira como foi determinado esse real cn nos teoremas 4.3.8 e 4.4.3, 

resulta que cn é único, porque depende só do valor de r/([0,1]"), onde r] := // — ^ " J Q 1 C ^ Í -



78 CAPÍTULO 4. VALORAÇÕES NO ANEL CONVEXO 

Portanto, /i = YA=O
 cifr e o s volumes intrínsecos formam uma base do espaço conside­

rado. □ 

Tendo em conta que os volumes intrínsecos são valorações invariantes, sai deste teo­

rema que qualquer valoração positivamente invariante em U(3Cn) é também invariante. 

Portanto, 

Corolário 4.5.2 Em U(3Cn), a família das valorações contínuas e positivamente invari­

antes coincide com a família das valorações contínuas e invariantes. 

Do Teorema de Hadwiger resulta também o seguinte corolário. 

Corolário 4.5.3 Sejam k G {0 , . . . , n} e // uma valoração contínua, invariante e ho­

mogénea de grau k, definida em XJ(Xn). Então, existe c £ R tal que LI(K) = cfik(K), 

para todo K £ U(Xn). 

Demonstração. Pelo teorema 4.5.1, existem c 0 , . . . , cn £ R tais que JJ, = Y^=o c^­

Tomemos então o cubo unitário em E", isto é, P := [0, l ] n . Dado a > 0, tem­se que 

n n
 n / \ 

fx(aP) = ^TamiaP) = ^CiLiiiP)^ = ] T (U\Cia\ 
i=0 i=0 i=0 \ ' 

Por outro lado, 

n n / \ 

viptP) = akn{P) = Y,cMP)ak = J2 (?)*«*• 
i=0 i=0 ^ ' 

Concluímos que Q = 0 se i ^ k, logo fi = CkHk­ □ 



Capítulo 5 

Grassmanianas e volumes intrínsecos 

E neste capítulo que vamos compreender a interpretação geométrica inerente ao k-

ésimo volume intrínseco (k G {0, . . . ,n}) de um corpo convexo K em Rn. Esta inter­

pretação está relacionada com as intersecções dos subespaços afins de dimensão n — k com 

o corpo K. 

Definição 5.0.4 Designamos por Grassmaniana de dimensão n — k, e denotamos por 

Gr(n, n — k), o conjunto de todos os subespaços vectoriais de Kn de dimensão n — k. 

Ao conjunto dos subespaços afins de Rn com a mesma dimensão, que denotamos por 

Graff (n, n — k), chamamos Grassmaniana afim de dimensão n — k. 

Antes de chegarmos à relação entre volumes intrínsecos e elementos da Grassmani­

ana afim, torna-se necessária a definição de uma medida invariante neste conjunto. A 

construção dessa medida ocupará grande parte deste capítulo e será feita por etapas. 

Primeiro, construímos, com a ajuda da Fórmula de Cauchy, uma medida invariante na 

Grassmaniana de dimensão 1; depois, construímos uma medida no conjunto das sequências 

de espaços lineares de dimensão 0 até n (passando por todas as dimensões) tal que cada 

espaço está contido nos espaços de dimensão superior (este é o conjunto das varieda­

des bandeira); seguidamente, usando as medidas já definidas, construímos uma medida 

invariante na Grassmaniana de dimensão k; finalmente, depois de definida esta medida 

invariante, conseguimos construir a medida invariante que nos propusemos construir desde 

o início. 

79 
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No final deste capítulo, mencionamos algumas aplicações desta interpretação geométrica 

dos volumes intrínsecos. Nomeadamente, generalizamos a qualquer dimensão n, a Fórmula 

de Crofton sobre o comprimento de uma curva em R2; vemos que, com a ajuda das Gras-

smanianas, podemos concluir algo sobre a monotonia dos volumes intrínsecos, isto é, 

podemos relacionar fii(K) e fii(L), para todo i, sabendo que K, L G %n são tais que 

K C L] finalmente, sendo K e L corpos convexos como atrás, também determinamos 

a probabilidade de um subespaço afim de dimensão n — k intersectar K sabendo que 

intersecta L. 

5.1 Medidas invariantes nas Grassmanianas 

5.1.1 Medidas na Grassmaniana de dimensão 1 

Começamos este capítulo com um resultado sobre a área de superfície de um corpo 

convexo K de Rn. Este resultado vai-nos permitir definir uma medida invariante nas 

Grassmanianas e relacioná-la com os volumes intrínsecos. 

A seguinte definição vai ser útil para a prova do próximo resultado. 

Definição 5.1.1 O produto vectorial de m vectores v\,..., vm em Rm+1 é único o vector 

v que representamos por V\ X • • • x vm tal que, para todo x G Rm+1, 

(x,v) =det(x,vi,...,vm), 

onde (x,vi,..., vm) representa a matriz (m + 1) x (m + 1) cujas colunas são os vectores 

x, Vi,..., vm, por esta ordem. 

Se K G 0C1, relembremos que S(K) representa a sua área de superfície e, se V é um 

subespaço de Rn de dimensão n — l, então K\V representa a projecção ortogonal de K 

sobre V. 

Teorema 5.1.2 (Fórmula de Cauchy) Seja K G OC1. Tem-se que 

S(K) = — f txn-X{K\u^) dan^(u). (5.1) 
w n - l J§,ri-1 
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Demonstração. Seja ( e i , . . . , en) a base canónica de Rn . A esfera (n ­ l)­dimensional, 

S n ­ 1 : = { i G R B : |x| = l } , 

pode ser dividida no hemisfério norte e no hemisfério sul, isto é, nas semi­esferas 

S ; ­ 1 := {x G R" : \x\ = 1 e xn > 0} 

S r 1 := {x G K" : |x| = 1 e xn < 0 } , 

respectivamente. 

Consideremos o hemisfério norte de S"_ 1 . Tem­se que S"" 1 é o gráfico da seguinte 

função: 

/ : ­Bji­i —> R 

( x i , . . . , xn_i) i—Y yjl­x\ a^_x. 

Portanto, 

(Xi, . . . , X„­i) I ► (Xi, . . . , Xn­i, f(Xu • • ■ , Xn­l)) 

é uma parametrização de S" ­ 1 . 

Se M G S""1, então uL tem dimensão n ­ 1, isto é, é um hiperplano de Rn e, dado 

F G 3Cn_1, consideremos a função /i := /in_i o g, onde 

u i—)■ Fltí i 

Hn—l '■ JC ^ R 

Então, 

/ / i n_i(F |u x )da n_!(M) = / h(u) d(jn_x(u) 
JsT1 J^ir1 
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e, pelo que se viu antes, 

/ h{u)dan­i(u) = / (ho(p)(xi,...,xn. 
dip dip 

x • ■ • x 
dxi dxn­i 

dx\... dxn^i. 

Aqui usámos o facto de que a forma volume, em coordenadas locais segundo uma 

parametrização ip, de uma hipersuperfície de Rn é dada pela norma do produto vectorial 

3*7 x " ' x ã ^ T ( íL i ] ' Pá§­ 422­423). Uma regra prática para calcular este produto 

vectorial é pelo "determinante" da matriz n x n, cuja primeira coluna é composta pelos 

elementos da base canónica de Rn e as restantes colunas são, por esta ordem, J^­ , . . . ^y 
' r ' 3xi' ' dxn­i 

([Li], pág. 409). Assim, 

/ 

dip 
dxi x • • • x 

dip 
dx 

det 
n - l 

ei 1 

e2 0 

0 

1 

0 o 

en_i 0 0 

\ n dx\ 8x2 

0 

o 

ÊL 
dxi 

0 

o 

\ 

3 x n _ i / 

Portanto, 

dip dip 
—^ x • • • x —­
dxi dx 

^ = ((-ir|i,...,(-ir^-,(-ir«) 
n­l V OXi dxn_i ) 

donde 

dip dip 
x • • • x dx\ dx n ­ l 

7 1 ­ 1 

I + Y(ËI (5.2) 

Para os detalhes sobre formas diferenciais e os seus integrais em variedades, consultar 

[Bo], [Li], [Ma] ou [Sp]. 

Seja u £ S" _ 1 tal que u := (x1:..., xn) e suponhamos que F está contido no hiper­

plano H de equação xn = 0. Então, se 9 for o ângulo formado por H e uL, tem­se que 

fjLn­iiFlu1­) = cos(0)/in_i(F). Como en é ortogonal a í f e u é ortogonal a w­1, resulta que 

# = Z(e„,íí) . Então, como \en\ — 1 = |«| , resulta que 

cos(0) = (e„, u) = xn 

N 
n ­ l 

i - E xí 
t = i 
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Então, 

Vn-l{F\uL) 
\ 

n - 1 

l-J2x2i»n-i(F). (5.3) 
i = l 

Portanto, de (5.2) e (5.3), 

„, ., , . , ^/i-Zri'^-i(F)j J 
Hn-i{f\u )cía„_i(u) = / = dxx...dxn 

= fin-i(F) / àxi...àxn-x 

Aplicando o mesmo raciocínio a S™-1, deduz-se que 

/ /*n_i(F|trL)d(7n_1(ti) =wn_1 / /n_1(F). 

Portanto, conclui-se que 

2w„_i/ifl_i(F) = / /in_i(F|u±)dan_1(íí), 

isto é, 

Hn-l(F) = / / / n . i í F l u - 1 - ) ^ . ! ^ ) . 

Seja agora P um politopo compacto, convexo e de interior não vazio em En . Tem-se 

que 

s(p) = Y, ^-i(F) 
F e {facetas de P} 

= X I õ / yUn-i íFlu 1 )^-^?/) 
Feífacetas de P} ^ n - 1 • / s n _ 1 

1 f 1 
= / õ zZ Hn-i{F\uL)dan-i(u) 

s Pe{facetas de P} 

= / Aín_i (P |w L )£Í<T n _i(w) , 

onde a última igualdade resulta do facto da soma dos (n — l)-volumes das projecções das 

facetas de P em u1- dar duas vezes o valor de fj,n^i(P\uL), pois como P é compacto e 

convexo, cada ponto de P\uL é contado duas vezes (de cima e de baixo) quando se calcula 

2^Fe{facetas de P} t^n-lK^ \u ) • 
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Como a área de superfície e /u„_1 são valorações contínuas, concluímos que (5.1) se 

verifica para qualquer corpo convexo, K. □ 

Como já sabemos que /j,n_i(K) = lS(K), podemos reescrever (5.1): 

Hn­l(K) = ­ / Hn­liKlu^dan­ifa). (5.4) 

Mas, notando que cada recta r em Rn que passe pela origem intersecta S""1 sempre 

em dois pontos, podemos reescrever o integral anterior integrando sobre o conjunto dos 

subespaços vectoriais de dimensão 1, Gr(n, 1), em vez de integrar na esfera. Depois, nor­

malizamos a medida resultante em Gr(n, 1), de modo que Gr(n, 1) tenha medida 1. Esta 

medida é designada por medida de probabilidade de Haar em Gr(n, 1). Assim, integrando 

segundo esta medida, o integral anterior fica 

Hn­x{K) = a / ^ ^ ( i f | rx) dr, 
JGr(n,l) 

onde a é uma constante independente de K. Assim, para a determinar, consideremos 

K := Bn e temos 

Vn­i(Bn) = a Hn­^Bnlr1­) dr 
JGr(nA) r(n,l) 

pois /in_1(JB„|rx) = wn_i e / G r ( n l ) dr = 1. Como fjLn­i(Bn) = Sf*­, resulta que 

a 

Finalmente, se denotarmos por rn a medida invariante em Gr(n, 1) tal que 

rn(Gr(n, 1)) = ­ ^ ­ , (5.5) 

6Lún­l 

a equação (5.4) fica 

Hn­i(K)= f nn^(K\rx)dTn. (5.6) 
^Gr(n,l) 

A medida rn em Gr(n, 1) pode ser construída do seguinte modo. Dado um subconjunto 

mensurável A de Gr(n, 1), seja A' o subconjunto de S n _ 1 assim definido 
A':= IJírnS"­1). 

reA 
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Então, definimos Tn(A) por 

T.(A) =­ a " " < ' 4 ' ) 
2wn_i 

Note­se que com esta definição temos r„(Gr(n, 1)) = ^ ^ = 5 ^ ^ , o que está de acordo 

com (5.5). 

Com esta construção, e tendo em conta a invariância da medida de Lebesgue esférica 

segundo isometrias em § n _ 1 , torna­se óbvia a invariância da medida rn em relação às 

isometrias lineares de W1. 

5.1.2 Medidas nas variedades bandeira 

Denotemos por [n] o valor de r„(Gr(n, 1)), ou seja, 

[n] ■= MZ
 (5

'
7) 

Seja L(n) o conjunto de todos os subespaços vectoriais de R". 

Definição 5.1.3 Uma variedade bandeira em L(n) é uma sequência, (x0, Xi,. . . ,xn) tal 

que, para cada i G {0 , . . . , n}, Xi € £(rc), dim(xj) = z e se j , k e {0 , . . . , n} são tais que 

j < k, então Xj C x^. 

Notamos por B(n) o conjunto de todas as bandeiras em L(n). 

Note­se que, na definição anterior, temos sempre que x0 = Ô n e xn = En . Observe­

­se também que, para xk fixo, o conjunto M(xk) de todas as sequências (OR», . . . , x*_i, xk) 

(com Xi 6 L(n), dim(xj) = i e Xj C x i+1) pode ser identificado com B(/c). Basta tomar 

uma isometria linear g : xk —» M.k e considerar 

/ : B(xjfc) —> B(k) 

(ORn,Xi,...,Xfc_i,Xjfc) i—► (0Rk,5(x1),...,(/(xfc_1),E /c). 

Vamos construir uma medida invariante 0n em B(n) através da construção de um 

funcional linear, definido no conjunto das funções contínuas em B(n). 

Contudo, para podermos falar em continuidade de funções em B(n) é necessária a 

definição de uma topologia em B(n). 
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5.1.2.1 Topologia nas variedades bandeira 

A maneira mais natural de construir uma topologia neste conjunto é através da topo­

logia quociente. 

Consideremos o produto cartesiano S"^1 x • • ■ x Sn_1 , com n ­ 1 factores e o seu 

seguinte subconjunto 

? ! := {(«! , . . . , un_x) G S71"1 x • • • x S""1 : (uu u3) = 0, se i ? j}. 

Portanto, 3r
1 ê o conjunto de todas as listas compostas por n — 1 vectores ortonormais: 

Notemos agora que, para cada elemento de "Jx que fixemos, o conjunto 

A := {(xi , . . . ,x„_i) : Xi :=G{ui,...,Ui}} 

não é mais do que uma variedade bandeira em B(n). Claro que temos de juntar a esta 

sequência a origem OR* e o próprio espaço M", mas como estes estão fixos, cada sequência 

do tipo da do conjunto acima define uma e uma só bandeira. Note­se também que se fixar­

mos um outro elemento (vu ..., un_x) de 3^ tal que v{ := ±uh para todo i <= { 1 , . . . , n­1], 

então o conjunto 

A' := {(xi,..., xn­i) : Xi :=G{vu...,Vi}} 

pertence a B(n), mas, mais do que isso, A' = A 

Definimos então uma relação de equivalência ~ no conjunto J\ de tal modo que 

(ui,..., u„_i) ~ (« i , . . . , u„_i) se e só se ^ = ±itÍ5 para todo i € { 1 , . . . , n — 1}. 

Seja então / i : ÍFi —» 3~i/~ a aplicação natural, que a cada elemento de 3\ associa 

a sua classe de equivalência. Pelo que vimos atrás, podemos concluir que cada classe de 

equivalência pode ser identificada a uma bandeira e, portanto, que 3:
1/~= M(n). 

Definimos portanto a topologia quociente em B(n), isto é, V é aberto em B(n) se e só se 

fíl{V) é aberto em 3^ (relativamente à topologia usual como subespaço de Rn x • • • x W1). 

Como exemplo, consideremos um aberto U de Rn. Vamos verificar que o conjunto das 

bandeiras tais que o seu termo de dimensão i intersecta U, é um aberto em B(n). Seja, 

então 

M:={(0R»,a;1 , . . . ,a;Tl_i,Rn) 6 B(n) : x{ n £/ ^ 0 } . 

Podemos supor que i G { 1 , . . . ,n ­ 1}, porque se i = 0 ou i = n, então M = 0 ou 

M = B(n), que são obviamente abertos. Queremos, portanto, mostrar que o conjunto 
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dos (n — l)-uplos ( « ! , . . . , un_i) tais que o subespaço de dimensão i correspondente (isto 

é, Xi) intersecta U, é um aberto em 9^, ou seja, que f^l{M) é aberto em 3r
l. Seja 

(MI, . . . , un_i) e fíl{M). Então, x, := G{ui , . . . , Ui} é tal que xx n [/ / 0 , donde existem 

Ai,...,Aj € M tais que X^ = 1 A ^ = p e U. Como C7 é aberto, existe e > 0 tal que 

int(£?(p, e)) Ç U. Seja agora (t>i,..., vn) e 3~i. Ora 

2 j Afcüfc - p 
fc=i 

J^Afc(v/c -Ufc) 
fc=i 

<£IA fc v * : - ^fc 
J f c = l 

Portanto, se (i>i,... ,u„) for tal que |ufc - uk\ < T^-T, para todo /c G { 1 , . . . ,i}, então o 

subespaço gerado por (vi,..., Uj) intersecta [/. Assim, concluímos que 

e \ „ ( e 

é um aberto de 2f\ ao qual pertence ( in , . . . , u„_i) e que está contido em f^l(M). Assim, 

fíl(M) é aberto em 3^, donde M é aberto em B(n). 

5.1.2.2 Um funcional linear positivo nas variedades bandeira 

Passemos agora à construção de um funcional linear positivo nas funções contínuas 

em B(n), que definirá uma medida invariante neste conjunto. Esta construção é válida 

devido ao Teorema da Representação de Riesz ([Ru], pág. 34 e 40). Note-se que sendo 

§ n _ 1 x • • • x S n _ 1 compacto e S\ um fechado desse conjunto, também é compacto e, 

portanto, o espaço quociente 9 i / ~ (isto é, B(n)) também é compacto, donde o teorema 

referido é válido aqui. 

Seja C(B(n)) o espaço das funções reais e contínuas, definidas em B(n). Vamos cons­

truir um funcional linear, positivo e invariante An : C(B(n)) -> E, que definirá a medida 

<j)n em B(n), supondo, por indução, que já construímos um tal funcional em B(n — 1), que 

notamos por A„_x e que define uma medida, <f>n-i, naquele conjunto. 

Note-se que a medida rn em Gr(n, 1) induz uma medida rn no conjunto dos subespaços 

lineares de dimensão n — 1 emff1, Gr(n, n - 1), via dualidade ortogonal. Ou seja, se 

A C Gr(n, 1) é um conjunto mensurável, então A1- := {rL : r G A}, logo A1- C Gr(n, n—l) 

e definimos Tn(AL) := rn(A). 

Seja M(x) o conjunto de todas as bandeiras que contêm x, isto é, o conjunto de todas 

as sequências (xQ,..., xn) de xx e L(n) tais que dim(a:j) = i e que existe um j e { 0 , . . . , n } 

tal que Xj = £. 
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Seja / G C(B(n)). Então definimos An do seguinte modo: 

A n ( / ) : = / &xn-Af)<trn(Xn-l), (5.8) 
JGi(n,n~l) 

onde AIn_j é um funcional em C(B(x„_1)), cuja construção é explicada mais abaixo, em 

(5.9). A função / cuja imagem por KXn_x é integrada em (5.8) é a secção de / (definida 

em B(n)) respeitante a B(x„_j). Denotamos ambas as funções por / , sem que haja perigo 

de confusão, devido à boa definição dos funcionais An e AXn_1. 

Da linearidade e positividade de AXn_1 resultam as mesmas propriedades para Ara. 

Para precisar melhor a definição (5.8), consideremos a função real Af definida em 

Gr(n, n — 1) por 

Af{Xn-i) -A^Af). 

Então, 

K(f)-= A/(zB_i)dfB(xn_i). 
JGr(n,n-l) 

Assim, tomando 0i({O},R) := 1, a medida 4>n fica definida recursivamente. 

Definição 5.1.4 Chamamos isometria de B(n) a uma aplicação da forma 

T: B(n) —> B(n) 
(0Rn, * ! , . . . , Z ^ R " ) h ^ ( O R n , ^ ! ) , . . . , ^ ^ - ! ) , ^ ) , 

onde T : R" -> K" é uma isometria linear de Rn. 

Mais uma vez usamos a mesma letra para nos referirmos a uma isometria entre ban­

deiras e a isometria em E" à qual a primeira está associada. O perigo de confusão não 

existe devido à boa definição de ambas as isometrias. 

Vejamos que o funcional An assim definido é invariante por isometrias de B(n) e, 

portanto, que a medida <f>n é invariante. 

Para já, note-se que no funcional AXn_1 há uma identificação de xn_i com E n _ 1 . De 

facto, se / G C(B(x„_i)), então definimos 

^n-Af)--=^n-i(foU), (5.9) 

onde U : B(n — 1) -4 B(x„_i) é a isometria associada a uma isometria U : Rn_1 -> xn_i. 

Ora, para que o funcional AXn_, não dependa da isometria usada para identificar E" - 1 
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com xn_i, então An^x tem de ser invariante por isometrias. Senão, vejamos que se 

U\ : R"--1 —> xn^i e U2 : Rn~l —» £„_! são duas isometrias e se as mesmas letras denota­

rem as respectivas isometrias de B(n - 1) em M(xn_i), então An_i(f oUi) — An^i(f o t/2) 

se e só se A„_i(/ o Lq) = An_i ( / o £q o (C/f1 o £/2)), isto é, se e só se An_! for invariante 

por isometrias de B(n — 1). 

Podemos concluir que a invariância de An_i é uma condição necessária para que a 

construção de An tenha sentido. Supondo, portanto, que An_! é invariante, vejamos que 

An, definido por (5.8), também o é. 

Sejam então T : B(n) —> B(n) uma isometria (associada a uma isometria T de E") e 

/ e C(B(n)). Então, 

A n ( / o T ) = / AfoT(xn-i)dTn(xn_1). 
ÍGr(n,n-l) 

Mas, 

AfoT(xn-l) = A I n _ , ( /oT) 

= AT(Xn_ l )(/) 

= Af(T(xn-i)) 

= ( A / o T ) ^ ) . 

Para justificar a segunda igualdade, note-se que, por definição, 

A*n-Af o T) = A„_x(/ o T o Ux) e A r ( X B_0(/) = A ^ / o f/2), 

onde í/i e U2 são isometrias de B(n — 1) em B(a;n_!) e em B(T(xn_i)), respectivamente. 

Então temos que AXn_1(/oT) = An_! ( / o [/2 o (C/2_1 o T o Lq)) e como U^oToUi é uma 

isometria de B(n — 1), pela invariância de An_i, resulta que 

AXn_Áf o T) = An_!(/ o l/2) = Ar^if). 

Finalmente, concluímos que 

An(foT) = [ (AfOT^X^dT^n-l) 
JGr(n,n-l) 

= / Af{xn_x) (ÏTn{xn^i) 
JGr(n,n-l) 

= An(/) , 
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onde segunda igualdade se deve à invariância da medida rn, que resulta da invariância da 

medida rn. 

Temos, portanto, definida uma medida invariante 4>n em B(ra). 

Por exemplo, consideremos a medida fa. Note­se que uma bandeira em R2 fica com­

pletamente definida se soubermos qual é a recta vectorial que faz parte dessa bandeira. 

Portanto, podemos identificar 1(2) com Gr(2,1), isto é, estes dois conjuntos são isomorfos. 

Assim, podemos comparar as medidas ^ e r2. Vejamos que (f>2 = r2. 

Então, sendo / uma função contínua em B(2), 

A 2 ( / ) = [ As{xx)dr2{xx). 
JGT(2,1) 

Como 0i(B(l)) = 1, então 0i(B(xi)) = 1, logo 

Af(x1) = AXl(f) = f(0R2,x1,R
2). 

Como r2 = r2, resulta que 

A 2 ( / ) = / f(0R2,xuR
2)dT2, 

JGr(2,l) 

donde (j)2 = T2. 

Seja agora 

[n]! :=[n][n­l]­ . . [2][ l ] . 

Proposição 5.1.5 A medida de B(n) e dada por 

Demonstração. Vamos começar por provar, por indução sobre a dimensão, que 

0„(B(n)) = [n]!. 

Tem­se que 1(1) = ({0},R), donde 

&(B(1)) = 1 = [1]. 

Suponhamos que 

<A„­i(B(ra ­ 1)) = [n ­ 1]! = [n ­ l][ra ­ 2] • • ■ [2][1]. 
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Então, 

<t>n(M(n)) = An( l) 

Ai(xn-i)dTn(xn-i] 
Gr(n,n-1) 

A3:n_1(l)dr„(xn_i) 
Gr(n,n-1) 

0 n _ i ( B ( n - l ) ) f B ( G r ( n , n - Í ) ) 

[n][n-l] . . . [2][ l] 

= n 

Por outro lado, usando (5.7), tem-se que 

[n]! = nlu;,. 
2 n a j n _ iw n _2- - -w 0 2" 

donde resulta o pretendido. 

(5.10) 

D 

5.1.3 Medidas na Grassmaniana de dimensão k 

Podemos agora definir uma medida invariante v% em Gr(n, k) da seguinte maneira. 

Dado A Ç Gr(n, k), seja B(A) o conjunto de todas as bandeiras (0R»I, X\, ..., E") tais 

que Xk G A. Então pomos 

"HA) := 
^n(B(A)) (5.11) 

[A:]![n-Jfc]!" 

A normalização desta medida proveniente do factor rfc1!r̂ _fcii é justificada para que 

num resultado que vamos provar posteriormente (teorema 5.2.1), a constante de propor­

cionalidade na relação entre os volumes intrínsecos e a medida de certos conjuntos na 

Grassmaniana afim, seja igual a 1. 

A medida v% é evidentemente invariante e 

Denotemos por 

«Ê(Gr(n,*)) 

este valor, ou seja, 

[n}\ 
[k]\[n-k]V 

[n)\ n 
k : [k]\[n-k}\ 



92 CAPÍTULO 5. GRASSMANIANAS E VOLUMES INTRÍNSECOS 

De (5.10), obtemos que 

k] k\(n- k)\ukUn_k \k) ÜJkUn-k' ^' ' 

Estes valores designam-se por coeficientes bandeira ([Kl-Ro], pág. 63-83). 

5.1.4 Medidas na Grassmaniana afim 

Começamos por considerar o conjunto Aff(n) de todos os subespaços afins de 1" e o 

seu subconjunto Graff(n, k) composto pelos elementos de dimensão k. 

O grupo Isom(n) actua naturalmente em Aff(n). 

Vamos demonstrar a existência de uma medida, À£, em Graff(n, k) que é invariante 

pela acção do grupo Isom(n). Para tal, vamos considerar a seguinte parametrização de 

Graff(n,fc). Dado V € Graff(n, k), sejam or(Vr) o subespaço vectorial paralelo a V e ^ 1 

o suplementar ortogonal de or(V). Portanto, para cada V e Graff(n, k) corresponde um 

par (or{V),p(V)), onde or(V) € Gr(n, k) e p(V) = V±nV. 

Reciprocamente, dado um par (V0,p), onde V0 G Gr(n,k) e p e V^, existe um único 

subespaço afim V G Graff(n, k) tal que or(V) = V0 e V n Vx = p. Esse subespaço é, 

precisamente, V = Vo + p. 
Portanto, Graff(n, k) é isomorfo ao seguinte subconjunto fechado de Gr(n, k) x En : 

{(V,p) eGr(n,k) x R " -.peV^}. 

A construção de uma medida invariante em Graff(n, k) será feita de novo, através do 

recurso a um funcional linear positivo e ao Teorema da Representação de Riesz. Neste 

caso, e ao contrário do que fizemos nas variedades bandeira, utilizaremos a notação de 

integral para o funcional. Mais uma vez, é necessária a introdução de uma topologia em 

Graff(n, k), para que seja possível falar em funções contínuas. 

5.1.4.1 Topologia na Grassmaniana afim 

Consideremos o produto cartesiano S n _ 1 x • • • x S""1, com k factores e o seu seguinte 

subconjunto 

J 2 : = { ( « ! , . . . , Ufc) € S"""1 x • • • x S""1 : (uu Uj) = 0, se i ^ j}. 
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Portanto, J 2 é o conjunto de todas as listas compostas por k vectores ortonormais. 

Notemos agora que, para cada elemento de 3~2 que fixemos, o conjunto 

A :=G{ui,...,uk} 

é um elemento de Gr(n, k). Note-se também que se fixarmos um outro elemento (i>i,..., vk) 

de $2 tal que Vi :— Y1Í=\PÍJUÍI o nde P := (pij)i<ij<k é uma matriz k x k ortogonal, 

então 

A':=G{vu...,vk} = A. 

Definimos uma relação de equivalência ~ em 3^ tal que (u\,..., u^) ~ (u i , . . . , vk) se 

e só se existe uma matriz k x k ortogonal P := {pij)i<i,j<k tal que Vi = J2Í=IPÍJUÍ-> ou> 

o que é o mesmo, (u\,...,uk) ~ (t>i,... ,vk) se e só se G{ui,... ,uk} = G{vi,... ,vk}. 

Seja /2 : 3~2 —> 3 V ~ a aplicação canónica. Então, cada classe de equivalência é um 

subespaço linear de dimensão k e 3"2 /~ = Gr(n, k). 

Definimos portanto a topologia quociente em Gr(n, k), o que torna este conjunto num 

espaço topológico compacto. 

Note-se que esta topologia está, como seria de esperar, estreitamente relacionada com 

a topologia definida atrás, nas variedades bandeira. Vamos ver que a aplicação g entre 

B(n) e Gr(n, k), dada por g(ÜM.n, £ 1 , . . . , Kn) — xk,ê contínua. De facto, g é uma aplicação 

quociente, ou seja, U Ç Gr(n, k) é aberto se e só se g~l{U) é aberto em B(n). Vejamos 

que se um conjunto U de Gr(n, k) é aberto, então g~l{U) é aberto em B(n). Podemos 

considerar fc G { l , . . . , n — 1}, porque se k — 0 ou /c — n, então g~x{U) = B(n) (ou 

0 , se [/ = 0 ) , que é aberto. Portanto, de acordo com a notação introduzida agora e 

aquando da definição da topologia em B(n), vamos ver que se /2
_ 1(^) ê" aberto em 3^, 

então /f1 (^_1(Í7)) é aberto em 3^. Portanto, temos que 

Î2l{U) = {(«! , . . . , u*) G 3~2 : G(«i, - -., ti*) G £/} 

é aberto em S^. Ora, 

« T 1 ^ ) = {(OR-, XU ...,Rn)E B(n) : *fc G £/} 

e, assim 

A"1 («T 1 ^) ) = {(«i,...,Mn-i) € 3"i : G(Ul,...,uk) G C/} 
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Então, é fácil perceber que 

/f1 {g-\u)) = (f2-\u) x r ' x : x r ' ] n^ 
n—1—k factores 

que é aberto em J 1 ; pois /2
_1(^) é aberto em 3~2. 

Agora, se # _ 1(^) é aberto em B(n), então fí1 {g~l{U)) é aberto em J b ou seja, 

í /2" 1 ^) x r ' x - x S " - 1 ] n 3"! é aberto em &u donde / ^ ( t f ) é aberto em y2l isto 
n—1—A; factores 

ê, U é aberto em Gr(n, A;). 

Já vimos que Graff(ra, k) se identifica com um subconjunto fechado de Gr(n, k) x Rn, 

ficando desse modo munido de uma topologia a partir da topologia produto de 

Gr(n,fc) x K". 

5.1.4.2 Um funcional linear positivo na Grassmaniana afim 

Como Gr(n,k) x Rn é um espaço topológico localmente compacto, então 

Graff(n, k) também o é e nele é válido o Teorema da Representação de Riesz. Portanto, 

podemos definir uma medida em Graff(n, k) através da definição de um funcional linear 

positivo neste espaço. 

Dado V e Gr(n,k) e p G Rn, seja V + p a translação do subespaço V segundo o 

vector p. Se f é uma função real, contínua e de suporte compacto em Graff(n,fc), seja 

/ : Gr(n, k) x Rn -4 R dada por 

/ ( H , p ) : = / ( ^ o + p ) , 

e defina-se 

/ fd\n
k:= [ í f(Vo,p)dpdvï(V0), 

JGra,fí(n,k) JGr(n,k) JV0
X 

onde dp representa a medida de Lebesgue ordinária em V0
X = R"~fc. 

Vejamos que a medida A£ é, de facto, invariante. Seja g e Isom(n). Vamos considerar 
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dois casos distintos. Se g é uma isometria linear, então, 

í f°gd\n
k = í í Tïg(v0,p)dPdvî(v0) 

JGra.S{n,k) ■ JGv(n,k) JvJ­

f(g(Vo + p)) dpdvn
k(V0) 

Gr(n,fc) JVj­

f(9(Vo)+g(p))dpd^(V0) 
Gr(n,k) JVj­

f(g(Vo)+p)dpd^(V0) 
Gr(n,k) JgiVo)1­

f d\n
k, 

'Graff(n,Jfc) 

onde na penúltima igualdade usámos a invariância da medida de Lebesgue, relativamente 

a isometrias e o facto de g ser uma isometria linear (donde resulta que g{V0
L) = g(V0)

L). 

Na última igualdade, usámos a invariância de i>%. 

Suponhamos agora que g é uma translação segundo um vector v. Neste caso, temos 

que 

fog(V(hp) = fog(Vo + p)=f(V0+p + v) = f(V0+p + v\V0
±). 

Portanto, 

í fogdXl = í í 7^g(Vo,p)dPd^(V0) 
JGra.iï(n,k) JGr(n,k) Jvj­

= í í HVo+P + vlV^dpd^iVo) 
^Gr(n.fc) JVJ­

í f(V0+p)dpd^(Vo) 
Gr(n,fe) JV^ 

= í fd\
n

k, 
JGrafí(n,k) 

onde a terceira igualdade é válida devido à invariância por translações da medida de 

Lebesgue dp. 

Como toda a isometria é a composta de uma isometria linear com uma translação, 

resulta que A£ é invariante por isometrias. 

5.2 Volumes intrínsecos e a Fórmula de Hadwiger 

Vamos agora considerar a relação existente entre os volumes intrínsecos de um corpo 

convexo, definidos no capítulo 2 e a medida A£ acabada de definir. 
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Dado A C Rn, denotemos por Graff(A, k) o conjunto de todos V € Graff(n, A;) tais 

que V n A / 0 . 

A relação (no mínimo inesperada!) entre os volumes intrínsecos e A£ é dada pelo 

seguinte teorema, que poderia ser dado como definição alternativa dos volumes intrínsecos. 

Teorema 5.2.1 Dado K € Xn e k € {0 , . . . , n}, tem-se que 

Portanto, os volumes intrínsecos que estão estreitamente relacionados com os coefici­

entes do polinómio do volume do corpo paralelo, são também dados pela medida (com 

uma certa normalização) das intersecções de subespaços afins com o corpo em questão. 

Para provarmos este resultado, vai ser necessário o seguinte lema. 

Lema 5.2.2 Sejam A e B corpos convexos de Rn tais que A U B é convexo. Seja V um 

subespaço afim tal que V íl A j^ 0 eV(~)B^0. Então V n A D B ^ 0. 

Demonstração. Supomos que dim(V) > 1, senão nada há a mostrar. 

O conjunto V n (A U B) = (V n A) U (V n B) é convexo, visto ser a intersecção de dois 

convexos. 

Sejam a e (V D A) \ (V n B) e b G (V D B) \ (V n A). Seja / o segmento que une a 

a 6. É óbvio que I CV e I C AUB, donde I = (I n A) U (I íl B). Como / é conexo e 

ID A e I íl B são fechados, resulta que 

/ n (An f i ) = ( / n / l ) n ( / n f l ) / 0 , 

donde VnAnB^0. \J 

O lema anterior pode ser reescrito do seguinte modo, mais útil para os nossos objec­

tivos. 

Se A e B são corpos convexos tais que AUB é convexo, então, para todo k > 0, tem-se 

que 

Graff(yl r\B,k)= Gra,S(A, k) D Graff(E, k), 
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e, por conseguinte, 

AjJ(GrafF(yl U B, k)) = \n
k{Gmfí{A, k)) + A£(Graff(B, k)) - AjJ(Graff(yl D B, k)). (5.13) 

Passemos agora para a prova do teorema 5.2.1. 

Demonstração do teorema 5.2.1. Comecemos por definir uma função r\ em %n por 

ri{K):=\l{GnS£{K,k)). (5.14) 

De (5.13) concluímos que n é uma valoração em Xn. 

Sejam K um conjunto compacto e convexo e XGra.f((K,k) a função característica de 

Graff(K, k) em Graff(n, k). Pelo que já vimos anteriormente, 

A2(Graff(tf,*))= / XG^K*) d\n
k = f f Xa^a(V0,p)dpdtf{V0). 

J Gra.ïï(n,k) JGr(n,k) J V^ 

(5.15) 

Para V0 <E Gr(n, k) fixo, temos que XGTa.B(K,k)(V0,p) = XGraff(K,fc)(Vo + p) = 1 se e só 

se VQ + p G Graff(ÜT, k), isto é, se e só se (V0 + p) (~) K / 0 . Ou, de outra maneira, 

XGn.ff(K,k)(Vo,p) = 1 se e só se p € i^lV^, ou seja, se e só se p pertence à projecção 

ortogonal de K no subespaço VQ-. 
Podemos concluir então que, para V0 € Gr(n, k) fixo, XGraff(K,fc) = Xmv^i como funções 

de p. Assim, 

V(K)= í í XK\vJ-(p)dpdi${Vo)= [ voln^KlV^d^iVo), 
JGr(n,k) Jvj- J Gr(n,k) 

donde, da continuidade (para a métrica de Hausdorff) do volume (n — fc)-dimensional e 

do operador de projecção ortogonal, sai que rj é uma valoração contínua em %n. Pelo 

teorema 3.2.1, concluímos que r\ admite uma única extensão a U(3C") (mas, note-se que a 

equação (5.14) só se verifica para corpos convexos e não para uniões finitas deles). Como 

A£ é invariante, o mesmo acontece com a valoração n. 

Sendo a > 0, temos agora que 

A£(Graff(atf, k)) = í vo\n_k(aK\Vü
L) dv%(V0). (5.16) 

JGr(n,k) 

Como o volume (n — k)-dimensional é uma valoração homogénea de grau n — ke notando 

que ai^lV^-1 = a(K\V^~), resulta que 

A£(Graff{aK, k)) = an-kXn
k(GraS(K, k)), 
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donde 77 é homogénea em Xn, logo também o é em U(Xn). 

Assim, vimos que 

r](aK)=an­kr](K). 

Portanto, 77 é uma valoração invariante, contínua e homogénea de grau n — k definida em 

U(X"). 

Então, pelo corolário 4.5.3, existe uma constante 7^ G E tal que 

ri(K) = jn
kfin­k(K), 

para todo K G Xn, isto é, 

AE(Graff(ff,A0) = 7fcJK»­fc(#), 

para todo K G Xn. 

Temos, finalmente, de provar que 7^ = 1. Para isso, basta considerarmos, por exemplo, 

o caso em que K := Bn. 

Pelos resultados das secções 2.3 e 5.1.3, temos 

A£(Graff(£n, k)) = jn
k»n­k(Bn) = 7fc"( " , ) ^ = tfun­k 

\n ­ k) Lok 

Por outro lado, ainda pela fórmula da secção 5.1.3, temos 

A£(Graff(Bn,À;)) = f voln­k(Bn\V0
L) d^(V0) 

JGr(n,k) 

= / wn­kdi>Z{V0) 
JGr(n,k) 

ujn_k vl1 (Gr (n,k)) 
n 

— ^n­k 

Portanto, concluímos que 7^ = 1 e que 

k 

Hn^k(K) = \n
k(Graïï(K,k)), 

se K G Xn. D 

No final desta prova ficou clara a importância da escolha da normalização que fizemos 

em (5.11). 
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Note-se que o teorema acabado de demonstrar só é válido para conjuntos compactos 

e convexos de Kn, isto é, só é válido em Xn. No entanto, podemos estendê-lo a U(3Cn) 

usando a Fórmula de Hadwiger (5.18). Para tal, definimos uma aplicação jln-k em U(3Cn), 

dada por 

tn-k(L) := [ ML n V) d\n
k(V), (5.17) 

JGiaS(n,k) 

para todo L G U(Xn). 

E fácil ver que Jin-k é uma valoração. Vejamos que a sua restrição a %n coincide com 

f^n—k-

Note-se que se K for um corpo convexo qualquer e V G Graff (n, k), então Kf]V G %n 

e, portanto, / / 0 ( ^ fl V) = XGra.fí{K,k)(V). Então, (5.17) implica que 

jin-k(K) = \n
k(G™S(K,k)). 

Pelo teorema anterior, resulta que Jln-k — l^n-k em %n e concluímos que (5.17) nos dá a 

extensão de //n-fc a U(3Cn), e 

Vn-k(L)= [ iM)(LnV)d\n
k(V), (5.18) 

^GrafF(n,fc) 

para todo L G U(3C"). 

Nesta fórmula está patente a grande importância da característica de Euler como 

volume intrínseco de um corpo convexo. A partir da característica de Euler é possível 

determinar todos os outros n volumes intrínsecos de um corpo policonvexo. 

5.3 Aplicações e exemplos 

Nesta secção damos algumas aplicações provenientes do que acabámos de mostrar, isto 

é, da relação existente entre a Grassmaniana Afim e os volumes intrínsecos de um corpo 

policonvexo. 

5 . 3 . 1 F ó r m u l a d e C r o f t o n 

Em Geometria Diferencial a Fórmula de Crofton clássica relaciona o perímetro de uma 

curva regular que limita um corpo policonvexo L de I 2 , com a medida do conjunto de 
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todas as rectas que intersectam L, contando o número de intersecções de cada recta com 

L, a que chamamos a multiplicidade de cada recta. Ou seja, temos o seguinte 

Teorema 5.3.1 (Fórmula de Crofton) Seja L G U(0C2). Então a medida de todas 

as rectas que intersectam L (contando com a multiplicidade de cada recta) é igual ao 

perímetro l de L. Ou seja, se mr for o número de intersecções de uma recta r com a 

curva que delimita L (isto é, com ír(L)), tem­se que 

l = / mr d\\(r). 
JGiàS(2,l) 

Vamos ver que este teorema é um caso particular de um mais geral e que é consequência 

imediata da Fórmula de Hadwiger. Seja L e U(X2). Ora, para cada recta r, mr toma 

o valor 0,2,4 , . . . . E claro que há casos em que esse número de intersecções é ímpar ou 

infinito (ver figura seguinte), no entanto, mostra­se que esses casos têm medida nula em 

relação a \\. 

Figura 5.1: Casos de rectas que intersectam a fronteira de um corpo policonvexo num 

número ímpar de pontos: 1, 3 e 5. 

Ora, sendo / o perímetro de L, tendo em conta a Fórmula de Hadwiger (5.18) e 

notando que fx0(L D r) é igual ao número de componentes convexas de L (mais uma vez, 

exceptuando os casos mencionados atrás e que têm medida nula) e, portanto, é igual a 

^ , temos que 

VÁL) = í /io(Lnr)dA?(r) = f ^ À 2 ( r ) . 
JGraff(2,l) J Grafi(2,l) Z 

Como pLi{L) = | , resulta que 

l = / mr d\\(r). 
«/Graff(2,l) 

Portanto, a Fórmula de Crofton deduz­se imediatamente da Fórmula de Hadwiger, 

quando estamos em R2. 
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Nada nos impede de passar para W1 e generalizar a Fórmula de Crofton. Consideremos 

um corpo policonvexo L e XJ(Xn) e seja S(L) a área de superfície de L. Para cada recta 

VemK", seja mv igual ao número de intersecções de V com L. Mais uma vez se verifica 

que mv toma "quase sempre" um valor par e que, como /x0(L Pi V) mede o número de 

componentes convexas de L, então tem-se que fio(L D V) = ~ . Então, 

z JGraff(n,l) ÍGraff(n,l) * 

logo 

S(L)= J mvd\í(V). 
JGra,S{n,l) 

Portanto, o próximo resultado é uma generalização da Fórmula de Crofton a qualquer 

dimensão n. 

Teorema 5.3.2 Seja L G U(3Cn). Então a medida de todas as rectas que intersectam L 

(contando com a multiplicidade de cada recta) é igual à área de superficie S(L) de L. Ou 

seja, se my for o número de intersecções de uma recta V com a fronteira de L, tem-se 

que 

S(L)= I mvdX^V). 
</Graff(n,l) 

Esta fórmula ainda pode ser generalizada considerando intersecções de subespaços afins 

de dimensão k € {0 , . . . , n} com L e usando o volume intrínseco de ordem m e {0 , . . . , n} 

da intersecção, no lugar da característica de Euler ([Kl-Ro], pág. 124). 

5.3.2 Monotonia dos volumes intrínsecos 

Sejam A e B dois corpos convexos em Rn e tais que A Ç B. Vamos determinar uma 

relação entre /J,k{A) e j^k(B), com k € {0 , . . . , n}. 

Se V for um subespaço afim de dimensão n — k, temos a seguinte relação: 

Anv y^0 ^ Bnv ^0. 

Então, usando o teorema 5.2.1, temos que 

A^_fc(Graff(A,n - k)) < X^_k(Graff(B,n- k)). 

Portanto, (Ak(A) < /ifc(.B). 
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Temos então o seguinte resultado nada óbvio tendo em conta a definição dos volumes 

intrínsecos dada a partir do polinómio do volume de um corpo paralelo. 

Teorema 5.3.3 Sejam A, B <G Xn tais que A Ç B e k e {0 , . . . , n}. Então 

Vk(A) < fjík{B). 

5.3.3 Um problema de probabilidade 

A partir do teorema 5.2.1, é também possível dar uma interpretação probabilística 

dos volumes intrínsecos e que está relacionada com a interpretação geométrica acabada 

de estudar. 

Consideremos o seguinte problema. Dados dois corpos convexos A e B em Rn tais 

que A Ç B, qual é a probabilidade de um subespaço afim de dimensão k intersectar A 

sabendo que intersecta BI 

Começando pelos casos mais simples, sabemos que a probabilidade de um ponto per­

tencer a A sabendo que pertence a 5 é dada por ™|"faj, isto é 

Vn(A) 
fin{B)' 

Por outro lado, a probabilidade de uma recta intersectar A sabendo que intersecta B é 

dada por ^igi ou 
/J-n-l(Á) 

Vn-l(B)' 

Generalizando e usando o que vimos na secção 5.2, podemos então responder à questão 

colocada. Se A, B G Xn são tais que A Ç B e V for um subespaço afim tal que dim(F) = k 

eV(~)B^0, então a probabilidade de V ser tal que V r\A^ 0 é dada precisamente por 

Vn-k(A) 
Vn-k(B)' 

Note-se que se B tiver, pelo menos, dimensão n — k então irá conter alguma esfera 

de dimensão n — k, o que garante, em vista do teorema 5.3.3, que fj,n_k(B) > 0. Nessas 

condições o quociente fra~*7 J está, portanto, bem definido. 
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Apêndice A 

Funções harmónicas na esfera 

A razão da inclusão deste apêndice é a justificação de um pequeno passo na prova da 

proposição 4.3.4, no qual afirmámos que a Transformação Cosseno, C, ali definida, é bijec-

tiva no espaço das funções pares, integráveis e C°° em Sn _ 1 . De facto, só a sobrejectividade 

dessa transformação é necessária para a demonstração em causa, mas demonstraremos 

neste apêndice a sua bijectividade. 

Ora, essa justificação requer a utilização das funções harmónicas na esfera, Sn _ 1 . Esta 

teoria generaliza a teoria das séries de Fourier a qualquer dimensão, n > 2. 

Vamos ver que se F G L2(Sn_1), então podemos determinar a respectiva expansão em 

série de harmónicas Ylm=o Qm (escrevemos F ~ ^m=o Qm), onde m será a ordem de Qm. 

A prova da sobrejectividade de 6 será, no essencial, a seguinte. 

Veremos que cada função harmónica é um vector próprio de C, associado ao valor 

próprio üJn-i^n,m- Isto é, se H for uma função harmónica em S n _ 1 de ordem m, então 

Q(H) = cj„_iÀnimií, onde A„im é uma constante que depende de n e de m e é igual a zero 

se e só se m for ímpar. Por outro lado, se F for par então os termos de ordem ímpar da 

sua expansão harmónica são todos nulos, de modo que F ~ Sm=o m ar Qm e, portanto, 

e(F) = wn_! X ^ = 0 l m par K,mQm- Então, se G := ^ Y.2=o, m par Ã^Qm, temos que 

^(£•9 = £m=o, m par Qm = F- Teremos, finalmente de verificar que G está bem definida, 

isto é que a série J2m=o, m par xt^Q™ c o n v e r g e P a r a alguma função em S""1, que será a 

função G. Para isso, demonstraremos que a série converge uniformemente. Nesta prova 

entrarão restrições quanto à diferenciabilidade da aplicação F. 

Alguns dos resultados enunciados mais à frente, não são acompanhados pela respectiva 
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prova. Nestes casos, indicamos [Gr] como referência para as demonstrações omitidas. 

A.l Produto interno 

Definimos o conjunto L^S""1) como sendo o conjunto de todas as funções de quadrado 

integrável em S""1. Portanto, L2(Sn_1) consiste em todas as funções reais F em S""1 tais 

que 

/ F(u)2dan_i(u) < oo. 

Definição A . l . l Se F, G G L^S""1), então o produto interno, (F,G), entre F e G é 

assim definido: 

(F,G):= í F(u)G(u)dan^(u), 
J§n-1 

desde que o integral exista. A norma de F é dada por | |F| | := (F, F)ll2. 

Se F,G e L2(Sn-1), então as desigualdades triangular, | |F + G\\ < \\F\\ + \\G\\, e de 

Cauchy-Schwarz, (F,G) < \\F\\\\G\\, também são válidas. O conjunto L2(S"_1), munido 

das operações usuais e com a identificação usual de funções que são iguais em quase todo 

o ponto (qtp) é um espaço de Hilbert. 

Generalizando, se $ é uma função em S"_1 com valores em En , então | |$| | é definida 

como a norma funcional da norma euclidiana de <£>, ou seja, 

||*|| := ( 7 |S(u)|2daB_i(u) 

Definição A.1.2 Se F, Ft G L2{§n~l) (i = 0,1,.. .) e 

lim \\Fi - F\\ = 0, 
i—>oo 

diz-se que a sucessão FQ, í \ , . . . converge em média para F. 

Definição A.1.3 Duas funções F,G € L2(Sn-1) dizem-se ortogonais se {F,G) — 0. 

Uma sequência H0,Hi,..., com Hi e L2(S"-1) e \\Hi\\ ^ 0 para todo i, diz-se uma 

sequência ortogonal se (Hi, Hj) = 0, se i ^ j . Essa mesma sequência diz-se ortonormal 

se (Hi, Hj) = ôij. 

L/i. 
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Definição A.1.4 Se F G L2(§" x) e H0,Hi,... é uma sequência ortogonal de funções 

em L2(Sn_1), então os números 

ou := 
(F, Hj) 
\HA\2 

dizem-se os coeficientes de Fourier de F com respeito à sequência dada, e a série 
oo 

i=0 

é designada por série de Fourier de F, com respeito à sequência dada. Para indicar que 

YliLo aiHí é a série de Fourier de uma dada função F, escrevemos 

oo 

2=0 

Através da definição dos coeficientes do Fourier, deduzimos imediatamente que 

F-jJToiHi 

donde resulta que 

z=0 

lim 
7TI—^+00 

£«?Pfc 
i=0 

F-J2a^ 
t = 0 

(A.1) 

se e só se se verifica a equação de Parseval, isto é 
oo 

Ma = £*?ll#l 
1=0 

Portanto, podemos dizer que a série de Fourier de uma função F G L2(§" -1) com respeito 

a uma dada sequência ortogonal de funções HQ,H\,... de L2(Sn_1) converge em média 

para F se e só se a equação de Parseval se verifica. 

Definição A.1.5 Uma sequência ortogonal H0, Hi, H2,... de funções em L2(Sn_1) tal 

que para toda a função F € L2(Sn_1), a relação (A.l) se verifica, diz-se completa. 

Enunciamos agora um lema que expressa, no contexto de L2(S™-1), uma propriedade 

bem conhecida da projecção ortogonal num subespaço finitamente gerado. 

Lema A. 1.6 Sejam HQ,H\,. .. ,Hm funções mutuamente ortogonais e pertencentes a 

L^S"-1) tais que \\Hi\\ ^ 0, para todo i. Se F € L2(Sn'1), tem-se que \\F - $Xo7ifli | | , 

considerada como uma função de j 0 , •ji,..., 7m, é minimal se e só se j{ = (F, HÍ)/\\HÍ\\2. 
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A.2 Gradiente e operador de Beltrami 

Se / é uma função cujo domínio é um subconjunto de E" que contém S n _ 1 e cujo 

contradomínio está em E ou em E?l, notamos por / ou f a restrição de / a Sn~\ Se, por 

outro lado, F está definida em S" ­1, então F ou F" denotam a extensão radial de F a 

E " \ { 0 R n } , ouseja 

F(x) := F (±) . 

Note­se que {F")" = F, mas, em geral, (,T)V /• 

Definição A.2.1 Uma função F em S""1 diz­se de classe Ck (onde 1 < k < oo), se a 

sua extensão radial, F~, for de classe Ck. 

Definição A.2.2 O Laplaciano, A, e o gradiente, V, de uma função suficientemente 

diferenciável e definida num aberto de E", são definidos, respectivamente, por 

d2 d2 

A := —­Ç + ­­­ + dx2 dx\ 

d d 
dxi ÔXn 

onde (e i , . . . , en) representa a base canónica de E". 

Usando a extensão anterior, podemos definir o Laplaciano e o gradiente, como ope­

radores de funções definidas em S""1. Estes operadores denotam­se por A0 e V0 e são 

definidos por 

A0F := {AFY 

e 

V 0 F := (VF) : 

Definição A.2.3 O operador A0 é designado por operador de Laplace­Beltrami ou, sim­

plesmente, operador de Beltrami, enquanto que V0 se designa, novamente, por gradiente. 

Como veremos a seguir, com estes operadores, podemos escrever a Fórmula de Green. 

Esta fórmula permitir­nos­á verificar que o operador de Beltrami é um operador simétrico. 

A partir daí, poderemos deduzir algumas propriedades das harmónicas na esfera. 



- , * * - , . " ■ ■ ■ ' 

A.2. GRADIENTE E OPERADOR DE BELTRAMI 107 

Teorema A.2.4 (Fórmula de Green) Sejam Q um subconjunto compacto de W1, com 

interior não vazio e fronteira regular. Então, se f e g são funções de classe C2 definidas 

num aberto contendo Q, tem­se 

í JDN9= í ((Vf,Vg) + fAg)dx, 
Jfr(Q) JQ 

onde o primeiro integral é o integral de uma forma diferencial numa hiper superfície de 

W1 e o segundo é o integral usual num conjunto de R™. DNg : fr(Q) —> R representa a 

derivada direccional de g, na direcção N, normal unitária exterior a fr(Q). 

A demonstração deste resultado requer, novamente, resultados relativos a formas di­

ferenciais definidas em variedades de Rn e à sua integração. Para os detalhes e desenvol­

vimento destas questões, consultar [Li] e [Sp]. 

Demonstração. Seja N '.— (v\,..., vn) a direcção normal unitária a ír(Q). Quando for ne­

cessário especificar o ponto x onde estamos a considerar o vector normal exterior unitário, 

escrevemos N(x) := (vi(x),... ,vn(x)). Sabe­se que Dug(x) = (Vg(x),u), qualquer que 

seja a direcção u. 

Então, sendo u) a forma volume em fr(Q), temos que 

/ fDNg:= f fDNgu= í f(Vg,N)u=[ / ( V | ^ U . (A.2) 
Jír(Q) Jh(Q) Jfv(Q) Jft(Q) \~t ÔXi J 

Como int(Q) ^ 0, fr(Q) é uma hipersuperfície de Rn. Portanto, ([Li], pág. 422­423) 

neste caso 

LO = / J ( — l) í+1^i dx\ A • • • A dxi A • • • A dxn, 
i­l 

onde (dxi,..., dxn) é a base do espaço vectorial das formas lineares de grau 1, dual da 

base canónica de W1. Usámos também dx\ A ■ • • A dxi A • • • A dxn para representar de 

modo mais simples a forma dx\ A • • • A dx^\ A dxi+i A • ■ • A dxn. Esta forma, calculada nos 

vectores Wi,..., wn_i de R", é dada pelo determinante da matriz (n — 1) x (n — 1) que 

se obtém omitindo­se a i­ésima linha da matriz n x {n — l) cujas colunas são os vectores 

Wi,...,Wn­i. 

Por outro lado, sendo tüi, . . . , u;n_1 vectores do espaço vectorial tangente a fr(Q) em 

x, TX(ÍT(Q)), tem­se que o produto vectorial Wi X • • • x wn_x é um vector perpendicular 
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a Tx(fx(Q)). Logo, tüi x • • • x «;„_! = ariV(:r), para algum a G R Então, dado um vector 

z em K°, temos que 

(z, N(x))(N(x),WiX­ • ­xwn­i) = (z,N(x))a = (z,aN(x)) = (z, wx x • • ■xw t l.1). (A.3) 

Mas, pela definição de produto vectorial, sabemos que 

(N(x), w1x­­­x wn_x) = det(N(x),wu • ■ •, w„_i) 

e, por outro lado ([Li], pág. 422), 

det(N(x), Wi,..., wn­i) = ÜJX(WU . . . , tü„_i), 

onde wx é a forma volume em Tx(fr(<5)). 

Substituindo z por ê  em (A.3), resulta que 

Vj{x)u}x{wu ..., IÜ„_I) = ( ­1 ) J + 1 (dsi A • • • A dxj A • • • A dxn)x(wu ..., tü„_i). 

Portanto, 

üj­w = ( ­1) J + 1 dxiA­­­AdxjA­­­A dxn, 

para todo j G { 1 , . . . , n}. 

Voltando a (A.2), ficamos com 

L
! (I S-)

w=
t) ('1 ®M),+1 ^-^~**> 

Aplicando o Teorema da Stokes, fù(Q) UJ = f duj, sai que 

/ ('£ 
= í dl'y / ^ ­ ( ­ l ) î + 1 dii A • • • Adxi A • • • Adx 

JQ \tí dxi 

f^fdf dg ed
2
g\ , ,,.., ~ 

= yQg^^
+
^J(-

l
)

 + ^
A

^
A

- - - A ^ A . . . A ^ 
= lQf(HM

 + f
S) ^y^r

1
^ A - A ̂  A • • ■ A d,„ 

= [ ((Vf,Vg) + fAg)dx, 
JQ 

­ ^ ­ ( ­ l ) í + 1 dxiA­­­AdXiA­'­Adxr 
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o que prova a Fórmula da Green. D 

Aqui só será necessário considerar os casos em que Q é uma bola ou o conjunto entre 
duas bolas concêntricas. 

Consideremos duas funções F e G em § n _ 1 , de classe C2, e sejam / := F e g := G. 

Sejam r0 e]0,1[ qualquer, r > r0 e Q a aderência de £?(0Rn,r) \ 5(OR™,ro). Como, 

por construção, / e g são constantes na direcção radial de centro na origem, temos que 

Dpff = D^g = 0. Da fórmula de Green, resulta então que 

/ «V/(aO, Vg(x)) + f(x)Ag(x))dx = 0, 
JQ 

ou seja 

f ( / ((V/(x), Vp(*)> + f(x)*g{x))MP, x)) dp = 0, 
Ao Vfr(B(0Rn,p)) / 

onde da(p,x) representa o elemento volume de fr(£(0iRn,p)). Derivando em ordem a r e , 

depois, tomando r — 1, resulta (pois r0 é qualquer em ]0,1[ ) que 

/ ((V/(x), V</(a;)) + / ( ^ A ^ ) ) ^ ^ ) = 0, 

ou seja 

/ FAoGda»-! = - í (V0F, V0G) d a ^ . 

Daqui sai logo que 

/ FA0Gdan-X = í GA0Fdan_u 

isto é, 

(F,A0G) = (A0F,G). 

Portanto, o operador de Beltrami é um operador simétrico. 

Outra relação importante é obtida em (A.5). Antes, vamos demonstrar a chamada 

Relação de Euler, necessária para o lema A.2.6 que antecede essa relação. 

Proposição A.2.5 (Relação de Euler) Sejam U um cone convexo aberto de R" e 

/ : U —> R uma função diferenciável e que é positivamente homogénea de grau m. Então 

v ^ df{x) 
2^xi-^:— = mf(x). 
i=i UXi 
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Demonstração. Para demonstrar esta proposição, basta recorrermos à Regra da Cadeia, 

(A.4). Consideremos o seguinte caminho diferenciável A : ] 0, +oo[ —̂  U, 

A(í) = tx = (txu...,txn) = (\i(t),...,Xn(t)). 

Então, / o A : E+ —> K é diferenciável em t0 e 

(fo\)\t0) = J2¥-(tox)\'i(t0). (A.4) 
i=i OXl 

Ora, / o A(í) = f(tx) = tmf{x), donde (/ o A)'(í) = mtm-lf{x). Por outro lado, 

TA=I &£ (tx)\i(t) = YZ=i §£l (tx)xi- Tomando í = 1 em ambos os casos, e usando 

(A.4), sai que 
V^ d fix) n 

i=i OXi 

O próximo lema permitir-nos-á concluir, quando definirmos as funções harmónicas na 

esfera, que estas são vectores próprios do operador de Beltrami. Fornecer-nos-á também 

o respectivo valor próprio. 

Lema A.2.6 Sejam f, U em como na proposição anterior e ponhamos 

x 
\\x\J 

Então, 

Ag(x) = \x\-mAf(x) - m(m + n - 2)\x\-m-2f (x). 

Demonstração. A prova será exclusivamente computacional, isto é, vamos provar a 

fórmula acima por cálculo directo. Como / é positivamente homogénea de grau m, sai 

que g(x) = |:c|~m/(:r). 

Verificamos que 

p- = \X\-mí_mf{x)xilXil-2 + ^L 
OXi V dxi 

e também 

0 = |x|—4 z2(m2 + 2m)f(x) + \x\-™-i (-2mXi | £ _ m / ( ^ + | x | - 0 . 

file:////x/J
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Portanto, usando a Relação de Euler da proposição anterior, 

A(pW) = è g 
2 = 1 l 

= |xrm^4(m2 + 2m)f(x) y ^ - |a;|-m-2 2m V xz ^- -tt U dx* 
u 

\x\'m-2m f(x)n+\x\-™J2U 
i = l * 

= | x | ^ 2 ( m 2 + 2m)f(x) - \x\-m-2 2m2f{x) - \x\~m-2 mnf{x) + 

+ \x\-mAf{x) 

= |a : | -m- 2(-m 2 + 2m- mn)f(x) + \x\-mAf(x) 

= \x\-mAf(x) - m(m + n- 2) |x | -m"2 / (x) . 

D 

Deste lema resulta que, se u G S" l, 

(A0/)(u) = (A/)(u) - ro(m + n - 2)/(u). (A.5) 

A.3 Integração na esfera 

Vamos provar o seguinte resultado que relaciona a integração em S n _ 1 com a integração 

em [-1,1]. 

Daqui em diante, aparece em diversas situações uma constante v que é definida por 

n — 3 
v := . 

2 

Lema A.3.1 

(i) Se N é um subconjunto de[—l, 1] de medida nula, com respeito à medida de Lebesgue 

em R, então para todo p G S" -1 , o conjunto 

J 7 : = { u € S B - 1 : (u,p) eJV} 

tem medida nula, com respeito à medida de Lebesgue cr„_i em § n _ 1 . 
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(ii) Se $ é uma função limitada e integrável (segundo Lebesgue) em [-1,1], e se p é 

um ponto de Sn~~l, então $((u,p)), considerada como uma função de u em S""1, é 

an_i-integrável e 

J^ i$((«,p))dffn_1(u) = aB_2 í $(t)(l-t2)vdt. (A.6) 

Demonstração. Vamos começar por mostrar que (ii) é válido para funções características 

de algum subintervalo de [-1,1]. Suponhamos, então, que $ = xi, onde / é u m subin-

tervalo qualquer de [-1,1]. Então Xl((u,P}) é a função característica de uma região de 

^ n _ 1 e /s«-i Xi((u,p))do-n-i(u) ê a área dessa região. Para calcularmos este integral, con­

sideremos o seguinte difeomorfismo entre S n _ 1 := S"_1 \ {(0 , . . . , 0,1), (0 , . . . , 0, -1)} e 

S""2x ] - l , l [ . 

(j): Sn"2x ] - l , l [ — ^ S " " 1 

(x,t) h—> (Vl-t2 x,t) . 

Sejam (x, í) G §""2x ] - 1,1[ fixo e Zty(l)t) : T(X)Í)S"-2 x R -> T ^ S " " 1 a derivada de 

<f> em (x,í). 

Sejaòx := ((tti.O),..., (un_i,0), (0,1)) uma base ortonormada de T ( l ] ( )§"-2xR. Então 

(UÍ, x) = 0, para todo i € { 1 , . . . , n — 1}. 

Para cada i e { 1 , . . . , n - 1 } , seja a : ]-e, e[ ->• Sn"2x ] - l , 1[ tal que a(s) := ( ^ g j , í) • 

Então a(0) = (x,t) e a'(0) = (ni}0). Assim, 

(^a)W = ( v r ^ ^ , * ) 

(^oa)'(0) = vT=l2(u í ,0) . 

Portanto, 

^(x,t)(tíi,0) = V l - í 2 ( U i , 0 ) . 

Por outro lado, sendo 0 : ]-e, e[-> S71-2 x ] - l , l [ a curva definida por 0(s) := (x,í+s), 

temos que 0(0) = (x, t) e £'(0) = (0,1). Então, 

o j3)(s) = ( \ / l - ( í + s)2x, í + s) 
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fóoa)'(0) = 
V T ^ Í 2 x, l . 

Portanto, 

D^(X,0(0,1) = ~ ^ = ( ­ i s , v T ^ ) . 

Consideremos a base ortonormada ò2 := {(«1,0), 

2^(i,t)Sn­1­ A matriz de D<j>(Xit) em relação a òi e 62 é 

ÍVí^W o 

.1,0), ( ­ t e , VI ­ í 2 ) } de 

M 

0 

o vT^2 o 
o o >J\=¥ . 

y 0 0 0 

Consideremos agora as seguintes aplicações 

( • ,p) :S"­ 1 —>R 

u i—► (u,p) . 

0 \ 

0 

o 

Então, notando que S n _ 1 \ § n _ 1 é um conjunto de medida de Lebesgue nula e consi­

derando o caso em que p = po : = (0, • ■ •, 0,1), temos que 

/ Xi{(u,Po))d<Tn­i{u) = / /(u)d<7n_i(ií) 

= í {fo(j))(x,t)\det(M)\dxdt 
J§n­lx]­l,l[ 

= 1 1 Xi(((x,t),p0))(l­t
2)vdtdx 

Jsn­2 J­l 

= í í Xi(t)(l­t2)vdtdx 
J§n­2 J_l 

= an^2J xi(t)(l­t2)vdt. 

3>n __k Ttpn Relativamente ao caso em que p ^ p0, consideramos uma isometria linear T 

(que, em particular, envia S n _ 1 em si mesma) tal que T(p) = p0. Então, usando a 

invariância da medida esférica de Lebesgue por isometrias e o facto de que uma isometria 
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preserva o produto interno, deduzimos que 

/ Xi({u,p))dan-i(u) = / Xí«r_ 1(u),p))dan_i(u) 

Xi{{u,T(p)))dan_i{u) 
§ n - l 

Xl((u,Po))d<Jn-l(u) 

= On-i\ xr{t)(l~t2)vdt. 

Das propriedades do integral de Lebesgue sai a validade de (A.6) para funções ca­

racterísticas de uniões numeráveis de intervalos disjuntos, em particular para funções 

características de abertos e para funções simples. 

Agora, para provar (i), seja Gn um aberto de IR tal que N C Gn e tal que a medida 

de Lebesgue de Gn é menor que K Seja Un o conjunto aberto {u £ S n _ 1 : (u,p) e Gn}. 

Já vimos que (A.6) é válido se $ = xcn
 e resulta que 

an_i(C/n) = / XG„((w,p))efo"n-i(u) 

= <7n_2y XG„(Í)(I-Í2)^Í 

= an_2 / (1 - í2)"dt. 
^ G n 

Como t i-> (1 — í2)u é uma função integrável, o último integral será menor do que 

qualquer e > 0 dado, desde que n seja suficientemente grande. Como U C Un para todo 

n, resulta que U tem medida nula. 

Para provar (ii), usamos a existência de uma sucessão monótona e limitada de funções 

simples Çi e de um conjunto de medida nula N C R tais que lim^+oo <7j(:r) = $(x), se 

x £ N ([Ru], pág. 69). Se U é o conjunto correspondente a Â  definido em (i), resulta 

que, para p fixo liim_>+00 <?j((u,p)) = <&((u,p)), se u £ U e que lirm_>+00 (/j é uma função 

mensurável e integrável. Portanto, u M- 4»((u,p)) é integrável em S"_1. Finalmente, como 

(A.6) é válido para as funções simples gi} podemos estender a sua validade a $ através 

de uma aplicação do Teorema da Convergência Dominada. (Note-se que, para n = 2, o 

factor a ser integrado no segundo membro de (A.6) não é limitado mas é dominado por 

uma função integrável). D 
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A.4 Funções harmónicas na esfera 

Definição A.4.1 Um polinómio p diz-se harmónico se é homogéneo e se Ap = 0. 

Definição A.4.2 Uma função harmónica na esfera de dimensão n é a restrição a S n _ 1 

de um polinómio harmónico em n variáveis. 

Frequentemente, em vez de função harmónica na esfera, dizemos simplesmente harmó­

nica. Assim, por exemplo, as restrições a § n _ 1 das funções constantes ou das formas 

lineares En —» E são harmónicas. 

Vamos, agora, introduzir as seguintes notações que serão usadas no seguimento. Assim, 

V£j representa o espaço de todos os polinómios homogéneos de grau m em n variáveis; 

Q£j representa o espaço de todos os polinómios harmónicos de grau m em n variáveis; 

íK£j representa o espaço de todas as funções harmónicas de dimensão n na esfera que são 

obtidas através de restrições a S""1 de polinómios de Q^ e "Kn representa o espaço de 

todas as somas finitas de harmónicas de dimensão n. 

O termo "espaço" aplicado na definição das estruturas anteriores refere-se à sua es­

trutura de espaço vectorial sobre K, pois convencionamos que 0 é um elemento destes 

conjuntos. Obviamente, todos estes espaços, à excepção de íKn, têm dimensão finita. 

Definição A.4.3 A ordem de uma n-harmónica H não nula é o único número m tal que 

H G 5í£j. Ou seja, H tem ordem m se é a restrição a S71-1 de um polinómio harmónico 

de grau m. 

Representamos a ordem de uma harmónica H por x(H), e o (único) polinómio harmó­

nico cuja restrição a § n _ 1 é H, por HQ (ver teorema A.4.4). 

Quando n — 2, exemplos de harmónicas de ordem m são f(x,y) = Re((x + iy)m) e 

g(x,y) = lm((x + iy)m). 

Note-se que HQ ^ H, pois HQ é um polinómio de grau m, enquanto que H é ho­

mogénea de grau 0. 

Observe-se que (A.5) implica que as funções harmónicas de ordem m são vectores 

próprios do operador de Beltrami associadas ao valor próprio —m(m + n — 2). 

Relembrando as propriedades em relação à ortogonalidade das séries trigonométricas 

de Fourier, podemos ser levados a esperar propriedades análogas em relação às harmónicas 

esféricas. De facto, o resultado seguinte contém o resultado principal a esse respeito. 
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Teorema A.4.4 A aplicação f ­> / é um isomorfismo entre Q^ e "K1^. Além disso, se 

G 6 "K7^ e H e "K™, com m^l, então G e H são ortogonais. 

Demonstração. Que a aplicação / ­> / é sobrejectiva resulta da definição de IH^; é óbvio 

que também é uma aplicação linear. Quanto à injectividade, consideremos / , g ç Q^ tais 

que f ­ g. Dado x <E M" \ { 0 ^ } , temos que 

Mas, como / = £, sai que / ( ^ j = p f j | J, donde 

m = \x\
m

g(j^)=9(x), 
isto é, / = g e a aplicação é injectiva. 

Para mostrar a última parte do teorema, basta notar que G é um vector próprio de A0 

associado ao vector próprio ­m(m + n ­ 2) e que o mesmo acontece a H, mas associado 

ao valor próprio ­1(1 + n ­ 2). Resulta que G e H são vectores próprios associados a 

valores próprios distintos de um operador simétrico. Portanto, G e H são ortogonais. De 

facto, 

(A0G,H) = (G,A0H) <=> (-m(ro + n ­ 2 ) G , # ) = ((7,­/(Z + n ­ 2 ) # ) 

^ ( ­m(m + n ­ 2 ) + Z(/ + n ­ 2 ) ) ( G , # ) = 0 

pois ­m(m + n ­ 2) / ­ / ( / + n ­ 2). D 

Este lema mostra, em particular, que os espaços J í^ , para diferentes valores de m, só 

têm o 0 em comum. Além disso, também mostra que, para cada m > 1, !K" H h ÍK^ é 

uma soma directa, ou seja se H, e 5í", então #1 H h / í m = 0 implica que Hx = ­ ■ • = 

iíTO = 0. De facto, para cada j e { 1 , . . . , m}, (Hx ­\ \­ Hm, Hj) = (0, Hj) = 0, mas 

também (Hi H h Hm, Hj) = \\Hj\\2, donde resulta que Hj = 0. 

A dimensão de J í ^ denota­se por N(n,m). O lema anterior mostra que N(n,m) = 

dimíK^ = dimQ^. O próximo resultado é consequência do facto (não demonstrado aqui) 

de a aplicação linear de V^ em V^_2 tal que / i­> A / ser sobrejectiva e ter núcleo Q" 



A.5. EXPANSÃO EM SÉRIE 117 

([Gr], pág. 64). Assim, designando por K(n,rn) a dimensão de V^, e considerando que 

V™2 e Vüj são iguais ao espaço nulo, obtemos o seguinte resultado: 

Teorema A.4.5 Tem-se que N(n, m) = K(n, m) — ÜT(n, m — 2). 

De facto, mostra-se que, se m > 0, então if(n, m) = (n+™_1) ([Gr], pág. 65). Portanto, 

resulta que 

-T, v / n + m — 1 \ / n + m - 3 \ 2m + n - 2 / m + n - 2\ ,k , 

"<»•"*>-(, m j - ( m _ 2 ] = 7 Í T ^ Y ( n-2 J' (A'7) 

onde o segundo coeficiente binomial é igual a 0 se ra < 2 e a fracção 2m+n~2 vale 1 se 
ffL~\ TL £ 

n = 2 e m = 0. Alguns valores particulares de N(n, m) são 

N(n,0) = l, N(n,l) = n, N{2,m) = 2 (m > 0), iV(3,m) = 2m + 1. 

Note-se que (A.7) implica que se n estiver fixo e m tender para +co, então N(n, m) 

cresce na mesma ordem de mn _ 2 , isto é, N(n, m) = 0(mn~2). Isto quer dizer que existem 

constantes positivas fixas, mas dependentes de n, an e bn tais que 

anmn-2 < N{n, m) < bnmn-2. (A.8) 

Finalmente, designando uma harmónica H por par quando H(u) = H(—u), para 

todo u e S n _ 1 e por ímpar quando H(—u) = —H(u), para todo u € Sn _ 1 , notamos que 

harmónicas de ordem par são pares e as de ordem ímpar são ímpares. 

A.5 Expansão em série 

Se considerarmos um conjunto de harmónicas linearmente independentes e da mesma 

ordem, podemos, pelo método de Gram-Schmidt, transformar este conjunto noutro, cons­

tituído pelo mesmo número de harmónicas que o primeiro, mas que seja ortogonal. 

Portanto, existem sequências ortogonais de harmónicas esféricas que, para cada m > 0, 

contêm N(n, m) termos de ordem m. Uma tal sucessão de harmónicas diz-se sequência 

standard de harmónicas esféricas. 

Vamos, agora, discutir a expansão de funções de L2(Sn_1) respeitante a uma dada 

sucessão standard de harmónicas. 
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Se H0, Hi,... é uma sucessão standard de harmónicas na esfera, então, de acordo com 

as definições dadas na secção A.l, a série de Fourier de F £ L2(§n_1) é definida por 

oo 

j=0 

com Cj := (F, í/j)/||i/j-||, e para o indicar, escrevemos 

oo 

3=0 

e dizemos que YjjLocjHj ® a expansão harmónica de F . 

Se considerarmos uma expansão da forma (A.9), podemos associar todos os termos 

Cji/j que têm a mesma ordem. Deste procedimento resulta uma nova série da forma 

]Cm=oQ"i' o nde cada Qm é uma harmónica esférica de ordem m. Ou seja, 

Qm = / y Cjhj. 
X(Hj)=m 

Note-se que esta série não depende da sequência standard da qual foi obtida. De facto, 

o lema A. 1.6 mostra que Qm pode ser definida como a única harmónica de ordem m que 

melhor aproxima F, no sentido de I?. 

Chamamos a Ylm=o Q™ a expansão harmónica condensada de F e escrevemos, de novo 
oo 

F ~ ^ Q m . (A.10) 
m=0 

Note-se que Qm tem sempre ordem m e que nas expressões (A.9) e (A. 10), os termos de 

ordem ímpar são nulos se F é par e os termos de ordem par são nulos se F é ímpar. 

Por exemplo, no caso das séries de Fourier trigonométricas é usual considerar a ex­

pansão condensada, agrupando-se os termos ÜJ COS j9 e bj sen jô de igual índice. 

Vamos ver agora que uma sequência standard de harmónicas esféricas é completa. 

Começamos por demonstrar um teorema que diz respeito à escrita de polinómios em 

S n _ 1 como soma de funções harmónicas e que será útil para provar que, de facto, as 

harmónicas constituem uma sequência completa. 

Proposição A.5.1 Seja p(xi,... ,xn) um polinómio de grau k em n variáveis. Então 

existem harmónicas esféricas PQ, P\,..., Pk, onde Pi tem ordem i e tais que 

p = P0 + P1 + --- + Pk. 
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Demonstração. Seja p um polinómio nas condições do enunciado. O caso em que k = 0 

ou k = 1 é trivial porque qualquer polinómio homogéneo de grau 0 ou 1 é harmónico. 

Consideremos então o caso em que k > 2. 

Seja x := (x i , . . . , xn) e consideremos o espaço vectorial 7 definido por 

? := {qk(x) + \x\2qk^2{x) + \x\Aqk_A{x) + ■■■ + \x\k'Sqs{x) : qt G Q?}, 

onde 8 é igual a 0 ou 1, consoante k é par ou ímpar. 

Consideremos a seguinte aplicação linear 

/ : Q î x Q ^ x Q Ï _ 4 x ­ x Q ^ ^ 

(ífc, Çfc­2, 9*­4, • • •, Qs) '—► 9*(œ) + |^|2Çfc­2(a:) + |x| V­4(z ) H h \x\k~sqs(x) 

Seja (çfc, çfc_2, ÇA:­4, • • •, qs) tal que f(qk, qk_2, Çfc­4,. • •, qs) = 0, ou seja, 

Çfe(x) + |x|2çfc_2(a;) + |x|4çfc_4(x) + • • • + \x\k~sqs{x) = 0. 

Então Çfc + qk­i + Çfc_4 + • • • + qs = 0, onde qk,qk­2,qk­A, ■ ■ ■ ,qs são as harmónicas res­

pectivas. Como "Kl + ÍK£_2 + íKfc_4 + • • • + "Kfi é uma soma directa, concluímos que 

Qk = Qk­2 = qk­4 = ■ ■ ■ = qs = 0. Portanto, qk = qk_2 ­ qk­A = • • • = qs = 0. Resulta que 

/ é injectiva e como 

dim(Q£ x QU x QU x • • • x QJ) 

= W(n, fc) + JV(n, fc ­ 2) + N(n, fc ­ 4) + • • • + N(n, 6) 

= K(n,k) 

= d imTO, 

sai que Im(/) = VjJ, ou seja 7 — V£. 

Portanto, se q(x) é um polinómio homogéneo de grau k em n variáveis, existem po­

linómios harmónicos qk{x), qk_2(x), qk­i(x),..., qs(x) tais que 

q(x) = qk(x) + \x\2qk_2(x) + \x\Aqk^{x) H h |rr|fc"áç,j(a;). 

Restringindo a equação acima a S n _ 1 e notando que qualquer polinómio se pode es­

crever como soma de polinómios homogéneos, verificamos que se p(x) é um polinómio 

qualquer de grau fc, então existem harmónicas esféricas P0, Pi,..., Pk, com Pi G IH?, tais 
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que p(u) = P0(u) + Pi(it) + • • • + Pk(u), para todo u 6 Sn_1. D 

Demonstramos agora que qualquer sequência standard de harmónicas é completa. 

Teorema A.5.2 Seja HQ,HX,... uma sequência standard de harmónicas na esfera e se 

F é uma função qualquer em L2(Sn_1) tal que F ~ YnLo^iHi, então 

i 

F­Y,<XiHi lim 
/->+oo i=0 

= 0. 

Demonstração. Seja e > 0 qualquer. Por um teorema acerca da aproximação em média 

por funções contínuas ([Ru], pág. 69), sabemos que existe uma função contínua G em 

S11'1 tal que \\F ­ G\\ < §. Por outro lado, sendo || ■ H^ a norma do supremo em S""1 

([Ru], pág. 65), o Teorema da Aproximação de Weierstrass, garante a existência de um 

polinómio P em § n ­ 1 tal que 

| | G ­ P | | o o < 
2-v/õwl 

Resulta que 

\\G ­ P\\ = J í (G(u) ­ P{u)Y dan^(u) < €­. 
Y J§n­1 z 

Agora, pela proposição anterior, P pode ser escrito como uma soma YH=OPÍ
 d e 

harmónicas e, portanto, temos que 

k 

F­£fl 
i=0 

< 6. 

Mas, então, pelo lema A.1.6, e tomando l(k) de tal forma que H0, Hi,..., H^k) contenha 

todos os termos da sequência standard de grau menor ou igual a k, resulta que, para 

l>l(k), 

F­J^cxiHi 

e, portanto, 
i=0 

lim 
l-í + OO 

< F­Zp< 
i=0 

< € 

F­J2aiRi 
i=0 

= 0. 
D 
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A.6 Polinómios de Legendre 

Esta é uma secção auxiliar para que possamos definir os chamados polinómios de Le­

gendre, que serão, juntamente com alguns resultados aqui enunciados (sem demonstração), 

úteis para a demonstração dos resultados da secção seguinte. 

A definição dos polinómios de Legendre sai do seguinte teorema. 

Teorema A.6.1 Sejam n > 2 e m > 0. Existe exactamente um polinómio P^(t) com a 

seguinte propriedade: Se H\,..., HN^n^ é uma base ortonormada de Jí^, então 

N(n,m) 

£ Hi(u)Ht(v) = £^hmpni{Utw))j ( A . n ) 

para todo u G Sn _ 1 . Além disso, o grau de P^ é m e para um fixo v e Sn _ 1 , a função 

P™((-,v)) é uma harmónica esférica n-dimensional de ordem m. 

Note-se que no teorema acima se m é par então P^ é uma função par e que se m é 

ímpar então P^ é uma função ímpar. 

Definição A.6.2 O polinómio P™ referido no teorema anterior designa-se por polinómio 

de Legendre de dimensão n e grau (ou ordem) m. 

Do teorema A.6.1 sai que, para todo m > 0, 

C ( l ) = I- (A.12) 

De facto, pondo v = u no teorema anterior e integrando em Sn _ 1 , temos que 

N(n,m) 

(ti) 

N(n,m) 
= Mi"1 \ Yl í Hi(u)2dan-i(u) N{n,m) j ^ ys„_i 
= O n - l , 

donde resulta que F^(l) — 1. 

Como consequência imediata dos teoremas A.4.4 e A.6.1, temos a ortogonalidade das 

funções P^((u,v)), para diferentes valores de m e com v fixo, que se reflecte num outro 
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tipo de ortogonalidade dos polinómios de Legendre. Para o verificar, introduzimos um 

novo produto interno. 

Sendo / e g duas funções limitadas e integráveis em [-1,1], esse produto interno entre 

/ e g é dado por: 

[/,<?]:= / f(t)g(t)(l-t2ydt. (A.13) 

Proposição A.6.3 Se P™ e Pp são polinómios de Legendre de dimensão n e graus m e 

l respectivamente, então 
\pn pn] _ r an-l 
Km' rl J — °ml 777 77-

<7n_2iV(n,Z) 

Proposição A.6.4 Os polinómios de Legendre são tais que 

™ = 2 - > + i ) ( ! X > w i - (2r"^(i - i2)"+m (A-i4) 

Desta proposição sai que, para todo n £ N, Po(t) = 1 

Lema A.6.5 Se m é ímpar, então Pm(0) = 0 e se m é par 

c(o)=(-ir / z , ' ; ^ r ! m ; " , , . (A.i5) 
(n - l ) ( n + 1) • • • (n + m - 3) 

A.7 Teorema de Funk-Hecke e Transformação Cos-

seno 

Nesta secção vamos estudar a Transformação Cosseno, utilizada na proposição 4.3.4. 

Esta aplicação é um caso particular de um conjunto de aplicações lineares em L2(Sn"1), 

denominadas Transformações Integrais e que são da forma 

7(F)(u):= [ *(<u,«>)F(t;)daB-i(t;), 
JS"-1 

onde $ é uma função integrável em [—1,1]. 

Recordemos que a Transformação Cosseno é dada por 

e(F)(u):= í \(u,v)\F(v)dan^(v). 
JS71-1 

As propriedades desta transformação resultam do seguinte teorema. 
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Teorema A.7.1 (Teorema de Funk-Hecke) 5e $ é uma função limitada e integrável 

em [-1,1] e H e "K1^, então $((it,v)), corn u G S71-1 fixo, é uma função integrável em 

S""1 e 

$((u,u))#(u)da„_i(u) = a n i m ($)#(u) , (A.16) / 

com 

n>m($) := a„_2 !" $(i)P£(t)(l - t2)vdt. 

Demonstração. Podemos supor que \\H\\ — 1. A integrabilidade de $((u, u)) já foi 

demonstrada no lema A.3.1. 

Suponhamos primeiro que $ = P/1. Se m / /, então, pela proposição A.6.3, sabemos 

que P/1 e P£ são ortogonais relativamente ao produto interno definido em (A. 13), donde 

o segundo membro de (A.16) é igual a zero. Pelo teorema A.6.1, com v fixo, P"((-,u)) é 

uma função harmónica em Sn _ 1 , de grau l, donde pelo teorema A.4.4 é ortogonal a P , e 

o primeiro membro é igual a zero. Portanto, podemos prosseguir com a hipótese m = l. 

Seja { P i , . . . , PAT(„jm)} uma base ortonormada de J í ^ e P € ÍK^ tal que P i = P . Então, 

por (A.ll) 

„ ÍN{n,m) \ 

/ *«u,t;»ír(t;)dorB_i(t;) = T ^ T / V H^H^H^v) daB_i(«) 
7s»-i N(n, m) Jgn-i l ^ / 

-P(u), 
AT(n, m) ' 

e a proposição A.6.3 mostra que o mesmo valor é obtido no segundo membro de (A.16). 

Como todo o polinómio pode ser escrito como combinação linear de polinómios de 

Legendre de dimensão n e como ambos os membros de (A.16) dependem linearmente 

de $, resulta que (A.16) se verifica quando <É> é um polinómio. Através do Teorema da 

Aproximação de Weierstrass, obtemos (A.16) para funções contínuas. Finalmente, se <3> 

é uma função limitada e integrável em [-1,1], existe uma sucessão (gn)ne® de funções 

contínuas que converge em quase todo o ponto de [—1,1] para $ e tal que \gi(u)\ < ||$||oo 

([Ru], pág. 55). Além disso, o lema A.3.1 mostra que gi((u,v)) converge (com v fixo) 

para $((u, v)) em quase todo o ponto de S""1. Assim, (A.16) resulta de uma aplicação 

do Teorema da Convergência Dominada a ambos os membros de 

f gl((u,v))H(u)dan_1(u)=an_2 [ #(í)P£(i)(l - t2)vdt. D 
JS"-1 J - l 
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Observemos que, quando $ é uma função par (como é.o caso de | • | associada à 

Transformação Cosseno), se tem a„ )m($) = 0, para m ímpar. 

Interessa­nos saber qual o valor explícito de an^m, no caso da Transformação Cosseno. 

O próximo lema dá­nos esse valor. 

Lema A.7.2 Se H £ 'K^ (n > 2), então, para todo u e § n _ 1 

e(H)(u) 
gn­1 

\(u,v)\H(v)dan­i(v) = üJn­l^n,mH{u), (A.17) 

com A„>m = 0, se m é impar, e 

\ ­ C­1 \(m­2)/2 9 1 x 3 x • ■ ■ x (m ­ 3) 
" ' m _ l j ( n + l ) ( n + 3)­­ . (n + m ­ l ) ' 

se m é par (Xnfl = 2 e An,2 = ^ ) ­

Demonstração. Comecemos por relembrar que an^2 = (n — l)a;n_1. 

Se m = 0, então o teorema A.7.1 mostra que 

(A.18) 

A„,o = ( n ­ l ) í \t\{l­t2)vdt = 2. 

Semé ímpar, então H(v) é uma função ímpar, donde resulta imediatamente que Xn>m = 0. 

Consideremos, então, o caso em que m é par e m > 2. Neste caso, resulta de (A. 16) e 

de (A.14) que 

^n.m — 
n­ 1 

n , m 2™(v + l)(v + 2)­­­(v + m)J_l
ndt 

Integrando por partes e usando novamente (A. 14), fica 

Jva 

t\~{l-t
2
)

v+m
dt 

1 A4m v ' 
(A.19) 

/

l Am pi jm 

\t\^~(i-t
2
r

+m
dt = 2 t^—(i-t

2
y

+m
dt 

i 'dt
mK J0 dt

mK ' 
­ dm­2 = 2 

= 2 

dtm~2 (1 ­ í2) 2\u+m 

í = 0 
Am—2 

(l _ í 2 ) ­ ( v + 2 ) i í Q _ , 2 x ( u + 2 ) + ( m ­ 2 ) 

í = 0 

2­i(i; + 3) . . . ( t ; + m)P^4
2(0), 

convencionando­se que a última expressão vale 2 se m = 2. Daqui, de (A. 15) e de (A.19) 

resulta (A.18). D 
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O próximo lema, cuja demonstração omitimos, mostra que o crescimento de * 
|An,m I 

para valores pares de m, não excede o de uma potência fixa (dependente de n) de m. 

Lema A.7.3 Seja m par e m > 2. Se n > 2, então 

|A„,m| > 2(n­ l ) /? n (m(m + n ­ 2 ) ) " n i , 

onde j3n é definida da seguinte forma: 

Í (n ­ l ) ­ 2 ^ x 3 x • • • x (n ­ 3) se n é par, 

­^{n ­ l ) ­ ! Tr2 x 4 x • ■ • x (n ­ 3) se n é ímpar. 
(A = i,A = 2-í). 

O próximo resultado diz­nos, em particular, que Q é uma transformação contínua para 

a norma || • || em L2(§" ­ 1). Como resultado dessa continuidade, obteremos a expansão 

harmónica de G(F), conhecendo a de F. 

Proposição A.7.4 Sejam F,G e L 2 ^"" 1 ) . 

(i) Então 

|e(F)(«) ­ e(G)(n)| < V^TTII^­ c||, 

para todo u E Sn _ 1 . 

(ii) Se F tiver expansão harmónica 
oo 

F­J^Qm, (A.20) 
m=0 

então 
oo 

e(F) ~ Un_x Y^ KrnQm­ (A.21) 
m=0 

Demonstração. Dado M G S n _ 1 e usando a desigualdade de Cauchy­Schwarz, temos que 

| e ( F ) ( u ) ­ e ( G ) ( u ) | í \{u,v)\{F{v)­G{v))don^{v) 
Jgn­l 

< [ \(u,v)\.\F(v)~G(v)\dan^(v) 
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o que prova (^. 

Passemos agora à prova de (ii). Uma vez que 

m 

i=0 

quando m ­> +00, resulta de (%) que G(F) é o limite uniforme de e(J2™L0Qi), ou seja, 

como C é linear, é o limite uniforme de 

Ai—1 / ^n.iVi) 

quando m —>■ +00. Logo, tem­se 

m 

t=0 

(2(F) ~ Un_x 22 K,mQm­ r­, 
m=0 

Como já foi referido, desta proposição sai a continuidade de (2 para a norma em 

L2(Sn_1). Esta continuidade resulta do facto de que 

lie(F) ­ e(G)|| < v^irne(F) ­ e(G)|U 

donde \\e(F)­e(G)\\<an­1\\F­G\\. 

Vamos, agora, provar a próxima proposição que revela, para algumas classes de funções 

em §™_1, a injectividade da Transformação Cosseno. 

Se F é uma função real em Sn _ 1 , sejam F+ e F~ as funções definidas por 

F+(u) := i (F(i i ) + F ( ­ u ) ) , F » := | ( F ( u ) ­ F( ­ t t ) ) . 

Então, F = F + + F~, F + é uma função par e ^ é uma função ímpar em § n _ 1 . Note­se 

também que (A.20) implica que 

F
+ ~ ] T Qm, F~~ Yl Qm. 

m > 0 m > l 
m par m ímpar 

Proposição A.7.5 Sejam FUF2 G L 2 ^ " ­ 1 ) . Tem­se que e(Fx) = C(F2) se e so se 

F1
+(u) = F2

+(«) em çuase iodo o ponto. 

Demonstração. Seja F := Fí ­ F2 e seja (A.20) a sua expansão condensada. Se 

e(F) = 0, então de (A.21) sai que 0 ~ ^ " . o K,mQm e a equação de Parseval implica que 
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J2m=oxl,m\\Qm\\2 = °- P o r o u t r o lado, pelo lema A.7.2, Qm = 0, se m é par. Portanto, 

F+ ~ 0 e outra aplicação da equação de Parseval mostra que | |F + | | = 0, logo F+ = 0 em 

quase todo o ponto. 

Relativamente à outra implicação, é óbvio que F+ = 0 implica Q(F) = 0 qtp. D 

Para mostrarmos o resultado análogo ao anterior, mas relativo à sobrejectividade, 

necessitamos de alguns resultados auxiliares. 

Lema A.7.6 Sejam H\,..., HN{n,m) uma base ortonormada de "K1^ e 

G := axHi -\ (- aN(n,m)HN^my 

Então 

|G(u)|< £ \^\mu)\<J-^^\\G\\, 
i=\ V Gn~l 

n-l para todo u G S 

Demonstração. Só a segunda desigualdade não é óbvia. Usando a desigualdade de 

Cauchy-Schwarz, o teorema A.6.1 e a relação (A.12) sai que 

^N(n,m) \ /N(n,m) \ / N{n,m) 

i=l 
£ \am(u)\ < £ «M £ #(«) 

) 

„ T I I . I 1 » i í - 1 ' i í l 

C n - 1 

N(n,m) Uriii2 \G\ 
<?n-\ 

D 

Este lema permite-nos demonstrar a próxima proposição, análoga ao teorema rela­

tivo ao tamanho dos coeficientes das séries de Fourier trigonométricas de certas funções 

suficientemente deriváveis. 

Proposição A.7.7 Sejam F uma função em S n _ 1 de classe C2k e H0, Hx,... uma sequên­

cia standard de harmónicas esféricas de dimensão n. Se as correspondentes expansões 
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harmónica e harmónica condensada de F são 
oo oo 

F^J2atHt e F-J^Qm, 
2=0 771=0 

então, para todo m > 0 e u G S"-1, 

\Qm(u)\< J2 WjHjiu)] < Vn\\Ak
0F\\m%-2k-\ (A.22) 

X{Hj)=m 

onde Ak representa a k-ésima iteração do operador de Beltrami e onde rjn depende só 

de n. 

Demonstração. A primeira desigualdade é óbvia, tendo em conta a definição de Qm. 

Vamos, então, provar a segunda desigualdade. Suponhamos que ||i?j|| = 1, para todo 

i £ No. Então, at = (F, Hi), para todo i e N0. Como F ê de classe C2k, tem sentido falar 

em A(;F. Ora, para cada i, usando que Hi é vector próprio do operador simétrico A0, 

associado ao valor próprio -X(HÍ)(X(HÍ) +n-2), resulta que 

(Ak
0F,Hi) = <F,A*J3i> 

= (-x(Hl)(x(Hi)+n-2))kai, 

donde 

oo 

i=0 

Usando a equação de Parseval, daqui, resulta que 
oo 

\KF\\2 = Y,^Hà2k{x{Hl)+n-2fka?l 
i = 0 
oo 

= 5]m2*(m + n-2)2fc £ a2 

m=0 x{Hi)=m oo 

= 5]m2fc(m + n-2)2fc | |Qm | |2 (A.23) 
771=0 

Por outro lado, se Ylm=o Qm f° r a expansão harmónica condensada de AkF, temos 

que, para cada m > 0, 

<& = E (-X(^i)(x(flri) + n-2))*aiiïi 
x(Hj)=m 

= (-m(m + n-2))k ^ a i # j 
x{Hj)=m 

= (-m(m + n-2))kQm. (A.24) 
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IIQmll2 = m2k{m + n - 2fk\\Qm\\2 < ||A*F||2. (A.25) 

Portanto, pelo lema anterior, por (A.23), (A.24) e (A.25), temos, para cada m > 0 e 

u G S" - 1 que 

y - \aH(u)\\ < ^ ( w ' m ) | | 0 A | | 2 

< N(n,m) | |AfcF i i2 
- a„_1m2fc(m + n -2 ) 2 f c l 1 ° " ' 

Agora, por (A.8), sabemos que existe uma constante bn fixa, mas dependente de n tal 

que N(n, m) < bnmn~2, logo, notando que (como sempre ao longo deste capítulo) n > 2, 

J2 \«Mu)\) < A_ | | A J F | | 2 m n-4*-2 
Kx{Hj)=m 

e, se 77„ := y ^ 7 , 

£ | a ^ ( u ) | < ^HAjFlIm*-2*-1 . D 
X(Hj)=m 

Se k = [f J + 1, então | — 2 A; — 1 em (A.22) é menor que —le , portanto, resulta 

imediatamente o seguinte corolário. 

Corolário A.7.8 Se F é de classe C 2 ( L T J + 1 ) , então as séries J2ZoaiHi e YZ=aQ™ 

convergem uniformemente para F. 

O facto de que as séries convergem para F resulta da convergência em média das 

séries para F, da continuidade de F e do facto de que convergência uniforme implica 

convergência em média para a mesma função. 

Como uma aplicação da proposição A.7.7, podemos agora provar o próximo resultado, 

que estabelece, num certo sentido, a sobrejectividade da Transformação Cosseno. 

Proposição A.7.9 Seja F uma função real par em Sn~1. Se n > 2 e F é C2L2 -I, existe 

uma função par G em S n _ 1 tal que F — G(G). 
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Demonstração. Se F ~ ]Cm>0) m par Qm é a expansão condensada de F, consideramos 

G:= Yl ~\ Q™, (A.26) 
m par 

onde An,m é definido como no lema A.7.2. Pela fórmula (A.21), só temos de mostrar que 

a série dada em (A.26) converge uniformemente, para garantir a existência da aplicação 

G. O lema A.7.3 mostra que 

<cnrn^-, (A.27) 
1^11,171 

onde cn só depende de n. Portanto, se fizermos k := |_^_|, então F é de classe C2k, 

donde, pela proposição A.7.7, temos que, para todo u G Sn_1 , 

^—\Qm(u)\<VnCn\\Ak
ûF\\mn-2k. 

\K 
Como n-2k = n-2[n^-\ < - 1 , a convergência uniforme resulta daqui. D 

Suponhamos a partir de agora que F é como na proposição anterior, mas de classe 

C°°. Vamos ver que, neste caso, G (como foi definida na demonstração da proposição 

anterior) também é C°°. 

Primeiro, vamos necessitar de um resultado que vai ser útil para os nossos objectivos. 

Teorema A.7.10 Seja ü um aberto de W1, cuja fronteira é uma hipersuperfície compacta 

de classe Ck+l. Seja g : Q -> E uma função de classe Ck, e suponhamos que g e todas 

as suas derivadas parciais até à ordem k se estendem continuamente à aderência de ü. 

Então g admite um prolongamento de classe Ck, definido em W1. 

Para a demonstração deste teorema, consultar [Ni], página 436, do volume 2 e página 

255 do volume 1. 

Representamos também por Qm a extensão homogénea de grau m a E" da harmónica 

esférica Qm (ou seja, o polinómio harmónico cuja restrição a § n _ 1 é essa harmónica). 

Lema A.7.11 Seja Qm como acabada de definir. Então 

dQm 

dxi < >/(2m + n - 3 ) m \\Qr 
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Demonstração. Pelo Teorema de Green, 

Qm{u)(VQm{u), N{u)) dff„_i(«) = / ((VQm(x), VQm(x)> + Qm(x)AQm(x)) dx, 

isto é, 

Qm(u)(VQm{u),u)dan-i(u)= / |VQm(a;)|2(íx. 

Usando a Relação de Euler, ficamos com 

m (Qm(u))2dan.1(u)= [ \VQm(x)\2dx, (A.28) 
JS*-1 JBn 

Por outro lado, como Qm é homogéneo de grau m, então cada coordenada do gradiente 

de Qm, VQm := f ^ S • • •, ^ 7 ) é um polinómio homogéneo de grau m - 1, donde sai 

que |VQm|2 = í ^ f ) H •" ( ^ f ) é um polinómio homogéneo de grau 2m - 2. 

Assim, utilizando este facto e representando por S"_1(r) a esfera de centro 0»n e raio 

r, com 0 < r < 1, concluímos que 

/ |VQm(x)|2cb = f í \VQm(u)\2da{u)dr 
JBn JO ^S"-! ( r ) 

~ / \VQm{u)\2dan^(u). 
2ra + 

Daqui e de (A.28), resulta que 

\ [ |VgTO(u)|2d(7n_i(tx) = V(2m + n - 2 ) m J [ (Qm(u))2dan_i(«), 

e, portanto 

V / 1 ( ^ ( U ) ) d í 7 n - l ( u ) - \ / (2m + n - 2 ) m ||Qm | |, 

ou seja 
agr 
dxi 

< y/(2m + n-2)m \\Qr D 

Como Qm é homogéneo, sabemos pela prova da proposição A.7.9, que a série 

W»-l tZt Án,m 
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é uniformemente convergente na bola unitária Bn, denotamos ainda por G a função defi­

nida em Bn por essa mesma série. O que vamos mostrar é que, para cada H N e para 

cada escolha de x^,..., xik, a série das derivadas parciais 

1 dk 

my0
 A

n,m OXll • ■ ■ 0Xik 

m par 

é uniformemente convergente em Bn, desse facto resultando que G é C°° em int(Bn). É 

essa a estratégia para provar a seguinte proposição. 

Proposição A.7.12 A função G é C°° em Sn _ 1 . 

Demonstração. Como Qm é harmónico de grau ra, então AQm — 0. Por outro lado, 

dxi ' dxi ' 

logo ­ J ^ é um polinómio harmónico de grau m — 1. 

Em geral, se £ for um operador em Q^, tal que £ := Q~^~, então L(Qm) é um 

polinómio harmónico de grau m­k (ou zero, se k > m). Usando o lema anterior, é fácil 

ver por indução que se tem 

| |^(Qm)| |<((2m + n ­ 2 ) m ) f c / 2 | | g m | | . 

Daqui sai que existe uma constante afcj„ dependente só de k e n tal que 

\\^{Qm)\\ < ak,nm
k\\Qm\\. 

Agora, de (A.23), sai que 

lio li < I | A ;
'

F | 1 
mk'(m + n ­ 2)k' ' 

para todo k' G N. Então 

l|£(Qm)|| < aKnm
k l |AfF|1 < a^^^Pl 

mfc (m + n — 2)fe ' m2A: 

para todo k' 6 N. 

Por outro lado, pelo lema A.7.6, e notando que JV(n, m) é crescente em função de m, 

dado u G S71"1, 

WO-)(«)l < , ^ ^ > ||£Wm)|| < / ^ M ^ | |£( 



A.7. TEOREMA DE FUNK-HECKE E TRANSFORMAÇÃO COSSENO 133 

e, portanto, sendo bn a constante definida por (A.8) e rjn := A / - ^ - , concluímos que 
y &n — 1 

|£(Qm)(«)| < »Mfl*,n||Af F | |m^+ f c - 2 f c ' , (A.29) 

qualquer que seja k' G N. 

Portanto, por (A.27) e por (A.29) 

1 
\L{Qm){u)\ < cnT7nafc,n||A*'F||mn+fc-2*', W e K 

Finalmente, note-se que se x e Bn, então da homogeneidade de £>(Qm), resulta que 

\£>(Qm)(x)\ < \£>(Qm)(u)\, corn u G S™-1 tal que tu = x, corn t <E [0,1]. Portanto, 

r^—MQm)(x)\ < WnükjA*F\\mn+k-2k\ W G N\/x e Bn 

e onde cn, r)n, ak,n e ||A*'F|| são constantes não dependentes de m. 

Ora, como F é de classe C°°, podemos tomar k' suficientemente grande para que 

n + k — 2k' < — 1. Fazendo essa escolha, concluímos que a série 

oo 1 

E r £(3m)(x) 
m = 0 ^ 7 1 ' m 

é uniformemente convergente em £?„ e, portanto, como este raciocínio é válido para todo o 

k eN e toda a escolha de x^,..., a:^, sai que G é C°° em int(i?n). Além disso, para cada 

k Ç N, G e todas as suas derivadas parciais de ordem menor ou igual a k prolongam-se 

continuamente a Sn _ 1 . 

Então pelo teorema A.7.10, concluímos que G admite, para cada k € {1,2, . . .} , uma 

extensão de classe Cfc a i " , logo a restrição de G a § n _ 1 é de classe Ck, para cada k > 1 

(comparar com a definição A.2.1). Portanto, essa restrição é de classe C°°. D 



.. '..'■: "í...> |H™ ■ - ■ : - • . ' 
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