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Resumo

Nesta tese sao estudadas acgdes de grupos de Lie compactos, I', em variedades dife-
rencidaveis X. No caso em que as érbitas de grupo regulares tém codimensao 1 fazemos
uma caracterizacio pormenorizada do espago das drbitas quando a variedade X é
compacta e simplesmente conexa de dimensao m > 3.

O principal resultado desta tese ¢ o seguinte: para uma accao linear de um grupo
de Lie compacto, I', em R"*2 com dérbitas regulares de codimensio 2 existe um plano
que intersecta todas as érbitas de grupo.

Em seguida consideramos campos de vectores f : R™* — R"* simétricos.
Supomos que o grupo de simetrias tem Orbitas regulares de codimenséo k e que existe
um subespago vectorial V' de R™** de dimensao k que intersecta todas as drbitas de
grupo. A dimensio das érbitas de grupo é usada para reduzir o estudo do campo de
vectores f ao espaco V sem perda qualitativa de informacao sobre a dindmica de f em
R™*. Esta construcio sé é feita nos pontos de 6rbitas de codimensédo minima. Estes
pontos sdo um subconjunto aberto e denso de R™**.

Os resultados anteriores sdo usados para encontrar condigoes suficientes para a
existéncia de ciclos heteroclinicos estruturalmente estdveis em campos de vectores

simeétricos.



Abstract

In this thesis we study compact Lie group actions on manifolds. When the regular
group orbits have codimension 1 we make a detailed description of the orbit space for
actions on compact, simply connected manifolds of dimension greater or equal to 3.
Our main result is the following: for a linear compact Lie group action on R"™+?
with codimension 2 regular orbits there exists a plane that intersects all group orbits.
Next we consider symmetric vector fields f : R*** — R™**. We suppose that the
symmetry group has regular codimension & orbits and that there exists a k-dimensional
vector subspace V of R™* intersecting all group orbits. The dimension of the group
orbits is used to reduce the study of the vector field f to the space V without loosing
any qualitative information about the dynamics of f in R™**. This construction is
done only on points with minimum codimension orbits, an open dense subset of R™*¥.
The previous results are used to find sufficient conditions for the existence of

structurally stable heteroclinic cycles in symmetric vector fields.



Résumé

Dans cette theése nous étudions des actions de groupes de Lie compacts sur des variétés
différentiables. Quand les orbites réguliéres sont de co-dimension 1, nous faisons une
caractérisation de ’espace des orbites pour des actions sur des variétés compactes,
simplement connexes de dimension m > 3.

Notre résultat principal est le suivant: pour une action linéaire d'un groupe de Lie
compact sur R™? avec des orbites réguliéres de co-dimension 2, il y a un plan qui
intersecte toutes les orbites du groupe.

Ensuite nous considérons des champs de vecteurs symétriques f : R*t¢ — Rk,
Nous supposons que le groupe de symétrie a des orbites régulieres de co-dimension k&
et qu'il y a un sous-espace vectoriel de dimension k qui intersecte toutes les orbites du
groupe. La dimension des orbites du groupe est utilisée pour réduire I’étude du champ
de vecteurs f & l'espace V sans perdre l'information qualitative de la dynamique de
f sur R™""*. Cette construction est faite seulement sur les points avec des orbites de
co-dimension minimum. Ces points constituent un sous-ensemble ouvert et dense de
R,

Ces résultats sont utilisés pour trouver des conditions suffisantes pour 1’existence de

cycles hétéroclines structurellement stables dans les champs de vecteurs symétriques.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos fenémenos naturais possuem simetrias mais ou menos exactas, que devem ser
traduzidas nos modelos matematicos que os descrevem. Nesta tese estudamos equagoes
diferenciais ordindrias com simetria. As simetrias impoem fortes restrigoes as solugoes
do sistema e & sua forma geral. Por exemplo, o simétrico de uma solugao é também
solugao.

O conjunto de todas as simetrias de um sistema de equagoes diferenciais ordindrias
tem a estrutura de grupo. Suporemos nesta tese que este grupo é um grupo de Lie
compacto, I.

Certas propriedades dos sistemas de equagoes diferenciais tornam-se persistentes
quando ha simetria, isto €, nao sdo destruidas por pequenas perturbagoes no sistema.

Consideremos um sistema simétrico definido em R™. Uma consequéncia da simetria,
¢ a existéncia de subespacos vectoriais em R™ que sdo invariantes pelo fluxo do campo
de vectores f : R* — R™. Este facto permite o aparecimento de um fenémeno recor-
rente, designado por ciclo heteroclinico. Um ciclo heteroclinico é um caminho fechado
formado por conjuntos invariantes pelo fluxo (por exemplo pontos de equilibrio) e
trajectdrias que os ligam. Em sistemas gerais nao se espera que este fenémeno acontega
de um modo persistente, como acontece na presenca de simetria.

Um ponto fundamental para se encontrar um ciclo é provar a existéncia de uma
ligacdo persistente entre dois pontos de equilibrio. Geralmente prova-se este facto

usando o teorema de Poincaré-Bendixson (ver, por exemplo, Hirsch e Smale, [11],
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capitulo 11, secgio 4). No entanto este teorema sé ¢ valido em sistemas dinamicos
bi-dimensionais.

No artigo [18] de Melbourne et al esta dificuldade é ultrapassada num exemplo de
sistema simétrico. Partindo de dois pontos de equilibrio contidos num espago invariante
pelo fluxo, restringe-se o sistema a esse espago (que tem dimensao 4). Existe um plano,
nesse espaco de dimensdo 4, ao qual é possivel reduzir o estudo da ligagao. Nesse
plano jé é possivel usar o teorema de Poincaré-Bendixson para encontrar a ligacao
persistente. A existéncia do plano é consequéncia da simetria.

Este exemplo motivou o trabalho desta tese. Apresentamos aqui condigoes que
um grupo de Lie compacto, I, deve satisfazer para que exista um plano ao qual seja
possivel reduzir o estudo do sistema com simetria I'. Este resultado depende fortemente
da topologia do grupo. Para o obter foram usados resultados de acgoes de grupos de
Lie em variedades diferenciaveis.

Numa acgo, o conjunto das sucessivas imagens de um ponto x por cada um dos
elementos de I" é designado por drbita de z. As érbitas, numa accao de um grupo de
Lie compacto I' numa variedade diferencidvel X, sao variedades diferencidveis e nao
tém necessariamente todas a mesma dimensdo nem o mesmo nimero de componentes
conexas. Aquelas que tiverem simultaneamente maior dimensao e menor numero de
componentes conexas chamam-se érbitas regulares. Uma acgdo em X faz uma partigao
de X em érbitas disjuntas. Este tema foi objecto de estudo nas décadas de 40 e
50. Gleason ([7], coroldrio 3.5) provou que, em certas condigdes existe, em X, um
subconjunto fechado que intersecta uma tnica vez todas as érbitas numa vizinhanga
fechada de um ponto desse conjunto. Este subconjunto fechado é designado por sec¢ao.

Provamos a existéncia de um plano V que intersecta todas as érbitas de grupo
usando uma secgao.

Em seguida seria desejavel conseguir, como no exemplo de Melbourne et al, reduzir
o estudo de um campo de vectores com aquela simetria ao plano V. Este resultado é
conseguido parcialmente, isto é, a redugao ¢ feita apenas nos pontos com orbitas de
dimensdo mdxima, que sdo um subconjunto aberto e denso do espago. Para obter a

reducao nesses pontos usamos a dimensao das orbitas de grupo.
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Os resultados anteriores sfio usados para encontrar condigdes suficientes para a
existéncia de ciclos heteroclinicos persistentes em campos de vectores simétricos.

Todos os resultados apresentados nesta tese que nao forem originais tém referéncia.
Omitiremos algumas demonstracoes desses resultados. Por outro lado, incluiremos as
demonstracoes que ajudarem a entender esta dissertagao.

O teorema 3.15 e o lema 3.14 sao de Isabel Labouriau.

A tese estd estruturada do seguinte modo:

e No préximo capitulo incluimos algumas definigdes e resultados necesséarios nos

capitulos seguintes.

e O capfitulo 3 comega com uma revisdo de conceitos bésicos de acgdes de grupos
de Lie. Nem sempre enunciamos os resultados de um modo tao geral quanto na
versao original. Sao incluidos dois teoremas, um de Mostert e outro de Hofmann e
Mostert. O teorema de Mostert caracteriza topologicamente o espago das érbitas
de acc¢des de grupos de Lie compactos I' em variedades X com érbitas regulares
de codimensdo 1. Nas mesmas condigoes o teorema de Hofmann e Mostert prova
a existéncia de uma seccao. A seguir fazemos uma caracterizagdo topoldgica
do espaco das érbitas para acgoes em variedades compactas, X. Provamos que,
se as drbitas de grupo regulares tiverem codimenséo 1, o espago das érbitas ¢
homeomorfo a S! ou a um segmento. Se, além de compacta, X for simplesmente

conexa, provamos que o espago das 6rbitas é homeomorfo a um segmento.

e No capitulo 4 sao estudadas acgdes lineares de grupos de Lie compactos em 3 St}
no caso em que as 6rbitas de grupo regulares tém codimensao 2. Provamos, nesse
contexto, a existéncia de um plano V em R™"*? que intersecta todas as érbitas de
grupo (teorema da Redugdo 4.4). Em seguida consideramos campos de vectores
f : R*% — R™* simétricos. Supomos que o grupo de simetrias tem o6rbitas
regulares de codimensao k e que existe um subespago vectorial V' de R+ de
dimensao k que intersecta todas as érbitas de grupo. Note-se que no caso k = 2 a
existéncia deste espaco V é garantida pelo teorema da Redugdo 4.4. A dimensao

das érbitas de grupo é aproveitada para reduzir o estudo do campo de vectores
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f ao espago V sem perda qualitativa de informagao sobre a dinamica de f em
Rtk Esta reducdo sé é feita nos pontos de 6rbitas de codimensdo minima,
que sao um subconjunto aberto e denso de R™"*. Conjecturamos que é também

possivel obter a reducéo nos restantes pontos de R"*.

e E apresentada uma aplicacao dos resultados anteriores no capitulo 5. Mostramos
como esses resultados podem ser usados para encontrar ciclos heteroclinicos
estruturalmente estdveis em campos de vectores simétricos. Na verdade, os
resultados do capitulo 5 foram a motivagao do trabalho dos capitulos anteri-
ores. Obtemos condigoes suficientes para a existéncia de ciclos heteroclinicos
num aberto do espaco dos campos de vectores de classe C'°, equivariantes com
respeito a um dado grupo I' (teoremas 5.5 e 5.6). Estes teoremas jd tinham sido
obtidos em Abreu [1]. No entanto, com os resultados do capitulo anterior e da

seccao 5.4 sao retiradas algumas condigoes do enunciado dos teoremas.

Provamos, na sec¢do 5.4, um resultado que permite obter informacao sobre a
simetria que existe num plano, conhecendo-se a simetria em duas rectas ortogo-
nais desse plano. Isto é, conhecendo como um grupo de Lie compacto actua em
duas rectas ortogonais, ¢ possivel obter informagao sobre a acgao do grupo no

plano definido por essas rectas.



Capitulo 2

Conceitos preliminares

Este capitulo contém definigoes e resultados béasicos que serao necessarios nos capitulos
seguintes.

Comecgamos por definir ac¢ao de um grupo topoldgico I' numa variedade diferenci-
4vel X. Entre outras, apresentamos as defini¢oes de 6rbita de grupo e de subgrupo de
isotropia, relacionando-as entre si. Indicamos condigoes suficientes para que as érbitas
de grupo sejam variedades diferencidveis compactas. Este resultado serd usado no
capitulo 4.

As accoes lineares de grupos de Lie compactos em R" sao estudadas com mais
pormenor.

A seguir exploramos alguns conceitos relacionados com a topologia do espaco das
érbitas, I'/ X. Este espago é obtido identificando todos os pontos duma érbita de grupo.
As definicdes mais usadas sio exemplificadas numa acgéo linear em R2.

Em 2.3 introduzimos a nogao de equivariancia de um campo de vectores por um
grupo. Sao apresentadas vérias propriedades de campos de vectores equivariantes.

A maioria das definigdes e resultados referentes a ac¢oes de grupos topologicos e
topologia do espaco das drbitas sdo retiradas do livro de Bredon ([3]).

Os conceitos relacionados com campos de vectores simétricos por grupos ortogonais

sdo de Golubitsky et al ([9]).

13
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2.1 Accgoes

Um grupo topolégico é um espago topoldgico cujos pontos sao elementos de um grupo
abstracto, sendo as operagoes de grupo continuas na topologia do espago ([23], seccao
1.11).

Seja X uma variedade diferenciavel e I' um grupo topolégico. Uma ac¢do de I' em

X ([3], capitulo I, sec¢do 1) ¢ uma aplicag@o continua © : T x X — X tal que
1. ©(1,z) = z para qualquer z € X, onde [ é a identidade em T
2. ©(v,9(o,x)) = O(vo, ), para quaisquer 7,0 € 'ez € X.

Também se diz que I' é um grupo de transformacgdes em X ou que X é um [-espaco.

Um elemento o de I' actua trivialmente em todo o X se ©(0,z) = z para todo z
de X.

O conjunto dos elementos de I' que actuam trivialmente em todo o X forma um
subgrupo fechado normal de T" ([3], capitulo I, seccdo 1). Se este subgrupo se reduzir
ao elemento identidade de I, ent@o a ac¢do de I' em X diz-se efectiva ([3], capitulo I,
secgao 1).

De futuro, em vez de ©(o, x), escreveremos simplesmente o.z.

Para qualquer z em X, define-se drbita de z pelo grupo I' ([3], capitulo I, secgao
3) do seguinte modo:

[(z)={yz:7€eT}.

Se C for um subconjunto de X, entao
I'C)={y.c:v€eTl,ceC}

é a uniao das érbitas dos elementos de C' e designa-se por saturagdo de C ([3], capitulo

I, secgdo 3).

Proposigao 2.1 ([3], capitulo I, corolario 1.3) Seja I' um grupo topoldgico com-
pacto actuando na variedade X. Se C C X for um conjunto compacto (fechado) entao

['(C) é compacto (fechado).
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Em particular, se I" for compacto, a 6rbita I'(z) também o é, para qualquer z € X,

O subgrupo de isotropia de um ponto z ([3], capitulo I, secgio 2) é
I,=4g elisg=¥}

Os elementos 7.z and 4.z de uma 6rbita de grupo sdo iguais se e 86 se §~lv.z = z,
i.e., 01y e I,.
O subgrupo de isotropia de z, para qualquer x € X, é sempre um subgrupo de I'

topolgicamente fechado:

Proposicao 2.2 Seja I' um grupo topoldgico actuando na variedade diferencidvel X.

Para qualquer x € X o subgrupo de isotropia I'; € um subconjunto fechado de I'.

Demonstragao:
Seja v, uma sucessdo em I'; convergindo para v € ['. Vamos ver que v € T',.
Temos

lim (v.2) = lim ©(y, z),

onde © é a ac¢do de I em X.

Como O ¢ continua,

lim @(7m_fg) = @(T}an}ofymx) = @(’Y, 2,‘) = %¥.I.

n—oo

Por outro lado,

Time (y..2) = Bm » =

n—0oo n—oo

Isto é, v.z = x, como querfamos provar. 0O

Um subgrupo de isotropia ¥ C I' é mazimal se nao existir nenhum subgrupo de
isotropia A de I' satisfazendo ¥ C A C I'. Um subgrupo de isotropia T C X C I" é
submazimal se for maximal em % (as inclusdes sdo préprias). Ver [9], capitulo XIII,
definicao 2.6.

Uma accao © de um grupo de Lie I' numa variedade diferencidvel X diz-se dife-

rencidvel se © for uma aplicagéo diferencidvel ([3], capitulo VI, sec¢do 1). Para estas
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acgoes as Orbitas I'(z) sao variedades diferencidveis, como se conclui nos préximos

resultados.

Teorema 2.3 ([3], capitulo VI, teorema 1.2) Se © : I' x X — X for uma ac¢do
diferencidvel e x € X, entdo a aplicagdo candnica o, : I'/T, — X dada por a (41;) =

v.x € um mergulho.

Corolario 2.4 ([3], capitulo VI, coroldrio 1.3) Se um grupo de Lie compacto T’
actuar diferenciavelmente numa variedade diferencidvel X, entao cada érbita T'(z) €

uma subvariedade de X e a aplicacdo o, : I'/T, — X € um difeomorfismo.

A préxima proposigao relaciona érbita de grupo com subgrupo de isotropia em
accdes lineares (ver definicao de acgao linear em 2.1.1). Quanto maior for a drbita,
menor é o subgrupo de isotropia. O nimero de elementos de um conjunto K sera

denotado por |K]|.

Proposigao 2.5 ([9], capitulo XIII, §0) SejaI" um grupo de Lie compacto actuando

linearmente num espago vectorial V. Entao
1. se T for finito, entdo |T| = |[,||T'(z)|.
2. dimI' = dim T, + dim ['(z).
Sejam ¥ C I um subgrupo e v € I'. Entao

Yy = {yov 0 € X}

¢ um subgrupo de I', dito conjugado a . Pontos numa mesma drbita de grupo tém
subgrupos de isotropia conjugados, isto é, [, = yTyy ! ([9], capitulo XIII, lema 1.1).
Por outro lado, dados dois subgrupos de isotropia conjugados I'; e I’y = vI.y 71,
existe um ponto na érbita de grupo de y cujo subgrupo de isotropia é I';. De facto,
z=~vlyétalquez€Tl(y)edz=z2sees6seocl,.
O conjunto dos subgrupos de I' que sdo conjugados a ', é a classe de conjugacao do
subgrupo I'; de I e é denotada por [I';]. Diz-se também que [[';] é o tipo de isotropia

ou tipo de érbita de = (Field [6], capitulo 1, secgdo 2).
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O reticulado de isotropia de I' é ([9], capitulo XIII, 10) o conjunto das classes de
conjugagio [X] de subgrupos de isotropia ¥ de I'. Escreve-se [T — [Z] se T' C ¥ para
representantes adequados. Isto é, dados dois subgrupos de isotropia T e £, temos

[T] — [X] se e s6 se v~ Ty C ¥ para algum v € I,

Teorema 2.6 (Mostow [26]) Se I for um grupo de Lie compacto actuando numa

variedade X compacta, o nimero de tipos de isotropia € finito.

Para simplificar a notagao, de futuro serdo omitidos os colchetes nas classes de

conjugacgao.

Sejam I" um grupo de Lie compacto ¢ £ a maior dimensao de qualquer drbita
de I' em X. Denotemos por Q o conjunto de todos os pontos de X em dérbitas de
dimensao k. Se z e y forem dois pontos de Q, entao dimI'; = dimT'y. Escolhamos em
Q um ponto p tal que I', tem o menor nimero possivel de componentes conexas como
variedade. Um ponto p com estas propriedades chama-se regular. Os restantes pontos
de Q chamam-se ezcepcionais. Todos os pontos em érbitas de dimensao menor que k
serdo designados por singulares (Montgomery e Zippin [23], seccdo 5.4).

Terminamos esta secgao com a definicao de dominio fundamental para uma accao

efectiva:

Definig¢ao 2.7 ([6], capitulo 6, seccao 2) Um dominio fundamental para a ac¢do
de um grupo T' numa variedade diferencidvel X é um subconjunto X+ de X com as
sequintes propriedades
o JXt=X;
~el
e para todo v € T,7.int(X1) Nint(X*) # 0 se e sé se v = I, onde int(X ™)

representa o interior de X,
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2.1.1 Acgoes lineares

Nesta subseccao vamos supor que I' seja um grupo de Lie e que X seja um espago
vectorial real de dimensao finita.

Se cada operagao ©, : X — X, com ©,(z) = 7.z, for uma transformagéo linear
em X, entdo a accao diz-se linear.

Se cada operagdo ©. for uma transformacao ortogonal em X, entdo a acgéo é
ortogonal.

Denotemos por GL(n, X) o espago das transformagdes lineares em X, sendo X um

espago vectorial real de dimensao n.

Definigao 2.8 ([9], capitulo XII, secgao 1) Numa ac¢do linear deT" em X, a aplicag¢do
que envia ¥y € I' em ©., € GL(n, X) € designada por representacao de I' em X.

Uma representacio define um homomorfismo de T sobre GL(n, X).

Uma representagao ( : I' — GL(n, X) ¢é equivalente a uma representacéo ortogonal
se e s6 se existe um produto interno em R™ preservado por ¢ tal que cada ¢(vy) tem
a forma de matriz ortogonal com respeito a uma base ortonormal em R"™ para esse

produto interno.

Teorema 2.9 ([3], capitulo 0, teorema 3.5) Qualquer representagio de um grupo
compacto I' num espaco vectorial real n-dimensional X € equivalente a uma repre-

sentagdo ortogonal de I' em R™.

E possivel restringir uma acgdo ortogonal em R™ & esfera S™~! sem perder a

informagao qualitativa das érbitas, porque
e se z e y sdo colineares, T # 0 # y, entao y = Az, com A # 0, e I'(y) = AL'(z);
e se I' C O(n), entdao S™~! ¢ invariante por I.

Qualitativamente, a dnica orbita que se perde ao restringir a esfera é a da origem.

Definigdo 2.10 Os circulos maximos em S™ ! sdo as curvas resultantes da inter-

seccdo de S™1 com os planos contendo a origem.
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Um subespago vectorial W C R™ é I'-invariante se v.w € W para qualquer w € W

ey € L.

Proposicao 2.11 ([9], capitulo XII, seccao 2) Seja I' um grupo de Lie compacto
actuando num espago vectorial X. Seja W C X um subespago I'-invariante. Entdo

existe um subespaco Z C X complementar e I'-invariante tal que
X=We/Z

As representagoes ou acgoes de I' em R™ sao érredutiveis se os unicos subespagos
[-invariantes de R™ forem {0} e R™. Um subespagco W C R" é I'-irredutivel se W for

[-invariante ¢ a ac¢do de I' em W for irredutivel ([9], capitulo XII, proposicdo 2.1).

2.2 Espaco das dOrbitas

Todas as definigbes apresentadas nesta secgéo foram retiradas de Bredon ([3]).

Denotemos por X/T" o conjunto cujos elementos sao as érbitas de I' em X. Isto é,
tomemos em X a relagdo de equivaléncia: = ~ y se e 86 se z e y estiverem na mesma
orbita de grupo.

Seja w : X — X/ a aplicagdo natural que envia z na sua érbita, I'(z). O conjunto
X /T munido com a topologia quociente (U C X/I" é aberto se e 86 se 7~ 1(U) é aberto
em X) é designado por espago das drbitas de X (com respeito a I').

A aplicagdo 7 : X — X/T' é continua (porque a dérbita de um aberto é ainda um
aberto) e aberta ([3], capitulo I, secgdo 3). Se I' for compacto, entdo 7 é também

fechada e prépria ([3], capitulo I, teorema 3.1).

Definigao 2.12 ([3], capitulo I, seccdo 3) Uma secgio para w: X — X/T' € uma

aplicagdo continua o : X/T' — X tal que wo € a identidade em X/T.

Uma sec¢do local definida em U C X/T é uma secgdo em 7|,-1(1y. As secgoes locais

nao existem em geral, como veremos no exemplo de 2.2.1 a seguir.



CAPITULO 2. CONCEITOS PRELIMINARES 20

Proposicao 2.13 Se existir uma secgdo o : X/T' — X entdo 0 € um homeomorfismo

sobre a sua imagem.

Demonstracgao:

Por definicdo de seccdo, o é continua e wo é a identidade em X/I'. Falta apenas
ver que om ¢ a identidade em C' = o(X/I"). O conjunto C' intersecta cada orbita
exactamente num ponto, caso contrario o nao estaria bem definida. Conclui-se que 7

é injectiva em C, portanto om(c) = ¢ para todo ¢ € C. O

Proposigao 2.14 ([3], I, proposicao 3.2) A imagem de uma secgdo o : X/I' = X
€ fechada em X.

Demonstragao:
Seja C = o(X/T') e seja {z,} uma sucessdo em C convergindo para z € X. Temos

lim 7w (z,) = n(z), de modo que
&= lima, = limon(z,) = on(z) e C

e portanto C' é fechado. O

2.2.1 Exemplo: accao de Z; em R?

Consideremos a acg¢do do subgrupo I' = {I,—I} de O(n), (com n > 1) em R", tal
que I.x = z ¢ (—I).z = —z, para todo z € R™. Néo existe sec¢ao local definida na
vizinhanga de 7(0) em R™/T". Esta afirmacio encontra-se em [3], capitulo I, secgéo 3
sem demonstragado. Demonstramos na proposicdo 2.15 o caso de n = 2. Paran > 2 a
demonstragao é semelhante.

Antes da proposicdo vamos caracterizar o espago das Orbitas para a acgao do

subgrupo I' = {I,—1} de O(2) em R?.
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2.2.1.1 Reticulado de isotropia

A érbita da origem é a propria origem.

Os restantes pontos, da forma p = (a,b), tém 6rbita

I(p) = {(a,b),(—a,-0)}.

O reticulado de subgrupos de isotropia é:

2.2.1.2 Geometria do espago das orbitas

A aplicagio 7 : R? — R?/T identifica todos os pontos de uma mesma 6rbita. Para
descrevermos geometricamente o espaco das orbitas, consideremos um subconjunto de

R? que contém exactamente um ponto de cada érbita. Por exemplo
{(z,y) eER*:2>0V(z=0Ay > 0)}

estd nessas condigoes. Este conjunto estd em correspondeéncia bijectiva com o espago
das érbitas R?/T.

Na topologia de R?/T" a imagem por 7 da parte positiva do eixo dos yy é identificada
com a imagem da parte negativa. Em qualquer recta contendo a origem identifica-se
pontos de abcissa positiva 7 com os correspondentes pontos de abcissa simétrica, —x;.
Assim, podemos ver o espago R?/I" como uma superficie cénica cujo vértice é m(0).

Vamos, em seguida, ver que néo existe sec¢ao local em 7(0).

Proposigao 2.15 Consideremos a ac¢do acima do subgrupo I' = {I, -1} de O(2) em

R2. Ndo eriste secgdo local definida na vizinhanga de w(0) em R?/T.

Demonstragao:
Seja U uma vizinhanga de 7(0) em R?/T". Suponhamos que exista uma sec¢do para

T|r-1(v), i.€., que exista 0 : U — 771 (U) continua tal que 7o seja a identidade em U.
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=

Figura 2.1 (a) sucessoes (z?) e () definidas num aberto U de R?/T. (b) se existisse

uma secgao, entao (T,) e (y,) seriam as imagens por essa secgao das sucessoes (z)) e

(Yn)-

Como a érbita da origem é a prépria origem e 7 é continua, o conjunto 7' (U) é uma
vizinhanga da origem em R2. A vizinhanga 7~(U) é enviada por m numa superficie
cénica em R?/T" (figura 2.1 (a)) e nesta vizinhanga a aplicagao o é a inversa de ™ em
= 1(U).

Sejam B uma bola aberta de centro na origem contida em 7=*(U) e z = (0,b) € B
com b > 0. Entéo (—I).z = (0,-b) € Ben(z) =n((—I).z) =2* € U.

Seja x, = (a,b) uma sucessao em B que convirja para z = (0,b), com a, > 0
e b, > 0. A sucessio y, = (an, —bn) C B converge para (0,—b) (ver figura 2.1 (b)).
Embora as duas sucessdes (z,) e (y,) tenham limites diferentes em R?, as suas imagens
por 7 terdo o mesmo limite, 7(z), em R?/T". Logo, 7 nao pode ter uma inversa continua

em B. O

2.2.1.3 Exemplo de secgao local

A accido deste grupo I' pode ser usada para dar um exemplo de secgao local:
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Proposigao 2.16 Consideremos a mesma acg¢do do subgrupo I' = {I,—I} de O(2)
em R2. Seja
C={(z,y) € R*:| (z,9) — (2,1) < 0.1}.

Eziste uma secg¢ao local definida em w(C).

Demonstragao:
Seja ¢ : w(C) — C tal que o(z*) = I'(z) N C. E necessario apenas provar que o
é continua. Seja A C C fechado. Ora, c71(A) = w(A), que é fechado porque 7 é

fechada. 0

O valor 0.1 na proposi¢ao 2.16 foi escolhido de modo que o conjunto C' néo
contivesse a origem nem dois pontos da mesma orbita. Naturalmente, qualquer outro

valor que respeite estas condicoes pode ser usado em vez de 0.1.

De um modo impreciso, mas intuitivo uma secgao local existe num ponto p se a
orbita de p tiver o mesmo aspecto que todas as orbitas vizinhas.

No préximo capitulo serd usado o termo sec¢do local também para designar o
conjunto imagem de uma secgdo local. Este conjunto intersecta a dérbita de cada

ponto proximo de p apenas uma vez.

2.3 Campos de vectores com simetria

Consideremos o sistema.:

dz

- = 2.1
® ) 21)
onde f: R* — R™ é C*.

Suponhamos que I' seja um grupo compacto que actua em R" tal que

flyz) =.f(z), (2.2)

para quaisquer x € R" e v € I'. Ent@o y é uma simetria de (2.1).
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O grupo I' é designado por grupo de simetrias do sistema (2.1). Diremos também
que [ é I'-equivariante.

Para cada condigdo inicial z(0) = p em R™, este sistema tem uma tnica solucao
x = x(t), onde ¢ pertence a um intervalo I C R contendo 0.

Se z(t), com dominio I, for uma solugéo de (2.1), entdo a sua restrigido a qualquer
intervalo J C I também o é. Tomando para / o maior intervalo no qual z(t) satisfaz
(2.1) teremos uma solugao mdzima.

Obtém-se assim um fluzo, p(t, p) do sistema (2.1), definido para todo p em R™, tal
que:

0
eOp)=p e  Fotp)=fle(tp)

A trajectoria de p € R™ é a imagem da curva z(t, p), ou simplesmente z(t), dada
por t — (t,p).

Se z(t) for uma solugdo do sistema, o mesmo sucede com ~y.z(t) para qualquer
v € I'. Em particular, se z(t) = zo for um ponto de equilibrio de (2.1), o mesmo
sucede com ~.xg. Se v.Zg # T encontramos um outro ponto de equilibrio. Sempre que
v.Zo = Ty diremos que -y € uma simetria da solu¢do x.

Uma aplicagio [-equivariante anula-se em (reunides de) érbitas de grupo porque,
se zo for um ponto de equilibrio de (2.1), o mesmo se verifica com todos os pontos da
sua Orbita de grupo.

Um equilibrio relativo, R, é uma dérbita de grupo invariante pelo fluxo de f.

O seguinte resultado serd neccessario a frente:

Teorema 2.17 (Sotomayor [28], capitulo VI, 3, teorema 2) Sexz(t) € uma solugdo

mdzima de (2.1) no intervalo I, verifica-se uma unica das seguintes alternativas:
o z(t) € injectiva;
o ] =R ex(t) € constante;

o [ =R e x(t) € periddica, isto é, existe um T > 0 tal que z(t +7) = z(t) para

todot € R, e z(t1) # z(ta) se |t1 —ta| < 7.
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2.3.1 O subespago de pontos fixos por X

A T-equivariancia forca a existéncia de subespacos vectoriais invariantes pelo fluxo de
f, os subespacos de pontos fixos.
Seja ¥ C I' um subgrupo de I' e f : R* — R™ uma aplicagao I'-equivariante. O

subespago de pontos fizos por 3 é
Fix(Z)={z € R": 0.z =1z, Vo € 1}.
Verifica-se facilmente que Fix(X) é um subespago vectorial de R™ e que
f(Fix(X)) C Fix(%).

Ver [9)], capitulo XIII, secgao 2.

Para encontrar pontos de equilibrio de (2.1), com uma dada simetria ¥, basta
restringir f a Fix(X) e resolver f(z) = 0 neste subespago.

Note-se que o facto de os espagos de pontos fixos serem invariantes pelo fluxo de f
nao implica, evidentemente, que sejam também invariantes pela acgao do grupo I

O maior subgrupo de I' que deixa Fix(X) invariante é o normalizador de ¥ em T,

denotado N(X), e definido do seguinte modo:
NE)={y&€Tl:4Z=ZIv}.

Podemos restringir o campo de vectores f a Fix(X) e considerar apenas a acgao de
N(Z), isto é,
fFixe (7-2) = 7-fIFix) (%)
para todo v € N(Z) e para todo z € Fix(X).
Existe, portanto uma acgao natural de N(X) em Fix(Z). Os elementos de ¥ actuam
trivialmente em Fix(X). Para obtermos, a partir da ac¢ao de N(X), uma acgéo efectiva

em Fix(X) é necessério considerar a acgao induzida de N(X)/%.



Capitulo 3

Grupos de transformacoes e

seccoes

Apresentamos aqui alguns tépicos da teoria de grupos de transformagoes compactos.
O objectivo é fornecer conceitos e resultados bdsicos nesta teoria que permitam ao
leitor uma melhor compreensao das demonstragoes dos teoremas 3.10 e 3.11. Estes
dois resultados, de Mostert (1957) e de Hofmann e Mostert (1966), sdo apresentados
na seccao 3.4. Consideramos pertinente incluir um esbogo das demonstragoes porque
os dois teoremas sao usados fortemente no préximo capitulo.

Na primeira sec¢ao € estudado um exemplo de acgdo linear de um grupo de Lie
compacto em R3, que podera facilitar a leitura do resto do capftulo. A seguir sdo
apresentados alguns resultados sobre sec¢des e sobre slices. Nem sempre enunciamos
os resultados de um modo tao geral quanto na versao original.

Depois dos teoremas de Mostert e de Hofmann e Mostert indicamos algumas
consequéncias que podem ser tiradas desses teoremas. Se as 6rbitas de grupo reg-
ulares tiverem codimensao 1 fazemos uma caracterizagao pormenorizada do espago
das oérbitas quando a variedade X é compacta e simplesmente conexa de dimensao

m > 3.

26
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3.1 Accao de O(2) em R’

Consideremos a accio do grupo O(2) em R? que reflecte no plano zy e roda em torno

do eixo dos zz. Assim, o grupo O(2) ¢é gerado por 0 e k, onde

0.(x,y,2) = (zcosh ysinb,z),0 € 0,27

k‘.(.‘?ﬂ,y, Z) = (31 Y, —Z)

O elemento k reflecte no plano zy e o unico elemento da forma € que actua
trivialmente em todo o R? é o elemento identidade de O(2). As compostas de k com
¢ também vao ter esta propriedade, portanto esta acgao ¢ efectiva. No entanto nao é

irredutivel, pois, representando por Zy(k) o grupo {I, k}, é possivel decompor

R® = Fix(Zs(k)) @ Fix(SO(2))
= {(z,5,0)} ® {(0,0,2)}

e os dois subespacos de pontos fixos sdo O(2)-invariantes.

Se z # 0 entdo a orbita de p = (z,y, ) é constituida por duas circunferéncias:
I'(p) = {(z cosb,ysinb, z),6 € [0,2r[} U {(zcosb,ysinb, —z),0 € [0, 2x[}.

Estes pontos sdo designados por pontos regulares (ver secgdo 2.1). As suas drbitas
(6rbitas regulares) tém duas componentes conexas de dimensdo 1 (figura 3.1). O
subgrupo de isotropia de p é {I}.

Os pontos excepcionais sio da forma ¢ = (z,y,0) onde (z,y) # (0,0). A sua 6rbita

é a circunferéncia

I'(q) = {(zcosb,ysinh,0),8 € [0, 2n[}.

O subgrupo I'y é Zy(k) = {I,k}. A érbita da origem ¢é a prépria origem, que € um
ponto singular. O subgrupo de isotropia da origem é o préprio O(2).

Pontos no eixo dos zz da forma r = (0,0,2) com z # 0 sdao também pontos
singulares. A sua érbita é {(0,0, 2), (0,0, —2)} e I', = SO(2).

O reticulado de subgrupos de isotropia para esta accio de O(2) em R? é:
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Figura 3.1 Accdo de O(2) em R3 : érbitas singulares: O e s; U sp; drbita excepcional:

I'(q); e 6rbita regular: I'(p).

3.2 Existéncia de seccoes locais

Consideremos uma variedade diferencidvel X e um grupo de Lie compacto, I', actuando
em X. As 6rbitas de I" fazem uma particdo de X. O estudo da estrutura topologica desta
particdo estd relacionado com a topologia de I' do seguinte modo: sejam z € X e O um

aberto qualquer em I' que contenha o subgrupo de isotropia I';; para y suficientemente
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proximo de = o subgrupo I'y estd em O (Montgomery e Zippin [23], seccdo 5.3). Note-
se que, sendo I' compacto, os subgrupos de isotropia também o sao, jd que sdo sempre
subgrupos fechados de I' (proposigao 2.2). Podemos, portanto afirmar que, a pontos
préximos em X correspondem subgrupos de isotropia préximos em I E natural agora
perguntar qual a relagao entre um subgrupo fechado de I' e outro numa vizinhanga
aberta do primeiro. Respondendo a esta questao, Montgomery e Zippin provaram
que todo subgrupo compacto suficientemente perto de um subgrupo compacto ¥ é

conjugado a um subgrupo de X:

Teorema 3.1 (Montgomery e Zippin [22], teorema 1 e coroldrio) Seja I' um
grupo de Lie e ¥ um subgrupo compacto de I'. Existe um aberto O em I', contendo X,
com a sequinte propriedade: se A for um subgrupo compacto de I' e A C O, entdo
existe v € T tal que v Ay C L. Além disso, dada uma vizinhanga W da identidade
em I', o elemento v acima pode ser escolhido em W se o aberto O for suficientemente

pequeno.

Uma consequéncia imediata deste resultado é que para todo z € X existe uma
vizinhanga U de z tal que, para y € U, o subgrupo de isotropia I'y é conjugado
a um subgrupo de I';. Na verdade vamos ver no préximo teorema que existe um
subconjunto aberto de X tal que para todo z e para todo y nesse aberto, os subgrupos
de isotropia I'; e I'y sdo conjugados. Note-se que o préximo teorema afirma que, sob
certas condigdes, I'y é conjugado a I';, o que é mais forte que a afirmagao anterior de

I', ser conjugado a um subgrupo de I';.

Teorema 3.2 (Montgomery e Zippin [23], sec¢io 5.4) Em qualquer acgdo dife-
rencidvel de um grupo de Lie compacto I' numa variedade X hd um subconjunto, @,
aberto de X tal que para todo = e para todo y em @, os subgrupos de isotropia I'; e
I'y sao conjugados.

Demonstragao:

Seja k a maior dimensdao de qualquer 6rbita de I' em X e denotemos por @ o

conjunto de todos os pontos de X em orbitas de dimensao k. O conjunto Q é aberto
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(ver Montgomery e Zippin [23], teorema 6.2.3) e, se = e y forem dois pontos de Q,
entdo dim I’y = dimT'y,.

Seja Q C Q o conjunto dos pontos p tais que I, tem o menor nimero possivel de
componentes.

Pelo resultado de Montgomery e Zippin referido acima (teorema 3.1 e conclusao
seguinte) segue que para todo z perto de p € @) o subgrupo de isotropia I, é conjugado
a um subgrupo de I',. Sabemos que dim['; = dim[’, e, como I'; e I', tém o mesmo
numero de componentes, conclui-se que para todo x perto de p, o subgrupo de isotropia

I’y é conjugado a I'y,. Em particular segue que z € @), portanto () é aberto. O

O conjunto @, além de ser aberto, é denso (Bredon [3], capitulo IV, teorema 3.1).

Por exemplo, para a acgao de O(2) em R?, o conjunto Q é R*\ {(0,0,2)}, que é
aberto e denso em R* e Q = Q \ {(z,v,0)}, também aberto e denso.

Como vimos na sec¢ao 2.1, um ponto p € ) com as propriedades acima referidas
chama-se regular. Os restantes pontos de Q chamam-se excepcionais. Todos os pontos
em Orbitas de dimensao menor que k sao designados por singulares.

Veremos a seguir que, se p for um ponto regular, as érbitas de I' tém uma sec¢ao
local em p (ver defini¢do de secgdo no capitulo anterior).

Designaremos por vizinhanga fechada de p um conjunto fechado que contém p no

seu interior.

Teorema 3.3 (Gleason [7], corolario 3.5) SejaI' um grupo de Lie compacto actu-
ando numa variedade X. Se p € () entdo existe uma vizinhanga fechada, U, de p e um
subconjunto fechado C C U, tal que a orbita de cada ponto de U tem exactamente um

ponto em comum com C.

Por outras palavras, o teorema 3.3 afirma que existe uma secgdo local em p. Este
conjunto C' é formado apenas por pontos cujo subgrupo de isotropia é igual a I, (ver
[7], demonstragio do coroldrio 3.5).

No exemplo da acgao de O(2) em R?, se p € ), consideremos o plano que contém p

e 0 eixo dos zz. Qualquer conjunto fechado nesse plano, que contenha p e nao intersecte
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o eixo dos zz nem o plano z = 0, esta nas condigoes do conjunto C do teorema 3.3.

Teorema 3.4 (Gleason [7], teorema 2.3) Sejam I' um grupo de Lie compacto a-
ctuando numa variedade X e X um subgrupo fechado de I'. Suponhamos que C seja
um subconjunto fechado de X tal que, sep € C entao ', =X e I'(p)NC = {p}. Entao
a aplicag¢do (y.Tp,p) — v.p de (I'/T}) x C sobre I'(C) € um homeomorfismo.

Isto é, existe uma vizinhanga de p homeomorfa a (I'/T’,) x V, onde V' é um aberto
de X/T contendo 7(p) (sendo 7 : X — X/I' a projecgdo natural definida no capitulo
anterior). Na verdade, nessa vizinhanga, X é um fibrado trivial sobre X/I' com
aplicagdo projec¢ao 7, em que as fibras sao as érbitas ([7], teorema 3.6).

Em resumo, dada uma secgao local em 7(p) e outro ponto qualquer z, distinto de

p, no conjunto imagem, C, desta sec¢ao, entao:
e 0s pontos p e x estao em orbitas distintas;
e os subgrupos de isotropia I', e I'; sdo iguais;
e o conjunto ['(C) = {v.c: v € I',¢c € C} é uma vizinhanca de p;

e esta seccao local em p é também secgdo local para qualquer ponto no interior do

conjunto I'(C).

Os resultados anteriores sao validos para espacgos topoldgicos mais gerais que as
variedades diferencidveis. Apesar disto, as secgoes locais nem sempre existem, mesmo
para accoes de grupos de Lie compactos em variedades diferencidveis (ver capitulo

anterior, proposicao 2.15).

3.3 Existéncia de slices

Uma nogao relacionada com a secgdo € a de slice, que existe num ambito mais geral
que a seccao. Usaremos o termo inglés “slice” por nao conhecermos uma tradugao

adequada.
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Se I for um grupo compacto € possivel definir uma métrica riemanniana invariante
em X ([10], capitulo II, proposi¢do 27.2). Esta métrica é designada por métrica de
Haar. Neste caso, uma slice em z € X pode ser descrita grosso modo como um
subconjunto S de X ortogonal & 6rbita I'(z) em x, invariante por ', (i.e., [(S) = S)
e cuja dimensao é igual & dimensao complementar de I'(z). Se z for fixo por T, entao
uma slice em x é simplesmente uma vizinhanga invariante de z.

Um exemplo simples é a ac¢do do grupo SO(2) em R? dada por
0.(z,y) = (cosd, senf), € [0, 2r[

As orbitas de grupo sao circunferéncias centradas na origem. Consideremos, para
cada (a, b) # (0,0), a semi-recta de extremidade na origem e contendo (a, b). Qualquer
subconjunto aberto dessa semi-recta, que contenha (a,b) é uma slice em (a,b). Ver
figura 3.2.

Uma slice em (0,0) é uma vizinhanga aberta de (0, 0).

y

A

/2R
S

Figura 3.2 Slice S no ponto (a,b) # (0,0) para a ac¢do usual de SO(2) em R2.

Existem vérias definigoes de slice na literatura. Usaremos a seguinte:
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Definigao 3.5 (Guillemin e Sternberg [10], capitulo II, sec¢ao 27) Uma slice

em x € um subconjunto S de X tal quez € S ¢
e S ¢ fechada em ['(S);

e I'(S) € uma vizinhanca aberta de I'(xz);

(vS)NS #0 =~ €T,

No caso de I' actuar diferenciavelmente numa variedade diferencidvel X provou-se
em [14] que em todo ponto de X existe uma slice.
No artigo [19] estd provado o mesmo resultado. Incluimos aqui o enunciado por

este esclarecer o conceito de slice:

Proposigao 3.6 (Montgomery et al [19], lema 3.1) Seja X wma variedade dife-
rencidvel de dimensao n e I' um grupo de Lie compacto actuando diferenciavelmente
em X. Para todo ponto p de X existe uma vizinhanga compacta U de p e um subcon-

junto S compacto de U satisfazendo as sequintes condigoes:
i) Paraz € S ey €T, o ponto v.x € S se e sd sey €I, i.e., S € invariante por I'y.

ii) SedimI'(p) = s, entdo S € um subconjunto de dimensdo (n—s) e podemos escolher

coordenadas (Y1, ...,Yn—s) em S de modo que

e S seja dado poryi + ... +y2 <1le

o I', actue ortogonalmente em S.

iii) Eziste um subconjunto fechado O de T’ com dimensdo s tal que (y,x) v v.x € um

homeomorfismo de O x S sobre U.

Note-se que o conjunto S desta proposi¢do é uma slice em p. Uma consequéncia

imediata da demonstragao deste resultado é:
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Corolario 3.7 (Montgomery et al [19], (3.2)) Sejam p e S nas condigées da proposigio

anterior. Sex € S, entao I'y C T, e
dim(I'(z) N S) = dim I'(z) — dim ['(p).

Note-se que (I'(z) N S) = I'y(z), por i) da proposi¢ao 3.6.
Vamos ver na proposigao 3.9 abaixo que, em alguns casos, podemos garantir a

existéncia de secgoes dada a existéncia de uma slice.

Definigao 3.8 (Montgomery e Zippin [23], secgao 1.27) Um espago topoldgico
€ localmente euclideano de dimensdo n se todo ponto desse espago tiwer uma vizinhanca

homeomorfa a R".

Se um espago localmente euclideano for separavel e conexo, serd designado por
variedade topoldgica.

Para z € X seja 'Y a componente de I'; que contém a identidade. Entdo IV é
um subgrupo normal de I'; e a ordem do grupo quociente I';/T% é finita ([19], 1).
Denotaremos esta ordem por m(x).

Consideremos o conjunto
Xuy={z € X :dimI'(z) = u,m(z) = v}

onde u > 0 e v > 0 sao inteiros.

Sejam p € X,, e S uma slice em p. A proposi¢ao seguinte afirma que existe,
em S, um subconjunto fechado que intersecta uma tunica vez todas as 6rbitas numa
vizinhanca de p que tenham o mesmo tipo de isotropia de p. Por outras palavras, existe

uma secgao local em p cujos pontos pertencem a S.

Proposigao 3.9 (Montgomery et al [19], (4.1)) Sejam p € X,, e S,U,O como
na proposi¢cao 3.6. Entao SNX,, € um subconjunto de S fechado, UN X, , € também
fechado e X, , ¢ localmente euclideano. Além disto o conjunto SN X, € uma secgao
para as orbitas em I'(U)N X, , e todos os pontos de SN X, , tém subgrupo de isotropia

wgual a I'p.
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Demonstragao:

Pela proposicéo 3.6 i), o conjunto SNX, , é o conjunto dos pontos fixos por ') em
S. O grupo I', actua ortogonalmente em S (proposigao 3.6 ii)) e, portanto, SN X,
é um subconjunto fechado. Usando o item iii) da proposicao 3.6, o conjunto U N X,
€ o produto de O por SN X,, e portanto é também fechado. Se z € SN X,,, entdo
I'; = I', (proposigéo 3.6 i)). Conclui-se que (T, z) +— 7.z define um homeomorfismo

de I'/T', x (SN X,,,) sobre I'(U) N X,,,,, 0 que completa a demonstracao. O

A existéncia de slices foi estendida para o caso de I' actuar nao diferenciavelmente
num espago X completo, separavel, métrico, de dimensdo finita ([21]). Mostow fez
algumas generalizagdes a este resultado no artigo [26].

Em seguida a existéncia de slices foi provada numa situagdo mais geral por Palais
([27]) para acgdes de grupos de Lie ndo compactos actuando em espagos designados
por espagos de Cartan. Ha exemplos de existéncia de slices em espacos que nio se

incluem na classe de espagos de Cartan (ver [13]).

3.4 Existéncia de secgoes (globais)

A seguir enunciamos e incluimos um esbog¢o da demonstragao de dois teoremas rela-
cionados com secgdes que serdo usados no préximo capitulo. Relembramos que a
aplicagdo m : X — X/T envia z € X na sua 6rbita. A partir de agora suporemos que

a variedade X é conexa.

Teorema 3.10 (Mostert [25], teorema 1) Sejam X uma variedade topoldgica de
dimensao n+1 e I' um grupo de Lie compacto actuando em X de modo que as drbitas
de dimensdo mdzima tenham dimensdo n. O espago das drbitas, X/T, é homeomorfo
a um dos sequintes (i) circunferéncia, (i) intervalo aberto unitdrio, (i) intervalo

semi-aberto unitdrio ou (iv) intervalo fechado unitdrio.
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Esbogo da demonstragao:

Sejam () o conjunto dos pontos regulares e p € (). Isto é, p pertence a uma érbita
de dimenséo n e o subgrupo de isotropia I', € minimo no sentido de dimI', ser minima
e entre os subgrupos de isotropia da mesma dimensao, o nimero de componentes de
I', ser minimo. Existe uma vizinhanca compacta U de p tal que se z € U entdo I'; é
conjugado a I', (teorema 3.1) e, pelo teorema 3.4, podemos supor que U é homeomorfa
a m(U) x (I'/Tp). Uma vez que dimU = n + 1 e dim(I'/T},) = dimI'(p) = n, temos
dim7(U) = 1. Mais ainda, uma vez que U e I'/T', s@o localmente euclideanos, pelo
teorema de Borsuk ([2], sec¢ao 9), conclui-se que 7(U) é um arco.

Como @ é aberto e denso em X entdo 7(Q) é aberto e denso em X/I'. Resta ver
o comportamento em torno dos pontos y ¢ 7(Q).

Note-se que, neste caso, y pertence ao bordo de m(Q) e que X/T" é conexo. Se
mostrarmos que y pertence ao bordo de X/I" segue-se que X/T" é localmente euclideano
de dimensao 1, conexo e com bordo.

A ideia é usar o mesmo método que foi usado para m(Q). A obstrugéo é o teorema
3.4 que nao se aplica neste caso.

Suponhamos que y esteja no interior de X/I" mas y ¢ 7(Q). Entéo y desconecta,
localmente, o espago X/I". Logo m!(y) desconecta X e portanto tem dimensao n em
X. Sejax € n71(y), entdo ', tem dimensdo minima e mais componentes que o minimo.
Seja W uma vizinhanga de I'(z) tal que z € W = I', C I'; e consideremos a projecgao
W % X; = W/T,. Todos os elementos de W tém a mesma isotropia e podemos
usar o teorema 3.4 para concluir que X; é homeomorfo a C' x I'/T';. Como I'/T'; tem
dimensao n, entao C' tem dimensao 1.

Denotando 77 '(C) = P, temos que W é homeomorfo a PxI'/T, e PNI['(z) = {z}.
Resta ver como se comporta 7 : P — X/I'. Hi duas situagoes possiveis: se m|p for
injectiva entdo = € Q; se 7|p nao for injectiva entdo serd uma dobra em z e y = 7(z)

estd no bordo de X/T. O
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Da discussdo acima, é claro que todos os subgrupos de isotropia de pontos de X,
excepto os de pontos enviados por m no bordo, sao conjugados entre si. De acordo
com a classificagao das érbitas feita no capitulo anterior, as é6rbitas que sao enviadas
por m no bordo sao singulares ou excepcionais e as restantes sao regulares.

O teorema 3.10 foi provado posteriormente por Bredon, retirando a hipétese de I'
ser grupo de Lie ([4], teorema 10).

Quando X e I' estao nas condigoes do teorema 3.10 € possivel construir uma seccao

o: X/T - X:

Teorema 3.11 (Hofmann e Mostert [12], lema 2) Suponhamos que X/I" seja uma
variedade unidimensional com bordo totalmente ordenada e conexa (o bordo € cons-
tituido por pontos terminais apenas e pode ser vazio). Sempre que 7(z) e 7(y) ndo
forem pontos do bordo de X/T' supée-se que T, = v 'T'yy para algum v € . Seja p
um ponto qualquer de X pertencente a uma orbita reqular. Entao existe uma sec¢ao

o: X/T — X tal que
i) om(p) = p.

ii) Para qualquer par de pontos a,b € X/, se a nio pertence ao bordo de X/T, tem-se

LCatay C Togw)-
iii) Se a,b sao pontos do bordo de X/T', entdo I'zy.(0(X/T'\ a)) € uma slice em o(b).

iv) A aplicagao ¢ : X/T x T'/T, — X definida por ¥(c,v[,) = ~v.0(c) € aberta e
continua. Mais, se a e b forem pontos do bordo de X/T', entdo ¢|((X/F)\{a.b})><F/Fp

¢ um homeomorfismo sobre 7= 1((X/T) \ {a, b}).

Demonstragao:
Se X/I' néao tiver bordo, entio X serd localmente um fibrado trivial sobre X/T
pelo teorema da secgdo de Serre-Borel ([24], teorema 10). Se X/T tiver dois pontos
terminais, entdo 7(p) cortard X/’ em dois pedagos conexos A e B com AUB = X/T
e AN B = 7w(p). Note-se que, tanto A como B, tém apenas um ponto do bordo. No

caso de existir apenas um ponto no bordo de X/I, seja A o espago X/I.
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O préximo passo é a construgdo de uma seccao o definida em A. Esta construcao
encontra-se no lema 3.12.

Se A = X/I', seja 0 = o;. Caso contrario seja oy a secgao definida para B do
mesmo modo que foi definida para A. Entdo o definida por o(a) = o1(a) sea € A e
o(a) = os(a) se a € B é a secgdo desejada, que satisfaz i) e iii). Dado que I'y(¢) C Toy)
para todo ponto ¢ € X/T" nao pertencente ao bordo, entdo ii) é claramente verificado.

O facto de 1) ser uma aplicagao continua aberta é consequéncia de o ser uma secgéo.
Além disso, 1 ¢ um homeomorfismo entre os conjuntos indicados porque os grupos de

isotropia sdo os mesmos em o((X/I') \ {a,b}). |

O préximo lema é parte da demonstragao do teorema de Hofmann e Mostert

(teorema 3.11), que foi dividida para facilitar a exposicao.

Lema 3.12 Suponhamos que X/T' seja uma variedade unidimensional homeomorfa a
um intervalo semi-aberto. Sempre que w(z) e w(y) ndo forem o ponto do bordo de
X/T supde-se que I'y = 4 'I'yy para algum v € T. Seja p um ponto qualquer de X
pertencente a uma orbita reqular. Entdo existe uma secgdo o : X/I' — X tal que

o17(p) = p, onde ™ € a aplicagio projec¢ao.

Esbogo da demonstracao:

Se todos os subgrupos de isotropia em X fossem conjugados, entdo X - X/T seria
um fibrado trivial e nao haveria problemas em encontrar a seccao.

Como X tem pontos nao regulares (i.e. X/I" tem bordo) a dificuldade estd em que
a imagem por 7! da érbita nao regular ndo é homeomorfa as outras fibras.

Consideremos o ponto, b, do bordo de X/T e q € m1(b).

Vamos provar a seguir que existe uma slice S em g. Depois, a custa de pontos desta
slice, construiremos a secgao o; pretendida.

Na acgao de I' sobre X/T'; todos os subgrupos de isotropia sdo conjugados e por

isto X/I'y — X/I' é um fibrado trivial, com uma sec¢do 7 que satisfaz 77(q) = I';.q.
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Consideremos a projecgao

P: X — X/T,.

A imagem inversa P~!(7(X/I")) em X é uma slice em ¢. Denotemos essa slice por

Seja
T={s:s€Se(ous=qoul,=Tp)}

onde p' € SNT'(p) é um elemento fixado.

Note que qualquer ponto = de S que ndo esteja em 7' tem subgrupo de isotropia
conjugado a Iy. Usando essa conjugagao € possivel encontrar um elemento da orbita
de = com subgrupo de isotropia I';y (provado no capitulo 2).

Entao T é um subconjunto fechado de S que intersecta qualquer érbita de I'y.

Seja N o normalizador de Iy em I';. Veremos no préximo pardgrafo que existe
uma sec¢ao T/N — T.

O grupo N actua em T, pois I'y =I';y e h € N implica que

Dhe=B"Tih=T;=1Ty,

Mais, se s # g e Iy, = 'y = [, entdo g7'I'sg = I, o que implica que g € N.
Logo, N é transitivo em todo o conjunto 7'M Iy.s de modo que T'/N é naturalmente
homeomorfo a S/T', e portanto a X/I". Logo, existe uma secgdo T/N — T.

Seja o; a composicdo do homeomorfismo natural X/I' — T/N, com esta secgao
T/N — T e com a transformagdo = — <.z onde v € I é tal que v.p’ = p. Entdo o,

satisfaz as exigéncias no que respeita a X/T. O

3.5 Caracterizacao adicional do espago das 6rbitas

Sejam X uma variedade diferencidvel e I"' um grupo de Lie compacto actuando em
X. Se as érbitas de maior dimensao tiverem codimensdo 1, entdo, vimos na secgao

anterior que X /I’ é uma variedade unidimensional com bordo (teorema 3.10) e existe
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uma secgao o : X/T' — X (teorema 3.11). Nesse caso, pelo teorema 3.10, o conjunto
X/T pode ser um segmento (aberto, semi-aberto, ou fechado) ou uma curva fechada
simples.

Seja C' = o(X/T) o conjunto imagem da seccao ¢ do teorema 3.11.

Fazemos a seguir algumas consideragoes sobre o conjunto C. Trata-se de um
subconjunto de X, fechado, que intersecta cada érbita de I' em X exactamente num
ponto, como provado na secgao 3.3.

Como sdo, topologicamente, as possiveis imagens por ¢ de um segmento (aberto,

semi-aberto, ou fechado) ou de uma curva fechada simples?

Proposicao 3.13 Sejam X uma variedade compacta de dimensdo m > 1 e I' um
grupo de Lie actuando em X. Se a drbita de maior dimensdo tiver codimensdao 1, ou
C = o(X/T') é homeomorfo a um segmento fechado ou € homeomorfo a uma curva

fechada simples.

Demonstragao:

Note-se que, sendo X compacto, entdo X/I" também é compacto e consequente-
mente C' é compacto. O conjunto C' nao tem autointersecgoes porque o é um homeo-
morfismo sobre a sua imagem (provado no capitulo 2).

O mesmo argumento explica que, se X/I" for um segmento entao ¢(X/I") ndo pode
ser uma curva fechada.

Conclui-se que, topologicamente, C' pode ser uma de duas alternativas: ser home-

omorfo a um segmento fechado ou ser homeomorfo a uma curva fechada simples. O

No caso de C' ser homeomorfo a uma curva fechada simples todos os seus pontos tém
subgrupos de isotropia conjugados. Este caso vai ser estudado a seguir. Em particular,
vamos ver que, se X for uma variedade compacta simplesmente conexa de dimensao
m > 3, entao este caso nunca acontece.
Sejam o(X/T') = C homeomorfo a S* e h : C — S! um homeomorfismo.
Consideremos uma curva fechada simples em X, imagem de o : S! — X. O

diagrama a seguir define uma aplicagdo ¢, : S — S tal que g, = hooomo.



CAPITULO 3. GRUPOS DE TRANSFORMACOES E SECCOES 41

X/T
v N
X S C (3.1)
al Lh
Sl =1 Sl

O grafico de ¢, é uma curva fechada simples no toro, T? = S! x Si.

Seja @, este gréfico, i.e.,
D, = {(2,¢a(2)) : z € 8'}.

Lema 3.14 Sejam o, : S — X curvas fechadas simples. Se a e B forem ho-

motdpicas como curvas simples entdo @, e g sdo curvas homotdpicas em T2.

Demonstragao:

Seja H : [0,1] x S' — X uma homotopia entre e e 3, i.e.:

e H é continua;

o H(0,2) = a(z);

e H(1,2) = p(2);

e z+— H(s,z) é uma curva fechada simples, para cada s € [0, 1].

Entdo f : [0,1] x S! — S! dada por f(s,z) = hoo omo H(s,z) é continua. Logo
P = {(z, f(0,2))} e @5 = {(z, f(1,2))} sdo curvas homotépicas em T2 O

Teorema 3.15 Sejam X uma variedade diferencidvel de dimensao m > 1 eI’ um
grupo de Lie compacto actuando em X. Suponhamos que exista uma seccdo global
o X/T — X que seja um homeomorfismo sobre a sua imagem e que X/T' seja

homeomorfo a S*. Entdo X ndo é simplesmente coneza.
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Demonstragao:

Como X/T' é homeomorfo a S!, a construgdo do diagrama do esquema (3.1) pode
ser feita e vale o lema 3.14.

O resultado fica demonstrado se encontrarmos duas curvas fechadasae 8 : S' — X
tais que @, e ®5 nao sao homotopicas.

Para a(S') = C a aplicagio ¢, ¢ a identidade.

Se [ for uma curva fechada simples contida numa drbita, entao a aplicagao ¢z sera
constante. Logo @, e ®3 nio serdo homotdpicas, como querfamos.

Resta verificar que existe sempre uma curva fechada 3 contida numa érbita. Como
dim X/T" = 1 existe algum ponto cuja érbita tem codimensao 1. Se dim X > 3 qualquer
conjunto aberto naquela érbita contém uma curva fechada simples. Se dim X = 2 entao
aquela érbita ¢ uma variedade compacta de dimensdo 1 que por isso contém sempre

uma curva fechada simples, como queriamos. O

Como consequéncia deste teorema observamos que, se X for a esfera S"*! e se as drbitas
de maior dimensio tiverem dimensao n, entdo o espaco S™*!/T" ndo é homeomorfo a
Sl

Este facto vai ser usado no préximo capitulo para descrever o espago das orbitas

em acgoes ortogonais em R,



Capitulo 4

Reducao do espaco de fase

Neste capitulo serdo estudadas accdes lineares de grupos de Lie compactos em R"2,
no caso em que as orbitas de grupo regulares tém dimensao n. Nestas condigoes
provaremos (teorema 4.4) a existéncia de um plano, V, em R"™?, que intersecta todas
as érbitas de grupo. O plano V geralmente intersecta cada érbita mais de uma vez.

Em seguida serdo considerados campos de vectores f : R*** — R™** equivariantes.
Suporemos que os grupos de simetria tém o6rbitas regulares de codimensao k e que
existe um subespaco vectorial V de R*** de dimenséo k que intersecta todas as érbitas
de grupo. Note-se que, no caso k = 2, a existéncia deste espago V' é provada no teorema
4.4. A dimensao das érbitas de grupo serd aproveitada para reduzir o estudo do campo
de vectores f ao espago V sem perda qualitativa de informacgio sobre a dindmica de
f em R™*. Isto serd feito em vérios passos: primeiro, partindo do fluxo ¢ associado
a f restringimos ¢ considerando apenas condig¢oes iniciais num dominio fundamental
V7 contido em V; a seguir projectamos em V1 este fluxo restrito e provamos que a
projecgio obtida é um fluxo W(¢, p). Derivando ¥ em ordem a ¢ obtém-se um campo
de vectores fy+ : VT =TV,

Como motivagao, voltamos a usar o exemplo da secgao 3.1.

43
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4.1 Restricdo de acgoes lineares em R & esfera

Sn—H

Consideremos de novo a ac¢ao de O(2) em R?. Existe um plano em R? que intersecta
todas as drbitas de grupo, como se vé com a ajuda da figura 4.1. Para o encontrar
analiticamente consideremos a accio de O(2) restrita & esfera S? de raio 1 centrada na
origem. A accdo restrita estd bem definida porque, para qualquer z em 82, a érbita
O(2)(x) estd contida em S2.

Depois de restringir a accio & esfera S? vamos procurar um subconjunto de S? que
intersecte uma sé vez todas as érbitas em S2. Consideremos, por exemplo, o circulo
méaximo, C,,, definido pela interseccdo do plano zz com S2. O arco, A, contido em C,,
com extremidades (0,0, 1) e (1,0,0) intersecta uma tinica vez todas as érbitas em S2.

Ver figura 4.1.

» X

Figura 4.1 O conjunto A intersecta todas as érbitas de grupo em S2.

Usando a linearidade da acgdo, temos O(2)(A\z) = AO(2)(z), paraz € S?e A € R.

Além disso, se z; e =5 forem dois pontos distintos em S?, mas pertencentes & mesma
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érbita de grupo, entdo Ax; e Azy também pertencem a uma mesma orbita de grupo.
Podemos, portanto, concluir que o plano xz intersecta todas as orbitas de grupo em
R3. Note-se que este plano é definido pela origem e pelos dois pontos do bordo da
secgio o(S?/T).

Na verdade, qualquer outro plano resultante deste por rotagao em torno do eixo dos
zz tem a mesma propriedade. Varios aspectos deste exemplo aparecerao generalizados
na préxima seccao (teorema 4.4).

A restricdo de uma accdo ortogonal em R"*? & esfera 8™, tal como acaba de ser
feita para n = 1, permite reduzir a dimensao do espago das érbitas sem que haja perda
qualitativa de informacdo sobre as drbitas. Qualitativamente, a tnica o6rbita que se
perde é a érbita da origem.

Pontos numa mesma recta [ contendo a origem tém o mesmo subgrupo de isotropia,

excepto a prépria origem. Isto é,

Proposicao 4.1 Seja I' um grupo de Lie compacto actuando linearmente em R™.
Suponhamos que T e y pertencem a uma mesma recta | contendo a origem, isto €,

y = Az, com X real nao nulo. Entao os subgrupos de isotropia I'y e I'y sao iguais.

Demonstragao:

Os elementos 7 de I'; sdo tais que
vy =7.(Az) = Alyz) = Ar =y.

A segunda igualdade segue da linearidade da acgao e a terceira da definicao de sub-
grupo de isotropia.

Conclui-se que I'; C T'. A incluséo contraria prova-se de modo semelhante. O

Atendendo & proposigao anterior podemos afirmar que qualquer acgdo ortogonal de
um grupo de Lie compacto em R™ tem um nimero finito de tipos de isotropia. Para

ver isso basta restringir a accao & esfera S"~! e usar o teorema 2.6.
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4.2 Teorema da Reducgao

Suponhamos que X seja uma variedade conexa de dimensao n + 1, e que I' seja um
grupo compacto actuando efectivamente em X. Se existir pelo menos uma drbita de
dimensao n, entdao X/T" é uma variedade unidimensional com bordo. Isto é, X/I" é um
segmento (aberto, semi-aberto, ou fechado) ou uma curva fechada simples (teorema
3.10).

Nas condigoes do teorema 3.10 é possivel encontrar uma secgao, como foi visto no
teorema 3.11.

Seja C' = o(X/T") o conjunto imagem da secgdo ¢ do teorema 3.11. Vimos atrés
(proposigao 3.13) que, se X for uma variedade compacta de dimensdo maior que 1,
entao C' é homeomorfo a um segmento fechado ou a uma curva fechada simples. O

seguinte corolario é imediato:

Coroldrio 4.2 Seja I' um grupo compacto actuando linearmente em R™ e cujas
drbitas requlares tém codimensdo 2. Entao S™t'/T' é homeomorfo a um segmento

fechado ou a S

No lema 3.14 e no teorema 3.15 foi feita uma caracterizagao adicional do espago

das érbitas. Uma consequéncia do teorema 3.15 é:

Corolério 4.3 Seja T' um grupo compacto actuando linearmente em R™? e cujas

drbitas requlares tém codimensdo 2. Entdo S™*1/T" ndo é homeomorfo a S'.

Demonstragao:
Para n > 1 este resultado é imediato, se considerarmos a acgao de I restrita a S™*
e usarmos o teorema 3.15.

Se n = 1, consideremos a ac¢ao de I' em R3. O grupo I' actua linearmente em
R?. Restrinjamos a acgdo de T' & esfera S? e suponhamos, por absurdo, que S?/I" é
homeomorfo a S'.

Existe, em S?, uma érbita de dimensao 1. Esta 6rbita é uma variedade diferenciavel

compacta, logo contém uma, curva fechada simples, 3. E possivel construir a aplicagao
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¢5 = hooomo 3 da secgio 3.5 (ver esquema (3.1)). Sejam C = ¢(8*/T)ea: 8! —» R®
tais que a(S!) = C. Construamos também a aplicacao @, = h oo o7 o o associada a
.

A aplicagdo @, ¢ a identidade e a aplicagao ¢g ¢ constante.

Seguindo os passos da demonstracdo do teorema 3.15, podemos concluir que as

curvas

0o = {(2,¢al2)) 1 z € 87}

Oy = {(2,08(2)) : 2 € §'}

nao sao homotdpicas, obtendo-se uma contradi¢do com o lema 3.14. Concluimos que

o espaco das érbitas S?/I" nao é homeomorfo a S'. O

O conjunto C' = o(X/T") vai ser usado na obtencdo de um plano que intersecte
todas as 6rbitas de grupo de acgoes lineares que verifiquem as condigoes do teorema

3.11.

Teorema 4.4 (da Redugao) Seja I' um grupo de Lie compacto que actua linear-
mente e efectivamente em R"?, e cujas orbitas regulares sao n-dimensionais. Entdo
eziste um subespaco vectorial de R"? de dimensao dois que intersecta todas as T'-

orbitas.

Demonstragao:

Para n = 0 o resultado é imediato. Nos outros casos, restringe-se a acgao de [' em
R™? (que é linear) & esfera unitdria centrada na origem, S™*'. A acgéo restrita estd
bem definida porque I'(z) C S™*! para qualquer z € S**!. Seja y um ponto qualquer
numa érbita n-dimensional. O ponto s = y/||y|| estd em S™*! e também pertence a
uma érbita n-dimensional, porque I'(y) = ||y||.I'(s). Note-se que y e s tém o mesmo
subgrupo de isotropia (proposigio 4.1).

O grupo T actua efectivamente na esfera, que é uma variedade de dimenséao (n+1).

Note-se ainda que, em S™*! existe (pelo menos) uma orbita de codimensdo um, por
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exemplo a érbita de s. O teorema 3.10 permite concluir que o espaco das drbitas,
S"*+1/I" é um segmento (aberto, semi-aberto, ou fechado) ou uma curva fechada sim-
ples. Usando o teorema 3.11, existe uma secgdo o : S**1/I' — S™H1.

Seja C = o(S™*/T). Entdo C é um subconjunto de S™*! que intersecta cada 6rbita
exactamente num ponto e é fechado. O conjunto C é homeomorfo a um segmento
(coroldrios 4.2 e 4.3).

Sejam a e b os extremos de C. Denotaremos o arco C' por [a, b]. Seja A um dos arcos
no circulo maximo que contém a e b. Veremos a seguir que o plano que contém este
circulo méaximo é um espago vectorial bidimensional que intersecta todas as [-érbitas.

Consideremos a aplicagdo f: A — C definida por f(z) = I'(x) N C. Esta aplicagio
é continua porque f = ow|s. Note-se também que f fixa os extremos do arco [a, b],
isto é f(a) = a e f(b) = b. Pelo teorema do valor intermédio f é sobrejectiva. Isto
significa que A intersecta todas as ['-érbitas de S"*1. Usando a linearidade da accao
em R"*? o plano que contém A tem a propriedade requerida.

No caso de a e b serem colineares com a origem, ¢.e. a = —b, o circulo méximo que
contém a e b nio estd univocamente definido. No entanto os argumentos do paragrafo

anterior sao validos em qualquer circulo maximo que contenha a e b. O

Note-se que o plano que intersecta todas as érbitas de grupo pode intersectéd-las

mais de uma vez, como no exemplo da secgao 4.1.

4.3 Decomposicao do fluxo

Seja f : R"* — R™* um campo de vectores [-equivariante e C*°, onde o grupo I’
¢ um grupo de Lie compacto que actua linearmente em R™**. Suponhamos que as
érbitas regulares tenham dimensdo n e que exista um espago vectorial de dimensao k
que intersecte todas as 6rbitas de grupo. Este espago sera denotado por V. A existéncia
deste espago no caso k = 2 foi provada na secgao anterior.

Para cada z € R"** seja £* um ponto da intersecgao da érbita de = com V. Existe

~v € T tal que z = v.z* e portanto f(z) = f(y.2*) = 7.f(z*). Por este facto basta
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estudar f nos pontos de V' para se conhecer f em todo o espago R™**_ No entanto nao
se tem necessariamente que f(v) € V parav € V.

Seria conveniente poder, de algum modo, estudar o campo f nos pontos v de V' &
custa de um outro campo fy tal que fy(v) € V para qualquer v € V.

Aparentemente nao ha motivos para que se possa definir um campo fy : V — TV
a custa de f. No entanto veremos a seguir que o fluxo de f define em V' um fluxo.
Podemos concluir, entdo que, de facto, f define um campo de vectores fiy em V.

O processo de obtencao de fy a partir de f ¢é o seguinte: partindo do fluxo ¢(t,p)
associado a f, restringiremos ¢ a condigdes iniciais em V. Em seguida projectaremos
este fluxo sobre V' e provaremos que a projecgao obtida é um fluxo ¥ em V. A projeccao

é efectuada usando as drbitas de grupo de pontos de V.

4.3.1 O fluxoem V

Seja ¢(t,p) o fluxo associado a f, com ¢t € R e p € R™*™. Para cada ponto p de Rtk

o fluxo estd definido para t numa vizinhanga I(p) de 0 e satisfaz

A0 =p ©  opltn)=Flplt,p), Vi € 1)

Uma consequéncia do teorema do fluxo tubular ([28], capitulo VI) é o seguinte

resultado:

Lema 4.5 Se p ndo for um equilibrio relativo entdo, existe uma vizinhanga compacta
W de p e existe to > 0 tais que para todo ¢ € W NT(p) e para | t |< to a aplicagdo

(t,q) — @(t,q), € injectiva e € um difeomorfismo.

Note-se que, se a solugio de dx/dt = f(z) que contém p for periddica, entao é
necessario tomar tg menor que o periodo.

Proposigao 4.6 Eziste tg > 0 tal que o conjunto

Sp={T(e(t,p)) : | £ [< 2o}
¢ uma variedade diferencidvel. A sua dimensdo € igual & dimensdo da drbita de p mais

um se p ndo pertencer a um equilibrio relativo. Se p pertencer a um equilibrio relativo

a sua dimensdo € igual a dimensao da drbita de p.
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Demonstragao:
Se p pertencer a um equilibrio relativo, entao S, ¢ a orbita de p.

Caso contrario, note-se que

Sp = {T(e(t,p)), [ t[<to} = {0 T(p), |t |<to}- (4.1)

Restrinjamos ¢ a variedade
K ={(t,z):| t|<to,z € I'(p) Nint(W)},

onde W e t satisfazem o lema 4.5.
A variedade K tem dimensao igual & dimensao da orbita de p mais 1.

Designa-se por ¢ a restri¢io de ¢ a K, isto é,
oK K —-UNS,

(t,z) — o(t, z)

onde U é um aberto de R™™* contendo p.

Entao:
e aimagem de K por ¢ é S, NU, por (4.1);
e a aplicagio ¢¥ é injectiva (lema 4.5);
e a aplicacdo ¢¥ é diferencidvel pela diferenciabilidade do fluxo;
e em cada u = (t;,7;) € K, sendo v = p*(u), tem-se que
d(¢™)y : TuK — T,8,(t)
é inversivel e a inversa é diferencidvel (lema 4.5).

Conclui-se que p® é uma parametrizagao de S, numa vizinhanga de p.

Para se obter uma parametrizacao de S, em <.p note-se que

Sp = U 7-UNS,).

vl
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Note-se também que a érbita I'(p) é compacta porque I' é um grupo de Lie compacto. O

Consideremos um dominio fundamental, V', em V para as érbitas de grupo.

Suponhamos que V™ seja uma subvariedade conexa de V' com bordo, sendo o bordo
uma reunido de dominios fundamentais para acgoes de subgrupos de I'.

A variedade S, vai ser usada para definir em todo p € V' um fluxo, a custa do
fluxo de f.

Seja to como no lema 4.5 e para cada t €] — £, o[ consideremos

Sp(t) = T(e(t, p)) = ¢(t,T'(p)).

Teorema 4.7 Seja ' um grupo de Lie compacto actuando linearmente em R™* ¢ seja
VT um dominio fundamental para a acgdo de I', nas condi¢oes acima. Suponhamos
que a dimensio de VT seja iqual a codimensdo das drbitas regulares de I' em R™ .
Vamos supor ainda que, para qualquer v € V', tal que I'(v) € nao singular, se tenha
VtnT,['(v) = {0}.

Entdo a equacao

U(t,p) =S,(E)NV+

define um fluzo local em V',
Para provar o teorema é necessario verificar que:
e a expressdo t — W(t,p) é uma curva para cada p (lema 4.8).
e a aplicacdo U estd bem definida (lema 4.9).
o U(t+s,p)="(t,T(s,p)) e ¥(0,p)=p. (lema 4.10).
Depois de provados estes pontos, a demonstragao fica completa.

Lema 4.8 Seja I' um grupo de Lie compacto actuando linearmente em R"t* ¢ seja
V't um dominio fundamental para a acgido de I'. Suponhamos que a dimensdo de V'™
seja igual ¢ codimensdo das drbitas requlares de T' em R™*. Vamos supor ainda que,

para p € VY, tal que I'(p) € ndo singular, se tenha V* NT,I'(p) = {0}.



CAP{TULO 4. REDUCAO DO ESPACO DE FASE 52

Entao a expressao

t— \I’(t,p) = Sp(t) a V+

é uma curva em V.

Demonstragao:

Suponhamos que p ndo pertenga a um equilibrio relativo. Nesse caso, a variedade
S, tem dimenséo igual & dimensdo da drbita de p mais um, isto é n + 1. Como a
interseccdo V* N T,['(v) = {0}, temos TR™*? = T,['(v) & V*, para qualquer v € V*
nio singular. Isto significa que S, intersecta transversalmente o conjunto V*. Como
V* tem dimensdo k, a intersecgdo S,(t)NV* é uma variedade diferencidvel de dimensao
1, isto é, uma curva.

Se p pertencer a um equilibrio relativo o conjunto S, (t)NV* sé contém o ponto p. O

Lema 4.9 Seja ¢(t,p),t € I(p) uma trajectdria de f e U(t,p) = Sp(t) NV™T a sua
projecedo em V. Se existir ¢ € U(t,p) tal que o conjunto Sy(t) N Sye(s) NV seja nao
vazio, entdo S,(t) = Sy(s),Vt,s € I. Isto implica que ¥ estd bem definida.

Demonstragao:

Se p pertencer a um equilibrio relativo, todo elemento de S,(t) serd projectado
em V' num tnico ponto: o ponto p. Se p ndo pertencer a um equilibrio relativo,
consideremos um outro ponto ¢ # p em Sp(t). Suponhamos que g esteja na mesma
érbita de grupo de p. Isto significa que existe v € IT' tal que ¢ = v.p. Como p nao
pertence a um equilibrio relativo, as trajectérias ¢(t, p) € (s, q) (onde ¢ e s pertencem
aos intervalos de tempo em que as trajectérias estdo definidas) sio distintas.

Temos
©(s,q) = w(s,7.p) = v.9(s,p).

O conjunto v.¢(s, p) estd contido em S, (t) para | s |< to e portanto a sua projecgao
em V*t é U(t,p), com |t |< 2.
Concluimos que todo ponto de S, pertencente & mesma 6rbita de grupo de p €

projectado na curva U(t,p) = S,(¢) N VT,
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Resta ver o caso em que ¢ é um ponto em S,(¢) pertencente a uma drbita de grupo
diferente da de p e nao contido na trajectéria o(t, p). Serd possivel que ¢(s,q) e ¢(t, p)
tenham projeccoes distintas em V17

Suponhamos que sim. Isto implica que o conjunto S,(t) N S,(t) N VT é nao vazio.

Existem v e § em T tais que
7-p(t1,p) = 0.0(s1,q)

= 6’1740(?51,}'?) = p(s1,9)
= o(t1,6 1y.p) = o(s1,9)

A ltima igualdade implica que
oty + 8,8 v.p) = o(s1 +5,q),Vs: t; +s € I(p),s, + s € I(q).

Isto significa que a trajectdria por ¢ é a mesma que a trajectéria por 6 1v.p. Esta
ultima projecta-se, junto com (¢, p) numa mesma curva em V', contradizendo a
hipétese.

Assim, dado um ponto p € V*, a curva S, NV contém p e estd univocamente

definida. O

Lema 4.10 Com as mesmas hipdteses do teorema 4.7, a aplicacio ¥ tem as sequintes

propriedades: ¥(t + s,p) = U(t,¥(s,p)) e ¥(0,p) = p.

Demonstragao:

Suponhamos que a variedade Sy(t) esteja bem definida num intervalo de tempo que
contenha [—(t+s),t+ s]. Temos que ¥(t+s,p) = I'(¢p(t+s,p)) NV por definigdo de
U. Usando as propriedades de fluxo de ¢ a expressdo anterior fica I'(p(t, ¢(s,p)))NV T,
e, pela equivariancia do fluxo, fica ¢(t,T'(¢(s,p))) N VT. Mas,

p(t, T(p(s,p)) N VT = o(t,Lp(s,p)) NVT)) NV

O segundo membro é ¥(t, ¥(s,p)).
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Resta provar que ¥(0,p) = p. Usando a defini¢ao de ¥ temos
¥(0,p) =T'(w(0,p)) N VT,
mas (0, p) = p. Esta igualdade permite concluir que
¥(0,p) =T(p)NV* =p,

como queriamos. 0O

Definicao 4.11 Um fluzo local ¥ definido numa subvariedade M de R™ € um arras-

tamento se e sd se V(t,m) € I'(m),Vt € I,Ym € M.
Analogamente,

Definicao 4.12 Um campo de vectores f : M — TM, onde M € uma variedade

diferencidvel, é um arrastamento se e sé se f(m) € T(I'(m)),Vm € M.

Podemos concluir que

Coroldrio 4.13 Seja f : R*** — R™"* um campo de vectores C*® e I'-equivariante
nas condigoes do teorema 4.7. Seja ¢ o fluzo associado a f. Entao ¢ restrito a

condigdes iniciais em V1 e a sua projecgio ¥ em VT satisfazem a equagdo

o(t,p) = U(t,p) + D(t, p),

com D(t,p) € I(p).

Isto é, basta estudar ¥ para conhecer o comportamento de ¢ a menos de arrasta-
mento ao longo das orbitas de grupo.

Note-se que todos os pontos de V't sdo equilibrios relativos para o fluxo de arras-
tamento, D.

Derivando ¥ em ordem a ¢ € I obtemos um campo de vectores fy+ : VT — VT,

Podemos concluir do coroldrio 4.13 que existe um campo de vectores fy+, definido

em V't e um campo de vectores de arrastamento, fp, tais que
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f(v) = fv+(v) + fo(v), (4.2)

para todo v € V',

4.3.2 Unicidade do fluxo em V

A seguir vamos ver que o fluxo projectado, ¥, é tinico.

Teorema 4.14 Seja I' um grupo de Lie compacto actuando linearmente em R"*F ¢
seja V't um dominio fundamental para a acgdo de T, contido num espago vectorial.

Se ¢ for um fluzo local com decomposicoes em V' :

@(t,p) = Vi(t,p) + Di(t,p) = Wa(t, p) + Do(t, p)

onde 0s V; sao fluros locais em V' e os D; sdo arrastamentos, entio ¥, — Uy é um

arrastamento.

Demonstracao:
Como a acgao do grupo I' é linear, a combinagéao linear de fluxos de arrastamento

¢ ainda um fluxo de arrastamento. Logo ¥; — ¥, é um arrastamento e
qll(t) p) - ‘Ifg(t,p) € V+'
Isto é,

Wy (t,p) — Wa(t,p) € T(p) N VT = {p},

o que implica que ¥y (t,p) — Uy(t, p) = p, Vt. 0O

Tendo definido um fluxo em V*, obtemos um fluxo em V' usando a ac¢io do grupo
I' e considerando apenas pontos das orbitas que estejam em V. A 6rbita do bordo de
V* ¢é W invariante pois o bordo é da forma Fix(X) N V*, sendo ¥ um subgrupo de

isotropia. Como Fix(X) é ¢ invariante, também é ¥ invariante.
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4.3.3 Decomposicao em V

Foi provada, na secgao anterior, a existéncia de um fluxo local em V, denotado por W.
Derivando ¥ em ordem a t € I obtém-se um campo de vectores fy : V — V.
Vamos calcular o campo de vectores fy directamente a partir de f, no caso k = 2.
Nos pontos v € V nao singulares serd obtida uma decomposi¢ao para f(v) numa

soma de duas componentes diferencidveis:
f) = fv(v) + fr(v), (4.3)

onde fy(v) € V e fr(v) pertence ao espago tangente a orbita de v. O espago tangente

a 6rbita de v em v sera denotado por T,,['(v).

4.3.3.1 Pontos nao singulares

Seja v € V um ponto nao singular. A érbita ['(v) tem dimensdo n. Vamos supor que,

para qualquer v € V, nao singular, se tenha V N T,['(v) = {0}. Entao
TR =T,T(v)@V,

para qualquer v nao singular.

Para z € I'(v) seja N, o espago dos vectores normais a I'(v) em z.

Definicao 4.15 Um campo de vectores g é um campo de vectores normal se, para

todo x em I'(v), o espago N, for invariante pelo fluzo de g.

Como v é um ponto nao singular, o espago N, tem dimensao 2, para todo z € I'(v).

Em [15], Krupa provou o seguinte

Teorema 4.16 ([15], teorema 2.1) Seja f : R**? — R""? um campo de vectores
I'-equivariante, onde T' é um grupo de Lie compacto. Sejam v € R™? ¢ I'(v) a
sua drbita. Eriste uma vizinhanca T-invariante, U, de T'(v) em R™2, um campo de
vectores normal C* e I'-equivariante, fy, e um campo de vectores de arrastamento,

fr, também C* e I'-equivariante tais que

fu) = fn(u) + fr(u)

para todo u € U.
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Seja © um ponto qualquer da vizinhanga U do teorema 4.16. Usando coordenadas

oy e as em N, e coordenadas ag, ..., @y em T,['(u), podemos escrever

F() = (w)id () + o (u)ia (u) + kz ot (1)1 (1)

onde 4] e s sdao uma base de N, e U3, ..., Unyo formam uma base de T,I'(u). As
coordenadas a;, ag, as, ..., a0 variam diferenciavelmente com w.

Seja {07, 72} uma base de V' e escrevamos os elementos desta base em coordenadas
na base {4}, U3, U3, ..., Unt2} :

n+2

o1 = By + Potdz + ) Brdie
k=3

n+2

MU+ YU + Y ki
k=3

Desde que v182 — 12081 # 0 e (B3 # 0 é possivel escrever f(u) em coordenadas na

—

Vg

base {v1, U3, U3, ..., Unta }, sendo estas coordenadas diferencidveis.

Podemos, portanto concluir que fy(u) e fr(u) variam diferenciavelmente com u.

4.3.3.2 Pontos singulares

O que seria necessario fazer para se obter a decomposi¢do acima também para os
pontos singulares? Uma ideia de prova, em R® = R3*2) ¢ a seguinte:

Seja v € V um ponto néo singular e escolhamos coordenadas (a,b,c,d,e) em RS
tais que (a,b) € V e (¢,d,e) € T,T'(v).

O campo de vectores no ponto v pode ser escrito na forma:

flv) = fv(v) + fr(v).

Usando as coordenadas acima fica

f(v) = [f1(v), fa(v), f3(v), fa(v), fs(v)]

onde

v12 = [f1(v), fo(v),0,0,0] € V e [0,0, f3(v), fa(v), fs(v)] € Tp12I'(v12).
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Seja u um ponto singular e ¥ o seu subgrupo de isotropia. Entao u € Fix(X).
Vamos supor que Fix(X) seja gerado pelas direcgoes a, ¢ e d. A coordenada a define
a direcgdo V N Fix(X).

Como Fix(¥) é invariante por f tem-se que, se
v = (ay,b,,0,0,0) € V\Fix(X)
tende para
u = (a4,0,0,0,0) € V N Fix(X)

entdo f(v) tende para f(u), onde

fw) = [fi(v), fa(v), f3(v), fa(v), f5(v)]

f(u) = [fl(u)vo?f3(u):f4(u)10}'

E necessério provar que [0, 0, f3(v), f4(v), f5(v)] tende para [0, 0, f3(w), fa(u), 0] quan-
do v tende para wu.

E também necessério provar que [0,0, fs(u), f1(u),0] € Tua['(ul), onde ul denota
o ponto [f1(x),0,0,0,0].

Provadas as duas afirmagdes anteriores, entao [f1(v), f2(v),0,0,0] também tende
para [f1(u),0,0,0,0] quando v tende para u. Neste caso terfamos também uma decom-
posi¢ao nos pontos singulares.

Conjecturamos que é possivel obter esta decomposi¢do nos pontos singulares.

4.4 Mais exemplos

4.4.1 Accao de SO(3) num espago de matrizes

Seja S3x3 0 conjunto das matrizes simétricas 3 x 3 com entradas reais. Consideremos,

em Siy3, 0 subconjunto

W = {A653x3 ! tT(A) =O}
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O espaco W tem dimensao 5. Definimos a seguinte acgdo de SO(3) em W :
v.A =AY

onde v € SO(3) e A € W. Note-se que v.A denota a ac¢ao de v em A enquanto yA+*
indica a multiplicacdo de matrizes.

Esta representagao de SO(3) em W é absolutamente irredutivel.

Seja V' C W o subspago bidimensional das matrizes diagonais com trago zero.

Verifica-se que V' é o subespaco de pontos fixos do grupo X gerado por

=1L 0 0 1 0 0
o1 = g —~1L g jem=]|0 -1 0
0 01 O O =i

O grupo ¥ tem quatro elementos e é isomorfo a Dy = Zy & Zy C SO(3).

O reticulado de subgrupos de isotropia para a acgio de SO(3) em W é:

O plano V intersecta todas as érbitas de grupo da acgdo de SO(3) em W porque,
dada uma matriz simétrica A com trago zero, ela pode ser diagonalizada por uma
mudanca de coordenadas ortogonal, i.e., existe v € SO(3) tal que yA+* é diagonal. O
trago € invariante por esta mudanca.

Na préxima tabela estdo representados os subgrupos de isotropia, os subespacos

de pontos fixos e sua dimenséo para a acgdo de SO(3) em W.
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Subgrupo de Subespago de Dimensao do
isotropia pontos fixos subespaco
SO(3) {0} 0
a O 0
0(2) 0 a 0 a€R L
0 0 —2a
a 0 0
D, 0 b 0 ca,beER 2
0 0 —(a+b)

O espago V é um espago de pontos fixos, portanto é invariante pelo fluxo de
qualquer campo de vectores f definido em W que seja SO(3)-equivariante. Para
estudar a dindmica em W basta estudar a dindmica de um campo de vectores f em

V' e Ss-equivariante.

4.4.1.1 Espago das drbitas

Basta analisar a acgdo de SO(3) no espago V = {diag(a,b, —a,—b) : a,b € R} que
identificaremos com R? (isomorfo a (a,b)).

A acgio de SO(3) em V permuta os elementos da diagonal. Se a matriz A tiver 3
valores préprios distintos a intersec¢ao da drbita de A com V serdo as 6 matrizes com
estes valores préprios na diagonal. Estas 6rbitas sdao todas regulares (nao hé subgrupos
de isotropia de dimenséo 2).

As 6rbitas singulares sio as de Fix(O(2)), que contém pontos da forma (a, a); (a, —2a)
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e (—2a,a). Ou seja, os conjugados de Fix(O(2)) sdo as rectas y = z; y = —21 e
y=—z/2.
Um dominio fundamental é qualquer sector angular definido por duas semi-rectas
adjacentes na colecgao acima.
Por exemplo,
Vt={(a,b):a<0e —a/2<b< —2a}.
Observe-se que o bordo de V* é

{a<0,b=-2a}U{a <0,b=—a/2}

e € composto por orbitas distintas, ou rectas que sao espagos de pontos fixos de
subgrupos de isotropia conjugados mas nao iguais.

Para esta escolha, o bordo é composto de metade do Fix(2;) e metade do Fix(2,)
(metades correspondendo as orbitas nao preenchidas pelo espago de pontos fixos an-

terior), onde

cosd 0 —sent -1 08
21 =0(2)z. = 01 ofl@e]| o0 -10
senf 0  cosf 0 01
e
1 0 0 -1 00
Y¥o=0(2)y:=| 0 cosd —senf | & 0 -1 0
0 senf  cosf 0 01

O espago Fix(X,) é a recta b = —2a.

4.4.2 Acciode O(2)xS'!em CpC

Consideremos a acgdo de O(2) x S! em coordenadas (21, z2) € C @ C tal que
(a) 6.(21,22) = (21, €?2) onde 0 € S;

(b) @.(21,22) = (721, €% 2;) onde ¢ € SO(2);

(c) k.(21,22) = (22, 21).
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Esta acgao estd estudada em Golubitsky et al [9], p. 327.

Proposigao 4.17 ([9], capitulo XVII, proposi¢ao 1.1) Hd quatro classes de con-
Jugagdo de subgrupos de isotropia para a acg¢do standard de O(2) x S em C @ C.

A demonstra¢ao pode ser encontrada em [9], p. 329. O reticulado de subgrupos

de isotropia estd esquematizado a seguir. O grupo Zs @ Z§ ¢é formado pelos elementos

{(0,0),k, (7, x), k(r,7)}.

0(2) x St
7 N
SO(2) Z ® 7S
Y /!
Z;

A tabela abaixo contém informagdo pormenorizada sobre esta acgio de O(2) x S!

em C@ C.
Representante Subgrupo de Subespago de Dimensao do
de drbita isotropia pontos fixos subespago
(0,0) 0(2) x 8! {0} 0
(@,0,6>0  SO@)={6,0}  {(z1,0)} 2
(a,a),a >0 Zy® Zs {(z1,21)} 2
(g, b0 b0 2§ =4(0;Q),{z; 7w} {(z1,22)} 4

Vamos procurar um subconjunto de C @ C que intersecte cada érbita uma sé vez.
Usando a acgao de 0 e de ¢, podemos supor que (21, z3) = (a,b) onde a,b > 0 sdo

reais. Aplicando & podemos supor que a > b > 0. O conjunto
V*={(a,b) e C®C:a,be RAa>b>0)}

estd nas condigoes pretendidas.
Assim, o plano

V ={(z1,2) : Imz; =0, Imz, =0}
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¢ um plano que intersecta todas as érbitas de grupo.

Consideremos a accao de I' = O(2) x S! na esfera S* ¢ Ca®C. Sejao : S3/T' — §3
uma secgao.

No plano V, seja S! a circunferéncia de raio 1. A curva fechada contida em S! de
extremos (1,0) e (v/2/2,v/2/2) é um arco nas condigdes do arco C' da demonstragao

do teorema 4.4 (Teorema da Redugéo).

4.4.2.1 Teoria invariante e dinamica

Na proposicio 2.1 de [9], capitulo XVII, Golubitsky et al mostram que, através de uma
mudanca de variavel, é possivel escrever qualquer germe f que seja O(2) x S'-invariante
usando varidveis de amplitude (z e y) e de fase (1 e ¥).

Acontece, neste exemplo, que as varidveis z e y podem ser tomadas como coorde-
nadas no espago V' e as varidveis 9 e v, sdo coordenadas ao longo das érbitas.

Para se perceber como o grupo I' actua em V basta substituir (21, z3) por (z,¥)
na accdo definida acima e ter em consideragdo o dominio fundamental, V¥, para as
érbitas. Se considerarmos a acgio de 6, e k restrita a coordenadas no plano V
obtemos uma acgao do grupo Dy.

A teoria de bifurcacao e estabilidade assimptética do sistema com simetria O(2) x
S! pode ser obtida a partir do estudo das equagdes de amplitude Dy-equivariantes ([9],
capitulo XVII, secgao 4(b)).

A simetria D, pode ser interpretada como o que resta da simetria original O(2) x S*

depois da redugdo as equagoes de amplitude.



Capitulo 5

Ciclos heteroclinicos

Neste capitulo apresentamos uma aplicagio dos resultados do capitulo anterior. Mos-
tramos como esses resultados podem ser usados para encontrar ciclos heteroclinicos
em campos de vectores simétricos.

Seja f : R® — R™ um campo de vectores. Um ciclo heteroclinico é uma colecgao
de trajectérias {A;,z;(t)}, com j = 1,...,m, onde os A; sdo pontos de equilibrio de
f e cada z; é uma trajectéria assimptotica a A;;; quando t — +oo e a A; quando
t — —oo (convenciona-se que A1 = Az).

Nao se espera que estes ciclos existam em sistemas gerais, no entanto a simetria
permite o seu aparecimento de um modo estruturalmente estavel.

Existe um grande nimero de artigos relacionados com este tema. Veja-se, por
exemplo, o artigo [16] de Krupa que contém uma revisdo sobre o assunto.

Em Melbourne et al ([18]) ¢ provada a existéncia de ciclos heteroclinicos estrutu-
ralmente estaveis, assimptoticamente estdveis em alguns exemplos de sistemas com
simetria. Esses ciclos sio encontrados nas formas normais (truncadas na terceira or-
dem) de interacgio de modos ponto de equilibrio/Hopf e Hopf/Hopf com simetria O(2).
Uma ideia chave para a obtengao dos ciclos é a decomposi¢ao do campo de vectores
restrito a subespagos de pontos fixos em equagoes de fase e amplitude. Combinando
esta ideia com resultados do capitulo anterior, obtemos, neste capitulo, condigoes
suficientes para a existéncia de ciclos heteroclinicos num aberto do espago dos campos

de vectores de classe C*°, equivariantes com respeito a um dado grupo I' (teoremas

64
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5.5 e 5.6). Estes teoremas ja tinham sido obtidos em Abreu [1]. No entanto, com
os resultados do capitulo anterior e da secgao 5.4 sao retiradas algumas hipéteses do
enunciado dos teoremas.

Na sec¢ao 5.4 provamos um resultado que permite obter informagao sobre a simetria

que existe num plano, conhecendo-se a simetria em duas rectas ortogonais desse plano.

5.1 Definicao de ciclo heteroclinico

Dado um ponto de equilibrio Z, se existir uma trajectéria z(t) tal que o conjunto
a-limite de z(t), denotado a(z(t)), seja T e o conjunto w-limite de z(t), denotado
w(z(t)), seja Z, diz-se que z(t) é uma trajectdria homoclinica. Se tivermos m pontos
de equilibrio Z;, com j = 1,---,m, e trajectérias z;(t) tais que a(z;(t)) = Z; e
w(z;(t)) = T;41, dizemos que z;(t) sdo trajectdrias heteroclinicas.

Os ciclos heteroclinicos sao caminhos fechados formados por pontos de equilibrio e
trajectérias heteroclinicas que os ligam.

Podemos generalizar a defini¢io de ciclo heteroclinico de modo a englobar nao s6
pontos de equilibrio, mas também outros conjuntos invariantes pelo fluxo de f - os
equilibrios relativos.

Para se obter a estabilidade assimptética dos ciclos é necessdrio que os equilibrios
relativos sejam hiperbdlicos. As préximas linhas explicam esta nogao.

Em [15], Krupa mostrou que, numa vizinhanga de um equilibrio relativo, R, o
campo de vectores f pode ser escrito como a soma de um campo de vectores normal,
fn, (ver definigio 4.15) e um campo de vectores de arrastamento, fr, (ver defini¢ao

4.12) ambos diferencidveis e I'-equivariantes:

f=In+Tfr. (5.1)

Além disso, numa vizinhanca de R, a dindmica de f pode ser descrita como a
dinamica de fy modulada com arrastamento ao longo de érbitas de grupo (teorema
2.2 de [15]).

Se R for um equilibrio relativo entdo todo 7 em R é um ponto de equilibrio de

fn. Usando resultados de Field [5] conclui-se que as partes reais dos valores proprios
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da linearizacdo de fy num ponto r de R sdo independentes da escolha do ponto 7 e
independentes da decomposi¢do em campos vectores normal e de arrastamento. Em
particular, faz sentido dizer que um equilibrio relativo R é hiperbdlico se r € R for um

ponto de equilibrio hiperbélico de fx.

Definicao 5.1 Um equilibrio relativo R diz-se hiperbdlico se fy restrito as fibras

normais tiver zeros hiperbélicos em pontos de R.

Finalmente, podemos definir ciclos heteroclinicos envolvendo equilibrios relativos.

Definicao 5.2 ([17], definicao 2.1) Sejam R;, com j = 1,...,m, equilibrios rela-
tivos hiperbdlicos com variedades instdvel e estdavel W*(R;) e W*(R;). O conjunto das

drbitas de grupo das variedades instdveis
Q={W"(v.R;):j=1,...,m,y €T}
forma um ciclo heteroclinico desde que dimW*(R;) > 1 e
WH(R)\{R;} € U W*(7-Rjn1).

yer

Convenciona-se que Ry = Ry.

5.2 Construcao de um ciclo heteroclinico

A equivariancia de um sistema de equagdes diferenciais ordinarias por um grupo de
Lie compacto I' permite o aparecimento de ciclos estruturalmente estaveis. A caracte-
ristica dos sistemas simétricos que permite a existéncia destes ciclos é a existéncia de
subespacos invariantes pelo fluxo - os subespagos de pontos fixos. Certas estruturas
no reticulado de subgrupos de isotropia levam a suspeitar a existéncia dos ciclos.

Para entendermos como a existéncia de espagos de pontos fixos pode forgar a
existéncia de um ciclo heteroclinico, imaginemos a seguinte situagdo: existem dois
pontos sela ndo nulos, A; e Ay, para dz/dt = f(z) (onde f : R* — R" é C™) e dois
subgrupos de I', T} e 75, tais que:
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o Ay, Ay € Fix(Ty) N Fix(Ty);
e dim Fix(T}) = 2 = dim Fix(T3);
o Fix(Ty) # Fix(Ty).

Suponhamos que no plano Fix(7}) o ponto A; seja uma sela, A; seja um pogo e a
variedade instavel da sela esteja ligada ao pogo.

Simultaneamente é possivel que no plano Fix(7) o ponto A seja uma sela, A; um
poco e a variedade instdvel de A, ligue As a A;. Deste modo podemos construir um
ciclo heteroclinico ligando A; a A; e de novo a A;.

Este ciclo é estruturalmente estdvel pois perturbagoes equivariantes de f ainda
terdo Fix(7T}) e Fix(T) como planos invariantes e ligagoes sela-pogo sdo estrutural-

mente estéveis em R? (ver [1], sec¢ao 1.3).

Fix(T,)

/2\

Figura 5.1 Ciclo heteroclinico entre dois pontos de equilibrio.

5.3 Teoremas de existéncia de ciclos

Suponhamos que I seja um grupo de Lie compacto actuando linearmente em R™.

Defini¢ao 5.3 Um ciclo heteroclinico de subgrupos de isotropia é uma sequéncia de
subgrupos de isotropia ¥, com j = 1,...,k+1, e T;, comi=1,...,k, onde os ¥; sao

mazimais e os T; submazimais, estando relacionados do sequinte modo:
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X, 2, Ty 2y
L L B & B
I T, T T

com Y41 conjugado a 2.

A relacao T} — % significa T7 C ;.

Sejam E C R™ um subespago vectorial de dimensao dois e [;,lo C F dois subes-
pacos vectoriais de dimensdo 1. As rectas [ e l sdo adjacentes em FE se nao existir
nenhuma recta r da forma r = ENFix(Z) (onde ¥ C T' é subgrupo de isotropia) num

sector angular aberto definido por l; e [, em E.

Definicao 5.4 Diremos que um ciclo heteroclinico de subgrupos de isotropia tem uma

accao maximal se Fiz(I') = {0} e, para todo j:

o existe V; C Fiz(T;) tal que V; € um subespago vectorial de dimensao dois que

intersecta todas as drbitas de I' em Fiz(T;);
o dim Fir(E;) NV, = dim Fiz(X;11) NV = 1;
e as rectas l;; = Fir(3;) NV e ly; = Fir(E;41) NV, sdo adjacentes em V;.

Naturalmente as duas primeiras condigdes sdo satisfeitas se dimFix(X;) = 1 e
dimFix(T;) =2,com j=1,...,k.

Dado um subespaco vectorial V' C R", denotaremos por I'y o conjunto dos v € I'
tais que se z € V entdo v.z € V. Se V = Fix(X) entao 'y = N(Z). |

Denotemos por C*°(R™,I') o espago dos campos de vectores em R" de classe C*°
que sao ['-equivariantes.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 5.5 Seja ' um grupo de Lie compacto actuando linearmente em R™ com
uma ac¢do mazimal de um ciclo heteroclinico de subgrupos de isotropia. Suponhamos

que qualgquer campo de vectores f em V; C Fix(T;) obedega a decomposigio f = fv,+ fr
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FV:J e Z2 D ZQ: Flg = Z2
para todo j e para i = 1,2. Entao existe um aberto U em C=(R",T') tal que todo

campo [ em U tem um ciclo heteroclinico assimptoticamente estdvel.

Para o caso particular em que dimFix(EZ;) = 1 e dimFix(7;) = 2 para todo j

podemos enunciar o teorema do seguinte modo:

Teorema 5.6 Seja I' um grupo de Lie compacto actuando linearmente em R™ com
um ciclo heteroclinico de subgrupos de isotropia. Suponhamos que cada subgrupo do

ciclo verifique as condigoes:
dim Fix(T}) = 2,dim Fix(¥;) =1 e

N(%;)/%; 2 2y, N(T;)/T; 52y, @7y

com Fix(X;) adjacente a Fix(E;41) para todo j. Entdo existe um aberto U em C*°(R",T)

tal que todo campo f em U tem um ciclo heteroclinico assimptoticamente estdvel.

Antes de demonstrar os teoremas simplificamos algumas hipéteses nas secgoes 5.4
e 5.5. Nomeadamente, mostramos (sec¢do 5.4) que a condigao I'v; D Zp @ Zg €

consequéncia de I',; = Z para todo j e para i = 1,2.

5.4 Extensao de simetria

Seja I' um grupo de Lie compacto actuando num espago vectorial E e seja p, a matriz
associada a v € I'. Entdo existe um produto interno em E tal que, para todo v € I,
a matriz p, é ortogonal ([9], capitulo XII, proposi¢do 1.3). Denotemos por <, >r esse

produto interno. Se A for um subespago de E, entao
At ={v € E < a,v >r= 0 para todo a € A}.

Se A e B forem dois subespacos de E diremos que A é ortogonal a B, e escreveremos

AlB,se <a,b>r=0 para todo a € A e para todo b € B.
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Teorema 5.7 Seja I' um grupo de Lie compacto actuando em R" com uma acgdo
mazimal de um ciclo heteroclinico de subgrupos de isotropia, ¥j, com j =1,... ., n e

T:, som it =1,... ;= 1, onde
dim Fix(T;) = 2, dim Fix(%;) = 1

e Fix(Z;) LFix(Z;41) para todo j = 1,...n — 1. Suponhamos que N(X;)/Z; = Z; e,
se n > 3, que I' seja abeliano. Entio N(T;)/T; contém um subgrupo que actua em

Fix(T;) com a ac¢ao usual de Zy @ Zy.

Demonstracao:

Comegamos por demonstrar o resultado para n = 3. Neste caso temos
FlX(T]) = FlX(El) &) FIX(EQ) € FIX(TQ) = FlX(Eg) (&) FlX(Eg)

Uma vez que dim Fix(3;) = 1, para ¢ = 1,2,3, e Fix(X;) é N(X;)-invariante,
sabemos que Fix(¥;) é N(X;)-irredutivel. Podemos entao considerar as seguintes

decomposicoes de R? em espagos N (2;)-invariantes (ver proposigao 2.11):
R? = Fix(2,) @ W) = Fix(Zy) & W, (5.2)

onde W; é N(X;)-invariante e dim W; = 2, com i = 1,2,

Temos ainda uma outra decomposigao (trivial) de R3 :

R3 = FlX(El) @D FIX(EQ) D (Wl @ Wg),

isto é
R3 = Fix(%,) @ Fix(Zs) @ Fix(Z3).

Por hipétese, a ac¢ao de N(X;) em Fix(%;) ¢é isomorfa a Z,. Atendendo & dimenséo de
Wi, a acgdo de N(X;) em W; é isomorfa a de algum subgrupo de O(2).

As decomposigdes em 5.2 podem ou ndo ser decomposicoes de R® em espagos
N (Z;)-irredutiveis, conforme W; seja N (Z;)-irredutivel ou simplesmente N (%;)-invariante.
Neste tiltimo caso, temos que Fix(Z;1;) é N(X;)-irredutivel (porque é N(%;)-invariante
e de dimensdo 1).

Assim, a demonstragio prossegue considerando separadamente estes dois casos.
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1. Fix(Z;41) é N(X;)-irredutivel

O lema enunciado imediatamente a seguir e demonstrado mais tarde conclui a

prova.

Lema 5.8 Nas condi¢des do teorema 5.7 e, se Fix(Z;x1) for N(3;)-irredutivel,
entdo N(X;) actua em Fix(Z;41) como Zy e N(T)/T contém um subgrupo que

actua em Fix(T) com a ac¢do usual de Zy @ Zy.

2. W; é N(X;)-irredutivel. J4 vimos que a acgao de N(X;) em W; é isomorfa a de

algum subgrupo fechado de O(2) ou & do préprio O(2).

De Golubitsky et al ([9], capitulo XIII, teorema 6.1) sabemos que os subgrupos
fechados de O(2) sdo conjugados a SO(2), D, (n > 2), Z,(n > 2) ou ao grupo
trivial (este ultimo tem uma acgdo nao irredutivel num espago de dimensao
2). Sabemos também que qualquer representacao irredutivel num espago de

dimenséo 2 de O(2),S0(2), ou D, contém uma representagéo de Zn(n > 2).

Terminamos a prova com o seguinte lema, demonstrado adiante.

Lema 5.9 Sejam W; componentes N(X;)-irredutiveis, (i=1,2) de dimensdo 2.
O grupo N(T)/T contém um subgrupo que actua em Fix(T') com a acgao usual

de Zy & Zs.

Para n > 3, os espacos W; das decomposicdes 5.2 sdo N(Z;)-invariantes de di-
mensdo n — 1. Sabemos ([9]) que, se I' for abeliano, podemos decompor cada W; em
componentes N (X;)-irredutiveis, de dimensdo menor ou igual a dois. A demonstragao

segue como anteriormente. O

Demonstragao do lema 5.8:

Fazemos a demonstracao supondo que Fix(¥,) é N(X;)-irredutivel (isto é,i=1¢€
Pl =T}

Sendo Fix(T) = Fix(XZ;) & Fix(2,) temos N(Z,) C N(T).
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O grupo N(X;) actua em Fix(X;) como Zy, uma vez que dim Fix(¥;) = 1 e a
acgdo € nao trivial.

Por hipétese do teorema 5.7 sabemos também que N (X,) actua em Fix(X,) como
Zs e, analogamente a N(X;), temos N(3;) C N(T).

Logo, Zy @ Zy actua de modo nao trivial em Fix(T').

A demonstragdo do lema 5.9 depende de trés resultados que enunciamos e provamos

de seguida:

Lema 5.10 Os subgrupos fechados de SO(3) contendo duas rotagdes em eizos per-

pendiculares sio SO(3) e o grupo das rotagdes do cubo.

Demonstracao: Denotemos por 7,0 e T os grupos das rotagoes do tetraedro,
octaedro e icosaedro, respectivamente. Todo subgrupo fechado de SO(3) é conjugado a
S0(3), 0(2), SO(2), D, (n > 2), Z,,(n > 2),7,0,T ou ao grupo trivial ([9], capitulo
XIII, teorema 6.1). Desta lista podemos excluir o grupo trivial e os subgrupos planares,
que sao: 0(2),50(2),D,(n > 2) e Z,,(n > 2).

As rotacgdes que sao simetrias do tetraedro e do icosaedro nao tém eixos perpen-
diculares.

Restam SO(3) e o grupo das rotagoes do cubo. 0

Lema 5.11 Suponhamos que um grupo de Lie compacto T' actue em R® e contenha
um subgrupo G ndo planar e nio fechado de SO(3). Se T contiver elementos de O(3)\
SO(3), entdo I' contém Za ® Zs,.

Demonstragao:

O grupo G, sendo nao planar e nao fechado, é denso em SO(3).
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Como I é fechado e contém elementos com determinante —1, entao I' tem de ser

o préprio O(3). Os elementos
-1 00

010
001

1 00
0 -1 0
0 01

estao em O(3) e obtemos, com eles, o grupo Zg @ Zs.

Lema 5.12 O grupo de simetrias do cubo contém Zy @ Zy.

Demonstragao:

O grupo das simetrias do cubo contém os elementos:

=]

-1 0
T = 010
0 01

—
o
e

T2 = 0 '_1 0 ]

que geram o grupo Zo @ Zs.

Podemos agora proceder a
Demonstragao do lema 5.9:

As accdes de N(Z;) em W, e de N(Z,) em W, contém uma representagao de Z, e

Z,., respectivamente, (n,m > 2).
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Qualquer representagio irredutivel em dimensao dois de Z,, é da forma
cos(2km/n) —sen(2km/n)
sen(2km/n)  cos(2km/n)

para algum 0 < k < n. Sejam

—1 0 0
a; = 0 cos(2kym/n) —sen(2kiw/n) |,0 <k <n
0 sen(2kym/n)  cos(2kim/n)

cos(2kym/m) 0 —sen(2kym/m)
ag = 0 - | 0 L0 < ky <m.

sen(2kam/m) 0 cos(2kem/m)

Existe pelo menos um elemento da forma a; em N(X;) e um elemento da forma as

em N(X,), onde as matrizes a; e ag estdo em coordenadas de
Fix(21) @ Fix(23) @ Fix(Z3).

Para concluir a demonstragao vamos considerar um subgrupo G contido em N(X;)U
N(Z,) e, com a sua ajuda, provar que N(7T') contém Zy @ Zs.

Consideremos o grupo G gerado por a? e a2. Trata-se de um subgrupo de SO(3),
finitamente gerado. Os elementos a? e a2 sdo duas rotagdes em eixos perpendiculares.

Note-se que G C I' e I' é um subgrupo de Lie de O(3).

O grupo SO(3) ndo é finitamente gerado. Ha, portanto, duas hipéteses para G:

o grupo G é um subgrupo ndo planar e nio fechado de SO(3) ou o grupo G é um

subgrupo do grupo de simetrias do cubo. O

5.5 Ciclos heteroclinicos de subgrupos de isotropia

Suponhamos que 7' C I' seja um subgrupo de isotropia, e que em Fix(T) = F exista

uma N (T')-6rbita de codimensao 2.
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O teorema da redugao (teorema 4.4) implica que exista V C F, com dimV = 2,
que intersecta todas as N(T')-6rbitas.

O espago F'/N(T) é homeomorfo a um sector angular fechado (proposigéo 3.13 e
corolario 4.3).

O interior de F/N(T) é composto por orbitas regulares. O conjunto dos pontos
N(T)-regulares é aberto e denso em F. Estes pontos tém isotropia minima em F’; isto
é, o seu subgrupo de isotropia é 7' (ndo pode ser maior, se nao o maior é que seria
subgrupo de isotropia de I').

O bordo de F/N(T) é composto por pontos com mais isotropia em N(T'). Sejam
S, e Sy os subgrupos de isotropia dos pontos néo regulares e diferentes da origem em
F. Entdao: T C S; e S; C N(T) (as inclusdes sdo proprias), caso contrério ndo haveria
dois subgrupos de isotropia distintos em N(T), além de T' e N(T).

Os conjuntos I; = Fix(S;)NV sdo rectas adjacentes em V' (nao hé mais subgrupos).

Se T'C ¥;, %, forem subgrupos (T submaximal e ¥; e ¥y maximais), entdo
Ej n N(T) = Sj € FiXR(Ej) = FIXF(SJ)
Fica assim provada a

Proposigao 5.13 Sejam T; e T; um ciclo hetroclinico de subgrupos de isotropia de
um grupo compacto I'. Se Fix(I') = {0} e se, para cada j, existir em Fix(T};) uma

N(T;)-érbita de codimensdo 2, entdo o ciclo de subgrupos tem uma acgGo mazimal.

Também provamos:

Proposicao 5.14 Seja I’ um grupo de Lie compacto actuando efectivamente em R™
e sejam Ty, ..., Tx subgrupos de isotropia de T, tais que em cada Fix(T;) exista uma

N(Ty)-drbita de codimensdo 2. Suponhamos que para cada j,
Fix(T;) N T.Fix(T;41) # {0}

(com a convengdo Tyy1 = 11). Entao existe um ciclo heteroclinico de subgrupos de

isotropia em I
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5.6 Demonstracao do teorema 5.5

Nesta seccao sera demonstrado o teorema 5.5, exemplificando com um campo de
vectores em R® que apresenta um ciclo de pontos de equilibrio e trajectérias periédicas
(estudado em [18]). O teorema 5.6 fica automaticamente demonstrado. A demons-
tracdao do teorema 5.5 é construtiva e baseia-se no facto de os Fix(7}) serem espagos
invariantes por qualquer campo de vectores I'-equivariante. Seguiremos os seguintes
topicos:

1. obtemos a forma normal de grau trés de um campo de vectores I'-equivariante

arbitrério, f, em V; C Fix(T});
2. obtemos condi¢oes satisfeitas num aberto de formas normais para que os pontos

de equilibrio de fy; sejam pontos sela do tipo desejado;

3. usamos argumentos do tipo Poincaré-Bendixson para obter a ligagao entre os

pontos de equilibrio no plano V; C Fix(T});

4. obtemos condigdes satisfeitas num aberto dos campos equivariantes de grau tres,

para que o ciclo obtido seja assimptoticamente estével;

5. usamos argumentos de estabilidade estrutural para mostrar que o ciclo persiste

em sistemas nao truncados suficientemente préximos da forma normal.

5.6.1 Exemplo: ciclo heteroclinico de pontos de equilibrio e
solugoes periodicas

Consideremos o campo de vectores f em C?, estudado em [18]:

Zo = (¢1 +16co)z0 + C3Z02122
71 = (P + Pd)z + Pazizy (5.4)
7y = (Py — Py8)zg + P32z

onde

€1 =cnA+ 012|20|2 + 613(121|2 + |22|2),
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.P1 = Wi+ Pll)‘ -+ P12|20|2 + -P13(|21|2 T |z2|2):
6 = (|zaf* — |21]%),

com c¢y4,Cz,¢c3,A €ER e Py, P, Ps € C.
A aplicacao df(g0) tem valores préprios 0 e +wi (cada um deles duplo) e f é

O(2) x SO(2)-equivariante. A acgao do grupo é dada por:
(¢,6).(20, 21, 22) = (6wzo, ei(”‘f’)zl, ei(e“”)zz)

k.(20, 21, 22) = (20, 22, 21)-
O campo de vectores acima é a forma geral de um campo de vectores O(2) x SO(2)-

equivariante de grau trés em zp, z; € 22 € grau um em A.

5.6.2 Passo 1 da demonstragao: forma normal de grau trés

Consideremos um campo de vectores I'-equivariante, f, arbitrario no subespagco invari-
ante Fix(77), onde 7} C I' é um subgrupo de isotropia submaximal. Neste subespaco
localizamos dois subespagos invariantes Fix(2;) e Fix(2,), onde ¥, e X5 sao subgrupos
de isotropia maximais de I'.

Pretendemos encontrar dois compactos invariantes, R; e Ry, em Fix(2;) e Fix(Z,),
respectivamente, ¢ uma trajectéria ligando estes subconjuntos. Nb plano Vi o campo
de vectores f obedece & decomposigiao (4.2) e fi; estd naturalmente bem definido
nesse plano (V; é fy,-invariante). O espago V; intersecta todas as érbitas de grupo de
' em Fix(7}). Pontos de equilibrio de fy, em V; correspondem a trajectérias de f em
Fix(T}) contidas em [-drbitas. Se, ao restringir a dindmica a Vi, um dos pontos de
equilibrio for uma sela e o outro um pogo a ligacao entre eles serd persistente.

Consideremos as rectas l;; = Fix(Z1)NVj e lyy = Fix(33)NV) e seja Iy, o subgrupo
que fixa [;7.

As condigdes Iy, = Z, significam que o normalizador N (I'y,,) actua em /;; como o
grupo Zs.

Em coordenadas = € [}, e y € l12 0 campo de vectores fy, é Zo @ Zs-equivariante
porque 'y, D Zs @ Zy. A forma normal de um campo de vectores em Vi que é

Zo @ Zy-equivariante, segundo [8] (capitulo X, lema 1.1) é dada por:
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i = z(a A+ biz? + a19?)
7 = y(agA + cox? + boy?)

5.6.3 Passo 1 do exemplo

No que se segue sera usada a seguinte notagao:
Zy(k) = {1, k},
Z; = {1, (m,m},
Zo(k.(m,m)) = {1, k.(m,m)}.

Na tabela a seguir listamos os subgrupos de isotropia, os seus subespagos de pontos

fixos e a restricdo da equagdo (5.4) a cada um destes subespagos.

Subgrupos de Isotropia

Subespacos de Pontos Fixos

Equagoes Restritas

Y1 = Za(k) % SO(2) (2:0:0) du/dt = ez
Yy = Zo(k) @ Z3 (0, 21, 21) dz/dt = Pz
3 = Zy(k.(m, 7)) x SO(2) (v4,0,0) dy/dt = ¢y
Ty = Zy(k) (x,21,21) dz/dt = (c; + cs]z1|?)z
dzi/dt = (P, + P3z*)2
Ty = Zy(k.(m, 7)) (iy, 21, 21) dy/dt = (c1 — calz1|?)y

dZ]/dt = (Pl = P3y2)21

Nos subespacos de pontos fixos as partes complexas destas equagoes decompoem-se
em equacdes amplitude/fase. Se escrevermos z; = re', ficamos com equagGes mais
simples nas variaveis de amplitude (ver tabela abaixo). Esta decomposicao corresponde
a decomposigao 4.2.

Na tabela abaixo representamos por p; e p3 as partes reais de P, e Ps, respectiva-

mente.
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Subespagos | Coordenadas | Equagoes de Amplitude
Vi C Fix(Th) bers ) dz/dt = (c; + c3r?)z
dr/dt = (p1 + psz®)r
Vy C Fix(T3) (yi,m,7) dy/dt = (c; — car?)y
dr/dt = (p; — psy®)r
Il (z,0,0) dz/dt = ¢yz
ly1 = ly2 (0,7,1) dr/dt = pr
lag (yi,0,0) dy/dt = c1y

79

Note-se que (z,0,0) e (iy,0,0) sdo subespagos de pontos fixos conjugados em C>.
Pontos de equilibrio (z,7) das equagdes de amplitude correspondem a pontos de
equilibrio de (5.4) se 7 = 0 e a solugdes periédicas de (5.4) se r # 0.

Assim, temos:
dim Fix(X;) N V; = dim Fix(¥;441) NV; =1

dim V; = 2,

para j = 1,2, como se pretende.
Observe-se que as rectas (z,0) e (0,7), invariantes pelo fluxo de f, sdo adjacentes
em Fix(Z,(k)) enquanto (y,0) e (0,r) sdo adjacentes em Fix(Zy(k.(m,)).

Em Fix(Z»(k)) as equagdes de amplitude sao:

T= :E[(Zcm + 630)?"2 + C11/\ + 612.’1,‘2]
7 = r[(p12 + p30)z® + puA + 2p1ar?

5.6.4 Passo 2: pontos de equilibrio

Proposicao 5.15 ([18] proposigao 2.6) Consideremos o sistema de equagoes dife-
renciais (5.5) onde aj,ay > 0 e by, by < 0. Entao, para A > 0, todas as trajectorias que

comegam num circulo de raio O(v/X) permanecem limitadas junto da origem se:

o e R (5.7)
baay biasg



CAPITULO 5. CICLOS HETEROCLINICOS 80

Note-se que, nas condigdes da proposigao, a origem é uma fonte e o sistema (5.5)

tem pontos de equilfbrio nos eixos, AT = (£1/—ayA/by,0) e A5 = (0, £/ —a\/by). A

condigao de Afc serem dois pogos e AQjE serem duas selas é equivalente a

ag — CQﬂ <0e (58)
by

iy — tyod = 0, (5.9)
by

que é satisfeita para um aberto do espago de pardmetros (a1, aq, by, ba, €1, o).
Se invertermos o sinal das desigualdades 5.8 e 5.9, os pontos de equilibrio Afc Sa0

selas e AT sdao pogos.

Lema 5.16 ([1], lema 3.1) Consideremos um campo de vectores da forma (5.5). Se
0s pontos de equilibrio nos eixos, para além da origem, forem duas selas e dois pogos,

entao ndao ha pontos de equilibrio fora dos eizos.

Existe, portanto, um aberto no espago dos campos de vectores f no qual a sua
restrigdo a Fix(7}) truncada na terceira ordem tem cinco pontos de equilibrio: a origem
e um par em cada Fix(X;), com j = 1,2. N&o existem mais pontos de equilibrio num
sector angular W C Vj, delimitado por l;; e l15. Além disso, existe um disco em

Fix(T}), em torno de (0,0), que atrai o fluxo.

5.6.5 Passo 2 do exemplo

Se ¢11 > 0,p11 > 0,c19 < 0 e py3 < 0, entdo, usando a proposi¢ao 5.15, conclui-se
que, para A > 0, todas as trajectérias com valor inicial num circulo de raio O(v/))
permanecem limitadas junto da origem em Fix(Z,(k)). Para isso é necessario supor
ainda que:

> =2.

(2¢13 + €30)p11 " (P12 + P3o)enn
2p13ci C12P11

Um célculo semelhante usando as equagoes de amplitude em Fix(Zq(k.(m,7)))

01

origina
2c13 — ¢ - c
£ (2c13 — €c30)p11 " (P12 — pao)eit _—ry
2p1aciy Ci12P11

Nas equagdes de amplitude em Fix(Zy(k)) e Fix(Zy(k.(m, 7)) temos que:
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1. os pontos de equilibrio em Fix(Zy(k) x SO(2)) sdo pogos em Fix(Zy(k)) e selas
em Fix(Zy(k.(m,m)) se

C
03 = p11 — (P12 ‘|'p:30)c—11 <0e
12

c
84 = p11 — (P12 —p30)£ )
C12

2. os pontos de equilibrio em Fix(Zy(k) & Z5) sao selas em Fix(Z2(k)) e pogos em
Fix(Zy(k.(m,m)) se

(55 = 847 = (2C13 + C30)&- >0e
2p13

P
06 = en — (2613 — Cao)gu3 < U,
1

O facto de nao haver mais pontos de equilibrio em Fix(Zq(k)) e Fix(Zy(k.(m,7)))

segue do lema 5.16.

5.6.6 Passo 3: ligacao entre os pontos de equilibrio

Escolhamos apenas um dos pontos de equilibrio nao nulos Af em cada recta, por
exemplo Aj. No plano invariante o ponto A; é um ponto de sela. O conjunto w-
limite da variedade instével de As, w(W™(As3)), ndo pode conter 0 porque 0 é fonte.
A recta que contém o ponto A; é invariante pelo fluxo, logo A; ndo pode ser um
ponto de equilibrio rodeado por uma 6rbita periddica. Como nao existem mais pontos
de equilibrio em W, para além de A;, concluimos que w(W*(A;z)) ndo pode conter
nenhuma érbita periédica (teorema 2 de [11], capitulo 11, §5).

S6 resta a alternativa de w(W™*(Ay)) conter A (teorema de Poincaré-Bendixson -
ver, por exemplo, [11], capitulo 11, seccao 4).

Concluimos que existe uma ligagao sela-pogo entre As e A; (ver figura 5.2).

No caso dos E; serem todos conjugados obteremos o resto do ciclo se mostrarmos

que A; e Ay estao na mesma orbita do grupo.

Lema 5.17 ([18], proposicao 2.4) Sejam Ay e A, dois pontos de equilibrio com

subgrupos de isotropia ¥; e ¥y conjugados. Entdo Ay e A; estao na mesma orbita do

grupo.
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Figura 5.2 Ligagao entre os pontos de equilibrio A; e As.

Demonstragao:
Os grupos X; e Xy sdo subgrupos de isotropia conjugados, logo existe v € I' tal
que v.A; = A; ou 7.A; = —A,. No primeiro caso A; e Ay estao na mesma orbita do

grupo. Se v.A; = —Aj,, a condigao

implica que existe § em N(X;)/%; tal que 6.A; = —A;. Obtemos v.4; = 4.4z, ou

seja, 6 14.A; = A,. Consequentemente A; e Ay estdo na mesma orbita do grupo. O

Depois de ver que A; e A; estao na mesma 6rbita do grupo obtemos o ciclo completo
do seguinte modo. Existe y tal que v.A; = Ay, portanto v.A; = Ay = Ajey. Ay = A,
Para j = 1,2 os pontos A; estdo em Fix(vZ;v™!) C Fix(yTy1y~!). Em Fix(vTiv™?)
existe ligacao sela-pogo entre Ay e A, isto é, entre v.A; e A, pois neste espaco a
dindmica é a mesma que em Fix(7;). Esta situagao repete-se para cada Fix(7;), com
i=3,...k

Caso os ¥; nao sejam conjugados, passamos ao plano Fix(T3) e fazemos af o mesmo
estudo que foi feito em Fix(T}). Continuando este processo obteremos trajectorias

ligando Iy e Iy, ls e I3, ..., Ix e lp41. As condigoes de estas ligagoes serem feitas nas
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direccoes correctas (de Iy para ly, de [ para ls, ..., de [} para lk+1) sao satisfeitas num

aberto do espago dos parametros.

5.6.7 Passo 4: estabilidade assimptotica do ciclo

Estes ciclos podem ser assimptoticamente estdveis. Em [18], teoremas 2.10 e 5.1, sdo
apresentadas condiges suficientes para que isso acontega. No caso de I' finito (ciclo
de pontos de equilibrio) estas condiges estimam as taxas de contraccao ou expansao
numa vizinhanca de cada ponto de equilibrio e combinam-nas de modo a obtermos
uma estimativa conjunta dessa taxa. Uma contracgio geral corresponde & estabilidade
do ciclo.

Recentemente, em [17], estes teoremas sobre estabilidade assimptética foram me-
lhorados em varios sentidos. Nesse artigo supde-se que o ciclo (2 satisfaz a seguinte
hipotese:

Hipétese 5.18 para cada j existe um subespago P; invariante pelo fluzo tal que a

variedade instdvel de A; estd contida em P; e Ajyq € um pogo em Pj;

Para cada ponto de equilibrio A; do ciclo sejam

1. —r; o maximo das partes reais dos valores préprios de (df ) 4; restrito a P;_1NF;.

O correspondente valor préprio é designado por valor préprio radial mais fraco;

2. —c¢; o méaximo das partes reais dos restantes valores proprios em Fj_;. O corre-

spondente valor préprio é designado por valor préprio contractivo mais fraco;

3. e; > 0 o maximo das partes reais dos valores proprios de (df ) 4;. O correspondente

valor préprio é designado por valor préprio ezpansor mais forte;

4. t; < 0 o méximo das partes reais dos valores proprios de (df)a, com vectores
préprios normais a Pj_; + P;. O correspondente valor préprio é designado por
valor préprio transversal mais fraco. Se Pj_; + P; = R", entao convenciona-se

que t; = —o0.
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Teorema 5.19 ([17], teorema 2.7) Suponhamos que ezista um ciclo heteroclinico
ligando pontos de equilibrio hiperbélicos, A;, com j = 1,...,m, satisfazendo a hipdtese
5.18. Se

™m m

[[min{c;,e; — ¢} > [ ¢

i=1 i=1
entdo o ciclo heteroclinico € assimptoticamente estdvel.

No caso de dimI' > 0 os pontos de equilibrio dos ciclos sao substituidos por
equilibrios relativos.

Define-se do mesmo modo as direcgoes radial, contractiva e expansora. A tunica
diferenca é que se trabalha com a linearizagao do campo de vectores normal fy em

cada equilibrio relativo It;.

Mais precisamente, para cada j escolhe-se z; € R; e considera-se a linearizagao

(dfn)e;-

5.6.8 Estabilidade assimptdtica do exemplo

Aplicamos o teorema 5.19 para ver que o ciclo construido é assimptoticamente estavel.
Qualquer valor préprio nao nulo do jacobiano de f, num ponto x pertencente a um
equilibrio relativo, é também valor préprio de (dfn). ([15], proposigdo 2.4).
Os valores préprios do jacobiano de f nos pontos de equilibrio A; em [;; e A; em

ly1 estao indicados na tabela seguinte.

A1 (S l]_l AQ € l?l
—2cp A —2p11A
0 0 (duas vezes)

03\ (duas vezes) | (2pep11A) /P13
d4A (duas vezes) 05\
Sg A

Sejam P} = Fix(Zy(k)) e Py = Fix(Zy(k.(m,m))). Com a excepgao de (2p2p11A) /P13,
todos os valores préprios diferentes de zero de df sao determinados por df| (P, + Py) e
1 TE

pela multiplicidade (forgada pela isotropia).
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Suponhamos que p; > 0.

Dados os sinais de ds, d4, 05, d6, P11, P13, P2 € da tabela anterior conclui-se que a
hipétese 5.18 é valida.

A ligacdo entre A; e Ay ¢ percorrida de A, para A; em Fix(Zs(k)) e no sentido
oposto em Fix(Zsy(k.(m,m))). Os valores préprios que contraem em A; sdo d3A e —2¢11 A
e o valor préprio que expande é d4A. De modo semelhante em Ay os valores préprios
que contraem sao dgA e (2pap11A)/p13 € o valor préprio que expande é ds .

Sejam e; = 04, €9 = 05\, 0 = —dgA e to = (2pap11A)/p13. A desigualdade do

teorema 5.19 fica

e1ey < min{cy, €3 — ta}-. (5.10)

Nestas condigoes o ciclo construido é assimptoticamente estavel.
Para outros valores dos parametros é possivel obter um ciclo em que as ligagoes

sao no sentido oposto.

Figura 5.3 Ligacgdo entre trajectéria periédica e ponto de equilibrio.

5.6.9 Passo 5: estabilidade estrutural

Como ja foi observado, perturbagdes equivariantes de f ainda terdo os Fix(T;) como
planos invariantes e ligacdes sela-poco sao estruturalmente estéveis em R2.

O facto do ciclo ser atractor também nao se altera porque os pontos de equilibrio
e os equilibrios relativos sdo hiperbélicos. Assim, uma perturbagao suficientemente

pequena de f ainda se manterd nas condigbes do teorema. Portanto conclui-se que
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a existéncia de termos de ordem superior suficientemente pequenos nas equacgoes na

forma normal nao altera o que foi dito até aqui e os ciclos sao estruturalmente estaveis.

5.6.10 Passo 5 do exemplo

Conclui-se, portanto, que existe um ciclo heteroclinico assimptoticamente estavel e
estruturalmente estavel ligando pontos de equilibrio de isotropia Zs(k) x SO(2) com
solucoes periédicas de isotropia Zo(k) @ Z5. As trajectdrias que os ligam estao em

Fix(Zy(k)) e em Fix(Zy(k.(7,7))).
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